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ABSTRAK

Purnomo, Wendy Lestyo. 2010. “Penggunaan Teorema Polya Dalam Enumerasi
Graf’. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan
Alam Universitas Negeri Semarang. Pembimbing I: Isnarto, S.Pd, M.Si., Pembimbing
II: Isnaini Rosyida, S.Si, M.Si

Kata kunci : indeks siklik, teorema polya, isomorfik graf.

Salah satu yang dipelajari dalam ilmu aljabar abstrak adalah teori grup.
Munculnya teori grup didasari dari penyelidikan permutasi suatu himpunan
berhingga. Dalam konsep tindakan suatu grup terhadap himpunan berhingga yang
tidak kosong terdapat beberapa teorema yang bisa digunakan untuk menyelesaikan
masalah enumerasi, diantaranya adalah Teorema Polya. Masalah enumerasi
merupakan masalah kombinatorika yang mempelajari pengaturan objek-objek yang
berkisar pada persoalan pencacahan dari suatu pengaturan. Pada penelitian kali ini
penulis tertarik untuk mengkaji tentang enumerasi graf dengan »n simpul. Enumerasi
graf yang dimaksud dalam penelitian ini adalah banyaknya graf yang dapat dibentuk
dari n simpul yang takisomorfik satu dengan yang lainnya.

Permasalahan dalam skripsi ini adalah sebagai berikut. Pertama, bagaimana hasil
enumerasi graf n simpul dengan menggunakan Teorema Polya. Kedua, bagaimana
perbandingan hasil penyelesaian masalah enumerasi graf yang diselesaikan dengan
Teorema Polya dan dengan menggunakan software Maple dan The Graph
Isomorphism Algorithm Demonstration Program.

Metode yang digunakan dalam penelitian ini yaitu identifikasi masalah, perumusan
masalah, studi pustaka, pemecahan masalah, dan penarikan simpulan.

Kesimpulan yang didapat dalam penelitian ini sebagai berikut: Banyaknya
multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari dua simpul ada sebanyak 3, banyaknya
graf tak isomorfis yang terbentuk dari dua simpul ada sebanyak 6, banyaknya
multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari tiga simpul ada sebanyak 10, banyaknya
graf tak isomorfis yang terbentuk dari tiga simpul ada sebanyak 20, banyaknya
multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari empat simpul ada sebanyak 66,
banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari empat simpul ada sebanyak 90,
banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari lima simpul ada sebanyak 792,
banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari lima simpul ada sebanyak 544,
banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari enam simpul ada sebanyak
25.506, banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari enam simpul ada sebanyak
5.096, banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari tujuh simpul ada
sebanyak 2.302.938, banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari tujuh simpul
ada sebanyak 79.264, banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari delapan
simpul ada sebanyak 591.901.884, banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari
delapan simpul ada sebanyak 2.208.612. Dengan software Maple dan The Graph
Isomorphism Algorithm Demonstration Program diperoleh semua graf yang
terbentuk dari n simpul tak isomorfik satu dengan yang lainnya.

Saran dari penulis yaitu adanya penelitian mengenai Teorema Polya yang
dikembangkan pada pewarnaan graf dan enumerasi graf berarah.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Di dalam matematika, teori graf adalah cabang ilmu yang mempelajari
tentang sifat-sifat graf. Suatu graf merupakan suatu diagram yang memuat
informasi tertentu. Dalam kehidupan sehari-hari, graf digunakan untuk
menggambarkan berbagai macam struktur yang ada. Tujuannya adalah untuk
memvisualisasi objek-objek agar lebih mudah dimengerti. Misalnya: graf
organisasi, bagan alir, peta, rangkaian listrik, trayek angkutan, dan lain-lain.

Suatu graf dapat disajikan sebagai suatu himpunan yang terdiri dari simpul
(vertex) dan sisi (edge). Walaupun visualisasi suatu graf terlihat sederhana, tetapi
terkadang sulit untuk menyelesaikan masalah yang terkandung dalam graf
tersebut. Sebagai contoh menghitung optimalisasi dan jarak terpendek dari suatu
graf. Untuk menyelesaikan masalah-masalah tersebut dibutuhkan suatu teknik
untuk menyelesaikannya.

Secara garis besar ada empat masalah pokok dalam teori graf, yaitu:

1. Masalah Eksistensi: masalah yang berhubungan dengan pertanyaan,
apakah ada suatu graf yang...? Apakah mungkin dibuat atau dibangun
suatu graf...?

2. Masalah Konstruksi: masalah yang berhubungan dengan pembentukan

atau pengkonstruksian atau pengadaan. Jika suatu graf ada, apakah



mungkin  kita  mengkonstruksinya? = Bagaimana kita  dapat
membangunnya?

3. Masalah Enumerasi: masalah yang berhubungan dengan perhitungan
atau pencacahan. Berapa banyak graf seperti itu? Bagaimana cara kita
menghitungnya?

4. Masalah Optimasi: masalah yang berhubungan dengan keputusan yang
terbaik, terdekat, terkecil, atau paling... Jika ada banyak kemungkinan,
bagaimana kita mendapatkan yang terbaik? Mana yang paling baik?

(Gunawan 2003)

[lmu aljabar abstrak merupakan bagian dari matematika yang berkembang
dengan pesat karena berhubungan dengan himpunan dan sifat struktur-struktur di
dalamnya. Salah satu yang dipelajari dalam ilmu aljabar abstrak adalah teori grup.
Ide dasar munculnya teori grup adalah penyelidikan permutasi dari himpunan
berhingga di dalam teori persamaan. Selanjutnya ditemukan bahwa konsep dari
suatu grup adalah universal dan konsep grup tersebut muncul di berbagai cabang
matematika dan ilmu pengetahuan lainnya.

Salah satu permasalahan yang dapat diselesaikan dengan menggunakan
konsep grup adalah masalah enumerasi. Masalah enumerasi merupakan persoalan
kombinatorika, yaitu masalah yang mempelajari pengaturan objek-objek, yang
berkisar pada persoalan pencacahan/klasifikasi dari suatu pengaturan. Para
ilmuwan diberbagai bidang sering kali menemukan permasalahan kombinatorika.
Misalnya seorang ahli kimia kerap berhadapan dengan banyaknya pola molekul

yang terbentuk dari sejumlah atom/molekul yang bergabung. Untuk menghitung



banyaknya pola molekul berbeda yang terbentuk dengan cara menguraikan satu
persatu pola molekul yang mungkin terbentuk sehingga akan diperlukan
pengerjaan yang banyak memakan waktu dan cukup panjang. Oleh karena itu
perlu suatu cara tertentu untuk menyelesaikan masalah tersebut. Salah satu cara
adalah dengan menggunakan konsep tindakan suatu grup G terhadap himpunan
berhingga X (Rusdiati 2004).

Dalam konsep tindakan suatu grup G terhadap suatu himpunan berhingga
X yang tidak kosong terdapat beberapa teorema yang bisa digunakan untuk
menyelesaikan masalah enumerasi tersebut diantaranya adalah Teorema Polya.
Hal ini diperkuat oleh penelitian Ferdinand Yap Tomakin (2009), yang
menunjukkan bahwa Teorema Polya dapat digunakan untuk mengenumerasi
jumlah G-orbit dari r-himpunan bagian, dari suatu himpunan berhingga X, dalam
hal ini pada fungsi c(x) = I + x, Vx € X. Teorema Polya juga dapat digunakan
untuk menentukan suatu grup permutasi itu dapat dikatakan transitif atau tidak.
Dalam penelitian lain yang dilakukan R. Gunawan Santosa (2003), Teorema
Polya juga dapat digunakan untuk mengenumerasi graf sederhana.

Teorema Polya sendiri ditemukan oleh George Polya (1887-1985),
seorang ahli berkebangsaan Hungaria yang berimigrasi ke Amerika Serikat pada
tahun 1940. Teorema Polya dibagi menjadi dua yaitu Teorema Polya I dan II.
Teorema Polya I hanya menjelaskan tentang banyaknya orbit yang berbeda dari
himpunan berhingga X terhadap grup yang bertindak. Grup yang

bertindak/beraksi pada himpunan X memiliki pengertian suatu grup yang dapat



diterapkan pada himpunan X dengan dikenai suatu tindakan tertentu. Sedangkan
pengertian orbit sendiri sebagai berikut.

Misalkan ¢ permutasi himpunan A

i. Untuk a € A orbit dari a terhadap o disimbolkan O,  didefinisikan

sebagai 0, , = {0™(a) | n € Z}.

ii. 04 untuk semua a € A dinamakan orbit dari c.

Teorema Polya II selain menjelaskan banyaknya orbit yang berbeda juga
menjelaskan bentuk/jenis orbit yang berbeda tersebut.

Masalah enumerasi yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah masalah
enumerasi yang berhubungan dengan perhitungan banyaknya graf yang tidak
isomorfis antara graf satu dengan yang lainnya. Graf menjadi sangat penting
untuk diteliti dikarenakan aplikasinya yang begitu luas dalam kehidupan sehari-
hari. Graf yang dimaksud disini adalah graf sederhana dan tidak sederhana.
Adapun graf sederhana memiliki pengertian graf yang hanya memiliki satu sisi
pada setiap pasang simpulnya dan tidak mempunyai sisi yang berawal dan
berakhir pada simpul yang sama (loop).

Sedangkan dua buah graf G; dan G, dikatakan isomorfis jika terdapat
korespondensi satu-satu antara simpul-simpul keduanya dan antara sisi-sisi
keduanya, sedemikian sehingga jika sisi e bersisian dengan simpul u dan v di G

maka sisi e’ di G, juga harus bersisian dengan u#’ dan v’.

n(n-1)
2

Apabila n simpul pada graf G dikenai permutasi, maka pasangan

simpul tak berurut (artinya i/ = ji) dari himpunan simpul tersebut juga mengalami

permutasi. Dalam hal ini pasangan simpul tak berurut pada suatu himpunan dapat



dipandang sebagai sisi, yang ujung-ujungnya adalah pasangan simpul tersebut.
Sehingga dari teorema ini penulis mencoba untuk mengenumerasi banyaknya graf
dengan n simpul yang tak saling isomorfik.

Pada dasarnya tulisan ini merupakan penggabungan dua bidang ilmu yaitu
antara bidang aljabar (abstrak) dan bidang teori graf, artinya aljabar abstrak
melalui Teorema Polya akan digunakan untuk menyelesaikan masalah enumerasi

pada graf. Skema penyelesaiannya seperti terlihat pada bagan di bawah

Aljabar Abstrak Teori Graf
Teorema | DN ferapkan _ Masalah |
. Polya S Enumerasi ./

Dengan alasan di atas, penulis mengambil judul “PENGGUNAAN

TEOREMA POLYA DALAM ENUMERASI GRAF”.

1.2 Permasalahan

Berdasarkan latar belakang di atas, maka permasalahan yang timbul adalah
sebagai berikut.
(1). Bagaimana hasil enumerasi graf » simpul dengan menggunakan Teorema
Polya?
(2). Bagaimana perbandingan hasil penyelesaian masalah enumerasi graf yang
diselesaikan dengan menggunakan Teorema Polya dan dengan menggunakan
software Maple dan The Graph Isomorphism Algorithm Demonstration

Program?



1.3 Batasan Masalah

Pada penelitian ini dibatasi ruang lingkup dari graf sebagai berikut.

(1). Graf yang digunakan dalam aplikasi Teorema Polya I dan II adalah multigraf
dengan sisi rangkap paling banyak dua dan graf tanpa sisi rangkap dari dua
simpul sampai dengan delapan simpul.

(2). Grafyang dibandingkan dengan software Maple dan The Graph Isomorphism
Algorithm Demonstration Program adalah graf yang terbentuk dari dua dan

tiga simpul.

1.4  Tujuan

Adapun tujuan dari penulisan ini adalah sebagai berikut:
(1). Memperoleh hasil enumerasi graf n simpul dengan menggunakan Teorema
Polya.
(2). Membandingkan penyelesaian masalah enumerasi graf dengan menggunakan
Teorema Polya dan dengan software The Graph Isomorphism Algorithm

Demonstration Program.

1.5 Manfaat

Manfaat yang diharapkan dalam penyusunan skripsi ini adalah sebagai
berikut.
1.5.1 Bagi Penulis

Dapat mengimplementasikan teori-teori yang diperoleh dalam ilmu aljabar

ke dalam teori-teori graf.



1.5.2 Bagi Pembaca
Memberikan wawasan dan pengetahuan bahwa ilmu aljabar yang selama
ini banyak orang menganggapnya abstrak ternyata mampu menyelesaikan

masalah yang lebih real, dalam hal ini enumerasi graf.

1.6  Sistematika Penulisan Skripsi

Secara garis besar dalam penulisan skripsi ini dibagi dalam tiga bagian,
yaitu: bagian awal, bagian isi, dan bagian akhir skripsi.
1.6.1 Bagian Awal
Bagian awal skripsi terdiri dari halaman judul, halaman pengesahan,
pernyataan keaslian tulisan, abstrak, motto dan persembahan, kata pengantar,
daftar isi, daftar gambar, daftar gambar, dan daftar simbol.
1.6.2 Bagian Isi
Bagian isi terdiri dari lima bab yaitu sebagai berikut.
(1) Bab 1 : Pendahuluan
Pada bab ini dikemukakan tentang latar belakang, permasalahan, tujuan,
manfaat, dan sistematika penulisan skripsi.
(2) Bab 2 : Landasan Teori
Berisi penjelasan mengenai teori-teori yang menyangkut dan mendasari

pemecahan masalah yang ada.



(3) Bab 3 : Metode Penelitian
Berisi metode-metode yang digunakan dalam penelitian, meliputi identifikasi
masalah, perumusan masalah, studi pustaka, pemecahan masalah dan
penarikan simpulan.
(4) Bab 4 : Pembahasan
Berisikan pembahasan dan hasil masalah-masalah yang dikaji.
Bab 5 : Penutup
Bab ini berisi simpulan dan saran.
1.6.3 Bagian Akhir
Bagian akhir berisi daftar pustaka yang merupakan informasi mengenai

buku-buku, sumber, dan referensi yang digunakan penulis.



BAB |1

LANDASAN TEORI

2.1  Struktur Aljabar

2.1.1 Grup
Operasi biner * pada himpunan S adalah aturan yang mengawankan setiap
pasangan terurut (a,b) € S X § dengan tepat satu elemen di S. Suatu himpunan
berhingga jika dikenakan operasi biner padanya dan memenuhi syarat-syarat
tertentu akan membentuk suatu grup.
Definisi 2.1 Grup
Himpunan G # @ dengan operasi * yang didefinisikan padanya disebut Grup
(G,*), bila memenubhi syarat:
1. Vx,y € G,x *y € G (sifat tertutup terhadap operasi *)
2. de € G,sehinggax * e = e * x = x, Vx € G (ada elemen identitas e).
3. Vx €G,3x 1 € Gsehinggax *x 1 =x"1*x =e (setiap elemen di G
mempunyai invers).

4. Vx,y,z € G,x * (y xz) = (x x y) * z (sifat asosiatif)

Contoh 2.1
Himpunan bilangan bulat (Z) akan membentuk grup terhadap operasi

penjumlahan, disimbolkan (Z, +). Elemen netral grup tersebut adalah 0 dan

invers dari a adalah — a untuk setiap a € Z.
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Sebuah himpunan pastilah mempunyai himpunan bagian, paling tidak
himpunan kosong. Himpunan bagian dari suatu grup dapat membentuk grup
apabila diberikan operasi yang sama dengan grupnya masih memenuhi sifat-sifat
grup.

Definisi 2.2 Subgrup
Jika G grup dan H € G maka H dinamakan subgrup apabila H merupakan
grup terhadap operasi yang didefinisikan pada G.

Contoh 2.2
a. Di bawah ini akan dibuktikan bahwa himpunan H = {2h|h € Z} adalah

subgrup dari (Z, +).

Bukti:
Jelas H c Z.
1. Ambil sebarang x,y € H.
Ini berarti x = 2h; dan y = 2h, untuk h,, h, € Z.
Jelas x + y = 2hy + 2h, = 2(hy + hy)
Karena hqy,h, € Z dan Z grup terhadap operasi penjumlahan, maka
(hy + hy) € Z.
Sehingga x +y € H.
Jadivx,y e H,x +y € H.
2. Ambil sebarang x € H.
Jelasx + 0 =0+ x = x.
Sehingga30 eH3x+0=0+x = x,Vx € H.

Jadi 0 € H merupakan elemen netral pada H.
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3. Ambil sebarang x € H.
Jelas —x € H.
Sehingga x + (—x) = (—x) + x = 0.
Jadi untuk setiapx e H3I—x € Hax+ (—x) =(—x)+x =0
4. Ambil sebarang x,y,z € H
Jelas(x +y)+z=x+ (y + 2).
Jadi operasi penjumlahan pada H bersifat assosiatif.
Dari 1-4 disimpulkan (H, +) merupakan grup.
Jadi (H, +) merupakan subgrup dari (Z, +).
b. Himpunan bilangan asli (N) bukan merupakan subgrup dari (Z, +) karena
tidak ada e € N yang mengakibatkan x + e = e + x = x untuk setiap x € N
sehingga sifat identitas terhadap operasi penjumlahan tidak terpenuhi.
2.1.2 Grup Permutasi
Suatu fungsi dari himpunan A ke B adalah aturan yang mengawankan
setiap anggota a € A tepat satu anggota b € B. Ada tiga sifat dalam fungsi, yaitu
injektif, surjektif, dan bijektif.
Definisi 2.3 Permutasi
Permutasi pada himpunan 4 adalah fungsi @: A — A yang bijektif.

Contoh 2.3

Misalkan A = {1,2,3}. Salah satu permutasi dari 4 adalah a = (1 2 3)

1 2 3/

Artinya fungsi @ memetakan elemen 1 ke 1, elemen 2 ke 2, dan elemen 3 ke 3.
Di atas telah dijelaskan bahwa grup terbentuk dari suatu himpunan yang

apabila diberikan suatu operasi biner kepadanya memenuhi syarat-syarat grup. Tak
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terkecuali himpunan yang anggota-anggotanya merupakan fungsi dari A ke B juga
dapat membentuk grup.
Definisi 2.4 Grup Simetri
Jika A={1,23,...,n} maka grup yang memuat semua permutasi dari A
dinamakan grup simetri pada n unsur dan simbolkan dengan S,. Grup
simetri S,, memuat elemen sebanyak n!.
Contoh 2.4
a. Akan dibuktikan bahwa himpunan S; terhadap operasi komposisi

merupakan grup simetri.

Bukti:

Permutasi-permutasi dari himpunan X = {1,2,3}, yaitu:
G 23 G332 =G1)
=13 =G3) G

Sehingga S; = {a,B,v,¢,0,0}.
Operasi yang didefinisikan pada S5 adalah komposisi.

Hasil operasi keenam permutasi tersebut dapat disajikan dalam tabel berikut:

o lad B v € o 0
ala By € o 6
BIlIB a 68 o ¢ vy
yly ¢ a f 0 o
ele v o 6 B «
oclc 8 ¢ v a B
6106 o B a y ¢
Tabel 1

1. Dari tabell terlihat untuk sebarang x, y € S; mengakibatkan x o y € S5
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Jadi sifat tertutup terpenuhi.
2. Dari tabell juga terlihat untuk sebarang x, y, z € S5 berlaku
(xey)ez=2xo(yez).
Jadi sifat assosiatif terpenuhi.
3. Ambil sebarang x € S;.
Jelas a € S5.
Dari tabell terlihat x o = @ o x = x.
Jadi @ merupakan elemen netral di S;.

4. Dari tabell, jelas terlihat

aoa=a BoefB=a
Yyoy=a ol =a
goog =<« Oocs=a
Jelas Vx € S terdapat x ™1 € S5 sehinggaxox 1 =x"1ox = a.

Jadi Vx € S; punya invers di S3.
Dari 1-4 disimpulkan (S3,0) grup simetri.
b. Dipunyai H = {a,¢ 6} himpunan bagian dari S;. Akan dibuktikan

bahwa himpunan H merupakan subgrup dari S;.

Bukti:
Jelas H c S5.

1. Ambil sebarang x,y € H.

D m Ko
> ™M QIR
QR D m|m
m K DI

Tabel 2
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Dari tabel 2 jelas x oy € H.

Jadi sifat tertutup terpenuhi.
2. Ambil a,¢,60 € H.

Dari tabell jelas terlihat (¢ cg)of =cocl =a=aca=aco(c00)
(@oB)oeg=0oc=a=aoca=ao(Bo¢)
(ca)ec=cof=a=¢co0f =¢co(aoh)
(oB)oa=aca=a=¢c0clO=¢co(foa)
(Boa)ce=0oc=a=0oc=00(aoe)
(Beog)oa=aca=a=0oe=00(coq)

Jadi sifat assosiatif terpenuhi.

3. Ambil sebarang x € H.

Jelasa € H.

Diperoleh x c ¢ = @ o x = x.

Jadi a merupakan elemen netral di H

4. Dari tabel 2 terlihat, untuk setiap x € H terdapat x ! € H sehingga

Jadi Vx € H punya invers di H.

Dari 1-4 disimpulkan (H,e) subgrup dari (S5,°).

Suatu permutasi kadang memetakan semua anggotanya ke anggota yang
identik, seperti terlihat pada contoh 2.3. Tetapi ada juga yang hanya memetakan
ke beberapa anggota yang identik. Permutasi-permutasi semacam itu dalam suatu
grup mempunyai kedudukan yang penting, seperti terlihat pada definisi di bawah

ini.
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Definisi 2.5 Orbit, Penstabil, dan Karakter Permutasi
Apabila G adalah subgrup dari grup simetri S,, dan untuk x € X, maka:
1. Gx = {g(x): g € G} yaitu himpunan semua bayangan elemen x € X oleh
permutasi g di G. Gx disebut orbit x terhadap G.
2. Gy ={g € G: g(x) = x} adalah himpunan semua permutasi di G yang
mengakibatkan x sebagai titik tetap. Himpunan G, disebut penstabil x di G.
3. F(g) ={z € X: g(2) = z} adalah himpunan semua titik-titik tetap dari
permutasi g € G. Himpunan F(g) disebut karakter permutasi g di
himpunan X.
Contoh 2.5
Dipunyai X = {1,2,3} dan G = {a, €, 6} subgrup dari S;. Orbit x terhadap G,
penstabil x di G dan karakter permutasi g di himpunan X sebagai berikut.
1. Orbit x terhadap G yaitu Gx = {g(x): g € G}
Orbit 1 terhadap G:
Gl = {g(1):g € G}
= {a(1),e(1),6(1)}
= {1,3,2}.
Jadi orbit 1 terhadap G adalah {1,3,2}.
Orbit 2 terhadap G:
G2 = {g(2):g € G}
{a(2),€(2),6(2)}

= {2,1,3}.

Jadi orbit 2 terhadap G adalah {2,1,3}.
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Orbit 3 terhadap G:
G3 = {g(3):9 €G}
{a(3),£(3),0(3)}

= {321}

Jadi orbit 3 terhadap G adalah {3,2,1}.
2. Penstabil x di G yaitu G, = {g € G: g(x) = x}
Penstabil 1 di G:
Gy =1{g €G:g(1) =1} = {a}.
Penstabil 2 di G:
G, ={9 € G:g(2) = 2} = {a}.
Penstabil 3 di G:
G =1{g € G:9(3) = 3} = {a}.
3. Karakter permutasi g di himpunan X yaitu F(g) = {z € X: g(2) = z}.
Karakter permutasi a di himpunan X :
Fla)={zeX:a(z) =z} = {1,2,3}.
Karakter permutasi € di himpunan X :
F(e)={zeX:e(z)=2z}={ }.
Karakter permutasi € di himpunan X :
FO)={zeX:0(z)=2z}={ }.
Dari contoh di atas jelas terlihat bahwa setiap elemen netral dari suatu subgrup
permutasi merupakan penstabil pada grup tersebut.
Grup-grup yang terbentuk dari suatu himpunan pastilah mempunyai

anggota. Banyaknya anggota dari grup «isebut ada yang hingga, tetapi ada juga
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yang tak hingga. Sebagai contoh (Z, +) adalah grup yang banyak anggotanya tak
hingga, sedangkan (S3,0) adalah grup yang banyak anggotanya hingga.
Definisi 2.6 Grup Berhingga
Grup G disebut grup berhingga jika memiliki sejumlah berhingga anggota.
Banyaknya anggota dalam grup G disebut order G dan disimbolkan dengan
|G].
Contoh 2.6
Grup simetri S; merupakan grup berhingga. Sebab banyak anggota atau
order dari S5 adalah |S3| = 6.
2.1.3 Koset dan Teorema Lagrage
Pemahaman mengenai koset diperlukan untuk mengkaji keterkaitan antara
order suatu grup dengan order subgrupnya. Keterkaitan itu kemudian dinyatakan
dalam sebuah teorema, yaitu Teorema Lagrage.
Definisi 2.7 Koset
Jika H adalah subgrup dari grup G dan g adalah anggota G maka:
gH = {gh: h € H} disebut koset kiri H terhadap g dan Hg = {hg: h € H}
disebut koset kanan H terhadap g.
Contoh 2.7
Dipunyai H = {a,¢,0} dan (H,o) subgrup dari G = (S3,0). Koset kiri dan

koset kanan H terhadap G yaitu

Koset Kiri H terhadap G Koset Kanan H terhadap G

aH ={a,¢,0} =cH = 6H Ha = {a,5,60} = He = HO
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BH ={B,0,v} = oH =yH HB ={B,y,0} = Hy = Ho
Jadi banyaknya koset kiri dan koset kanan adalah dua.
Dari contoh 2.7 terlihat bahwa sebuah grup akan dipartisi menjadi koset-
koset kiri (kanan) dari subgrupnya.
Definisi 2.8 Kelas
Kumpulan dari himpunan koset kiri (kanan) H yang berbeda dari grup G akan
membentuk partisi grup G, yaitu:
1. Setiap anggota G akan berada paling sedikit pada satu koset kiri (kanan) H
2. Dua koset kiri (kanan) yang berbeda tidak memiliki anggota yang sama.
Partisi yang mempunyai sifat seperti ini disebut kelas.
Contoh 2.8

Perhatikan contoh 2.7. Koset-koset kiri (kanan) yang terbentuk yaitu:

Koset Kiri H terhadap G Koset Kanan H terhadap G
aH ={a,¢,0} =cH = 6H Ha ={a,¢,0} = He = HO
BH ={p,0,v} = oH = yH HB ={B,y,0} = Hy =Ho

Sehingga kelas-kelasnya adalah aH dan SH.

Sebelum memahami Teorema Lagrage terlebih dahulu dipahami tentang
Hukum Kanselasi Kiri dan Kardinalitas suatu himpunan, sebagaimana tercantum
pada teorema di bawah ini.

Teorema 2.1 Hukum Kanselasi Kiri
Dipunyai (G,*) grup dan a, b, c € G. Hukum Kanselasi Kiri berbunyi:
Jikna*b =ax*cmakab =c

Bukti:
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Ambil sebarang a, b,c € G dengana * b = a * c.

1

Jelas karena G grup maka terdapat a™! € G sehinggaa™ *a = e.

Diperolehaxb=axc ©@a l*(axb) =a ' *(axc)
Sat*xa)*b=(atxa)*c
Sexb=exc
©b=c.

Jadi terbukti jika a*b = a*c maka b =c dan Hukum Kanselasi Kiri
berlaku pada grup.
Teorema 2.2 Kardinalitas
Jika H adalah subgrup dari grup G dan |H| = k maka setiap koset Kkiri
(kanan) H memiliki kardinalitas .
Bukti:
Buat pemetaan ¢: H - gH dengan ¢(h) = gh, Vh € H dan g € G.
Akan ditunjukkan ¢ bijektif.
i. Ambil sembarang hq, h, € H dengan ¢(h;) = ¢@(h;,).
Maka gh, = gh,.
Berdasarkan hukum kanselasi kiri diperoleh h; = h,.
Jadi jika ¢ (h,) = @(h,) maka h; = h, sehingga ¢ injektif.
ii. Ambil sebarang y € gH.
Maka y = gh, untuk suatu hy € H.
Pilih x = hy,.

Diperoleh ¢ (x) = @(hy) = gt :y.
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Jadi Vy € gH terdapat x € H dengan ¢(x) = y sehingga ¢ surjektif.
Berdasarkan i dan ii dapat disimpulkan bahwa ¢ bijektif sehingga H dan gH
mempunyai elemen yang sama banyak.

Sehingga jika |H| = k maka |gH| = k untuk setiap g € G.
Jadi setiap koset kiri H memiliki kardinalitas yang sama.
Dengan cara yang serupa dapat ditunjukkan bahwa H juga mempunyai
elemen yang sama banyaknya dengan Hg untuk setiap g € G.
Contoh 2.9
Perhatikan contoh 2.7. Jelas |H| = 3 dan |aH| = |fH| = |Ha| = |HB| = 3.
Jadi setiap koset kiri (kanan) A memiliki kardinalitas 3.
Teorema 2.3 Lagrage
Order grup berhingga dapat dibagi oleh order sembarang subgrupnya.
Bukti:
Misal H c G dengan |G| = ndan |H| = m.
Akan ditunjukkan m|n.
Karena G berhingga maka terdapat sejumlah berhingga koset kiri dari H,
namakan g, H, g,H, ..., g,-H.
Berdasarkan Teorema 2.2 |g;H| = |g,H| = - = |g,.H| = m.
Karena g;H untuk i = 1,2, ..., membentuk partisi pada G maka
lg:H| + |gH| + -+ |g-H| =n

emt+tm+t--+m=n
| E—

r

Srm=n.
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Jadi m|n.

Jadi order grup berhingga dapat dibagi oleh order sembarang grup bagiannya.
Contoh 2.10

Dipunyai (H,0) subgrup (S;,0) dengan S; =G = {a,B,v,&,0,0} dan

H ={a,¢, 6}.

Jelas |G| = 6 dan |H| = 3.

Sehinggaﬂ = 6 =2
|H| 3
Jadi order G dapat dibagi dengan order H.
2.1.4 Grup Aksi
Grup dapat diterapkan pada himpunan. Hal tersebut bergantung dari
operasi biner yang membangun grup tersebut. Selanjutnya akan didefinisikan
sebuah operasi biner yang mengawankan dua elemen menggunakan Cartesian
Product.
Didefinisikan pemetaan *: A X B — C dengan operasi biner *:
ax*b=cuntuka € A,b € B,danc € C.
Ini berarti sebarang elemen a € A dipasangkan dengan elemen b € B akan
menghasilkan elemen ¢ € C. Sekarang pandang A = G, B = X, dan C = X dimana
G adalah grup dan X adalah himpunan. Diperoleh pemetaan *: G X X — X dengan
operasi biner *:
g * x = y disingkat menjadi gx = y untuk g € Gdan x,y € X.
Definisi 2.9 Grup Aksi
Misalkan X adalah suatu himpunar  n G adalah grup.

Aksi dari G pada X (grup G yang beraksi pada X) adalah pemetaan
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*:GXX—> X dengan g*x =y gx =y untuk g € ¢ dan x,y € X, yang

memenubhi:
1. e(x) = x untuk semua x € X.

2. (9192)(x) = g1(g,(x)) untuk semua x € X dan semua g;,g, € G.

Jika memenuhi syarat di atas, X disebut G-Set.
Contoh 2.11
Dipunyai himpunan X = {1,2,3} dan H = {a, &, 0} grup. Akan ditunjukkan
bahwa X adalah H-Set.
Buat pemetaan *: H X X = X, dengan hx = yuntuk h € H danx,y € X
i). Ambil sembarang x € X.
Jelas a € H dan a(x) = x untuk setiap x € X.
Jadi Vx € X terdapat e = a@ € H yang bersifat e(x) = a(x) = x.
ii). Ambil sebarang x € X.
Karena H adalah grup yang terbentuk dari operasi komposisi maka
untuk setiap f,g € H berlaku:
(fg)(x) = (f e 9)(x) = f(g(x)).
Jadi untuk setiap x € Xdan f, g € H berlaku (fg)(x) = f(g(x)).

Dari (i) dan (ii) dapat disimpulkan X adalah H-Set.

2.1.5 Burnside Lemma
Burnside lemma adalah suatu lemma yang mendasari suatu jenis teknik

perhitungan kombinatorik yang bernama Polya Enumeration. Untuk lebih
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memahami Burnside Lemma terlebih dahulu akan dijelaskan tentang teorema
penstabil dan teorema orbit-penstabil.
Teorema 2.4 G, subgrup G
Jika X adalah G-Set maka G, adalah subgroup dari G untuk setiap x € X.
Bukti:
Jelas G, C G.
Ambil sembarang x € X dan g4, g,, g3 € G,.
i. Karena g,, g, € G, maka g,(x) = x dan g,(x) = x.
Akibatnya (g192)(x) = g4 (92 (x)) =g:1(x) = x.
Jadi g, g, € G, sehingga G, tertutup terhadap operasi biner atas G.
ii. Jelas e(x) = x sehingga e € G,.
Jadi G, mempunyai elemen netral yaitu e.
iii. Ambil sembarang g € G,.
Jika g € G, maka g(x) = x.
Sehingga x = e(x) = (g71g)(x) = g‘l(g(x)) =g (x).
Akibatnya g~ € G,.
Jadi V g € G, terdapat g~! € G, sehingga g 1g = e.
iv. Jelas g1(g295) (%) = g:1k(x) = g1(k(x)) = g,(x) = x dan
(9192)93(x) = 1g3(x) = 1(g(x)) = 1(x) = x.
Jadi g1(9293) (x) = (9192)93(x).
Dari (i) - (iv) disimpulkan G, subg~ G.
Teorema 2.5 Orbit-Penstabil

Jika X adalah G-Set dan x € X maka :
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Vx € X, |Gx|.|G,| = |G| (Teorema Orbit-Penstabil )

6l

< |Gx| Gl
X

Ide utama dari Teorema Orbit-Penstabil adalah, apabila satu elemen pada

. G .
Gx dapat dipetakan tepat satu elemen pada - atau dengan kata lain
X

ditunjukkan pemetaan *: Gx — Gi adalah pemetaan bijektif.

P

Buat pemetaan : Gx — Gi
. 1G]
Misalkan r = ——.
|Gyl

Berdasarkan Teorema 2.4 diperoleh G, adalah suatu subgrup dari G.
Dan berdasarkan Teorema?2.2 juga diperoleh |G, | = |gG,|, Vg € G.
Sehingga

6l ___ lal
1G] 19G, I

Jelas =re |G| =1.|9G,]

|9 Gx|
S |G| = 191Gx| +192Gx| + 1g3Gx| + -+ + 197Gy

Jadi r adalah banyaknya koset kiri G, terhadap G.

Sehingga pemetaannya sekarang menjadi : Gx — Y dengan

Y = {glGx' 920Gy, G3Gy ) Gruys.

Ambil x, € Gx.
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Karena x; € Gx maka terdapat g; € Gsehingga g;x = x;.
Didefinisikan 1 (x; ) sebagai koset kiri g, G, dari Gy, Y (x;) = g1Gy.
Akan ditunjukkan peta 1 terdefinisi dengan baik (well-defined), artinya
g1G, tunggal.
Andaikan gix = x;.
Ditunjukkan g, G, = g1G,.
Jelas g; x = g1x.
Kaena g, € G dan G grup maka terdapat g; ! € G sehingga
g1 x = g1x © g1 (g1x) = g1~ (g1%)
S (g g0x = (g1 g1x
Sex=(g1 g1)x
Sx= (g gDx.
Akibatnya g, "1g] € G,.
Sehingga g, (g:7'91) = (9191791
= (9191”91
=eg:
= g1 € g1Gx-
Karena g; € g,G, maka g,G, = g1G,.
Jadi pemetaan v terdefinisi dengan baik (well-defined).
Buat pemetaan : Gx — Y dengan Y (x;) = g,G,.
Ditunjukkan 1 bijektif.

(1). Ambil sembarang x;,x, € Gx dengan Y (x;) = P (x,).
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Karena x;,x, € Gx maka terdapat g;,g, € G yang memenuhi
X, = g1x dan x, = g,Xx.
Jelas Y(x1) = Y(x2) & g1Gx = g2Gy sehingga g, € g,Gy.
Akibatnya g, = g, g untuk suatu g € G,.
Sehingga x; = g,x = (919)x = g1(gx) = g1x = x;.
Jadi apabila ¥(x;) = ¥ (x,) maka x; = x, sehingga 1 injektif.
(i1). Ambil sembarangy €Y.
Ini berarti y = g;G, untuk suatu g; € G.
Jelas g;x = x; € Gx.
Pilih x = x;.
Diperoleh %(x) = Y(x)) = g;Gy = .
Jadi Vy € g;G, terdapat x € Gx dengan Y(x) =y sehingga P
surjektif.
Dari (i) dan (ii) disimpulkan bahwa 1 pemetaan yang bijektif.

Jadi |Gx| = |Y| e |Gx| =7

|G|
= 16x] = |gGxl
X
|G|
S |Gx| = T
X

2. Diketahui G, = {g € G: g(x) = x}dan F(g) = {x € X: g(x) = x}.
Perhatikan pasangan (g, x) 1igan g(x) = x, dimana banyaknya

pasangan tersebut adalah sebanyak N buah.
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Jelas pasangan (g, x) ditentukan oleh g dan x.
Karena ditentukan oleh g maka untuk setiap g € G terdapat |F(g)|

pasangan. Sehingga

DIF@I=N

geaG
Karena ditentukan juga oleh x, maka untuk setiap x € X terdapat |G,|

pasangan. Sehingga

Y6 =N

X€X
Akibatnya
YIF@I=N =) |G
geaG XEX
Jadi
Y IF@I =) 1G]
geaG xX€EX
Contoh 2.12

Dipunyai X = {1,2,3} dan (G, o) subgrup (S5, 0) dengan G = {«, ¢, 6}.

1.

Untuk x = 1:

Jelas |G1| = |{g(1):g € G}| = |{1,3,2}| =3
1G1] = I{g € G:g(1) = 1}| = [{a}| = 1 dan
|G| = 3.

Sehingga |G1].|G;| =3.1=3: G

Untuk x = 2:
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Jelas  [G2| = [{g(2):9 € G}| = |[{2,1,3}| =3
1G2| = I{g € G:g(2) = 2}| = |{a}| = 1 dan
|G| = 3.

Sehingga |G2|.|G,| = 3.1 = 3 = |G|

Untuk x = 3:

Jelas  |G3| = [{g(3):9 € G}| = |{3,2,1}| =3
1Gs] = {g € G:9(3) = 3}| = [{a}| = 1 dan
|G| = 3.

Sehingga |G3|.|G3;| = 3.1 = 3 = |G|

Jadi Vx € X berlaku |Gx|.|G,| = |G|.

2. ]elaleGxI —1G,| + 16, +1Gs] =1+ 1+1=3 dan

XEX

D IF@)I = IF@] +[F()|+F©®)] =3+0+0=3,

geG
Sehingga ) |G,/ =3 = ) |F(g)l.
xXeX gea
Jadi ) 16, = ) IF(g)L.
xXeX geG

Burnside Lemma sendiri sebenarnya menjelaskan tentang hubungan antara

orbit suatu himpunan dengan grup yang beraksi padanya.

Teorema 2.6 Burnside Lemma
Misal G adalah grup permutasi y¢  beraksi pada X dengan G dan X adalah

hingga. Jika k adalah banyaknya orbit di X pada G, maka:



k161 = ) IF(g)]

geaG

1
Sle=1e ) IF@)

geaG
Bukti:

Dari Teorema 2.5 diketahui Vx € X, |Gx|. |G,| = |G|,

S |Gyl ——lGl
T |Gx]
|G|
= G, | = —_—
Zl xl |Gx|
xeX xXeEX
o led=161y =
o |Gx|
XEX XEX

dan

D16l = IF(o)

xXeX geG

Dari (1) dan (2) diperoleh

PEOE 'G';{ﬁ

geG

SgeclF ()| = 161k & k = =3 4e6lF (9)]

Jadi banyaknya orbit di X terhadap G adalah

1
k=157 D IF (@)

JEG

29
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Contoh 2.13
Dipunyai G = {a, ¢, 8} grup yang beraksi pada X = {1,2,3}.

Jelas |G| = 3 dan

ESIF(Q)I=|F(a)|+|F(S)I+|F(9N

geaG
=34+0+0
= 3.

Jadi banyaknya orbit di X terhadap G adalah

1 1
kz—ZF ==.3=1
o1 2 IF @)1 = 3

J€G
2.1.6 Indeks Siklik
Dalam suatu permutasi, cycle terbentuk dari orbit yang dihasilkan dari

permutasi tersebut. Di dalam cycle urutan sangat diperhatikan, beda halnya
dengan orbit. Sebagai contoh orbit {1,3,4} = orbit {1,4,3} = orbit {3,4,1} dan
seterusnya. Tetapi, untuk cycle (1,3,4) = cycle (3,4,1) = cycle (4,1,3) # cycle
(1,4,3). Definisi cycle sendiri diberikan sebagai berikut.
Definisi 2.10 Cycle

Suatu permutasi ¢ € S,, dinamakan cycle (untai) apabila o paling banyak

mempunyai satu orbit yang memuat elemen lebih dari satu. Panjang cycle

didefinisikan sebagai banyaknya elemen dalam orbit terbesar.

Contoh 2.14

Dipunyaia=(i % g),ﬂ=(; - 3),dan 9=(; 2 3).



31

Orbit dari a adalah {1}, {2}, {3}.
Orbit dari B adalah {1},{3,2}.
Orbit dari 6 adalah {2,3,1}.
Karena a, 8, 8 paling banyak mempunyai satu orbit yang memuat lebih dari
satu elemen maka a, 8, 8 merupakan cycle. Disimbolkan @ = (1), 8 = (3,2),
dan 6 = (2,3,1). Sedangkan panjang cycle @ = 1, panjang cycle 8 = 2, dan
panjang cycle 8 = 3.
Dua buah cycle dinamakan saling asing apabila berasal dari dua orbit yang saling
asing.
Teorema 2.7
Setiap permutasi ¢ dari himpunan berhingga dapat dinyatakan sebagai hasil
kali cycle yang saling asing.
Bukti:
Misalkan 04, 0,, O3, ..., O, adalah orbit-orbit dari o.
Jelas 0; N O0; = @ apabilai # j.

o(x)apabila xe0;

Dibentuk cycle p;, i = 1,2, ..., 7 dengan p; (x) = {, apabila x¢0;

Ditunjukkan o = iy ... Uy
Ambil sebarang x € X = {1,2,3,..,n}.
Misal x € O untuk tepat satu nilai .
Diperoleh (uyptz . ) () = (e thz e fic—1ticbics1 - By ) (X)
= U1fty - thge—1 (1 (X))
= 2 e .Uk—1(0'(x))

= o(x).
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Jadi o = puypy ... .
Karena 04, 0,, ..., O, saling asing maka pq, i, ..., it merupakan cycle yang
saling asing.

Telah dijelaskan bahwa suatu permutasi dapat disajikan dalam bentuk
hasil kali cycle yang saling asing. Cycle-cycle yang terbentuk ini pastilah
mempunyai panjang. Ada yang panjangnya sama dan ada juga yang berbeda.
Sehingga hasil kali cycle yang saling asing dari suatu permutasi dapat
dikelompokkan berdasarkan panjangnya.

Definisi 2.11 Tipe Untai dan Bobot
Diberikan penyajian untai (cycle) dari f (permutasi suatu himpunan dengan
banyak anggota n) yang memuat sebanyak a; untai dengan panjang 1,
sebanyak a, untai dengan panjang 2, sebanyak a; untai dengan panjang 3
,.-., sebanyak a; untai dengan panjang i dan i = 1,2,3,4,...,n , maka tipe untai
f disimbolkan dengan vektor [a,, a,, as, ..., a,] dan bobot f adalah bilangan
bulat positif W = 1412%23% | n%n,

Contoh 2.15

513

Dipunyai € = (
Jelas cycle € = (3,2,1). Sehinggaa; = 0,a, =0,a; = 1.
Jadi tipe untai € = [a,,a,, a3] =[0,0,1], dan bobot &= 1912%3% =
102031 = 3,

Dari definisi 2.11 akan berakibr* ~~unculnya definisi sebagai berikut.

Definisi 2.12 Indeks Siklik
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Diberikan G adalah grup permutasi dengan order m dari suatu himpunan yang
banyak anggotanya n dan g € G bertipe untai [aq,a,,as, ..., a,]. Indeks
an

siklik g didefinisikan sebagai: Z(g; xq, X5, X3, «.., Xp) = X1 M1x,%2x3% ... x,

dan indeks siklik grup G didefinisikan:

1
Z(G; g; X1, X5, ey Xpp) = Ez Z(g; X1, X2, ey Xp)
geaG

Contoh 2.16

Dipunyai G = {a, €, 0} grup permutasi dari himpunan X = {1,2,3}.

Jelas a = (1 ; g) Cycle a = (1)(2)(3) dengan a; = 3,a, = 0,a; = 0.

Tipe untai @ = [300] dan bobot & = 13 =1

1 2 3
&= (3 1 2) . Cycle e = (3,2,1) dengan a; = 0,a, = 0,a; = 1.

Tipe untai ¢ = [001] dan bobot @ = 3! =3

1 2 3
0= (2 3 1)' Cycle 6 = (2,3,1) dengan a; = 0,a, =0,a; = 1.

Tipe untai # = [001] dan bobot § = 3 = 3
Sehingga Indeks siklik a: Z(a; x4, x5, X3) = x5,

Indeks siklik €: Z(&; x4, x5, X3) = x31, dan

Indeks siklik 8: Z(0; x4, x5, x3) = x31.

Jadi indeks siklik G: Z(G; xy, %, %3) = 5 (%1% + 2x3).

2.1.7 Persediaan Pola
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Misalnya diberikan tiga simpul yang membentuk sebuah segitiga sama
sisi. Simpul-simpul dalam segitiga tersebut akan diberi warna merah dan biru.
Segitiga-segitiga yang berbeda yang terbentuk yaitu segitiga dengan titik
berwarna merah semua, segitiga dengan titik berwarna dua merah dan satu biru,
segitiga dengan titik berwarna dua biru dan satu merah, dan segitiga dengan titik
berwarna biru semua. Sehingga banyaknya segitiga yang berbeda ada empat.
Untuk memudahkan dalam menentukan hal semacam itu diberikan definisi-
definisi berikut.

Definisi 2.13 Pewarnaan
Fungsi f dari himpunan berhingga X ke himpunan Y disebut pewarnaan X.
Himpunan berhingga Y disebut warna, sedangkan himpunan semua jenis
pewarnaan X terhadap warna Y disebut himpunan C. Dua pewarnaan f,g € C
disebut ekivalen (tak dapat dibedakan) terhadap grup G, grup permutasi di X
jika 3w € G sehingga f(x) = g(mw(x)) untuk Vx € X.

Contoh 2.17
Dipunyai X ={1,2,3}, Y ={a,b} dan G = {a,B,y,0,¢& 0} grup permutasi
dari X . Banyaknya pewarnaan X sama dengan banyaknya fungsi dari X ke Y,

yaitu |Y|¥! = 23 = 8. Jenis-jenis pewarnaan X:

firl—a forl—>a fzil—>a farl—>b
2->a 2->a 2-0Db 2->a
3->a 3-b 3->a 3->a

fs:1-b fe:1—-b fril->a fe:1-b
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2-Db 2->a 2-Db 2-Db
3-a 3-b 3-b 3-b
Jelas Y = {a, b} disebut warna-nya dan salah satu pewarnaan X adalah f;.
Himpunan semua jenis pewarnaan X terhadap warna Y adalah
C={ffofafufs fo 7. fa}
Akan ditunjukkan f, dan f; pewarnaan yang ekivalen.
Jelas f,,, fs € C
Untuk x = 1 diperoleh
fz(ﬁ(l)) =f,(1) =a=f3(1)
Untuk x = 2 diperoleh
£(B@) =£B)=b=f2)
Untuk x = 3 diperoleh
fz(ﬁ(3)) =f(2)=a=f3(3)
Jadi karena Vx € X,3f € G sehingga fz(ﬁ(x)) = f3(x) maka f,,f;
merupakan pewarnaan yang ekivalen.
Definisi 2.14 Pola
Kelas-kelas ekivalen yang mempartisi himpunan C dengan relasi tak dapat
dibedakan disebut pola-pola di C terhadap grup G.
Contoh 2.18
Perhatikan contoh 2.17. Dipunyai X = {1,2,3}, Y = {a, b}, dan
G ={a,B,y,0,¢ 60} grup permutasi dari X.

Jelas C = {f1, f2, f3, far f5: for [, f3-

Untuk setiap m € G pola-pola di C -~*tu:
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(1). Pola Pertama (P;)
Jelas f,(B(1) = £,(1) = a = f3(1)
£(8(2) = (3) =b = f3(2)
£(B(3) = £(2) =a = f(3)
Karena 38 € G sehingga f,(B(x)) = f3(x) maka f, f; merupakan
pewarnaan yang ekivalen.
Jelas f3(0(1)) = £5(2) = b = fo(1)
fs(e@) = (1) = a = fi(2)
f:(6(3) = s3) = a = £,(3)
Karena 30 € G sehingga f3(0(x)) = f,(x) maka fs, f, merupakan
pewarnaan yang ekivalen.
Jelas f(e(1) = ,(3) = b = fo,(1)
f(e@) = L) =a = £,(2)
f2(e3) = £(2) = a = £,(3)
Karena 3¢ € G sehingga f3(m(x)) = fy(x) maka f;, f, merupakan

pewarnaan yang ekivalen.

Sehingga f,, f3, f4 adalah pewarnaaan yang ekivalen.

Jadi Py = {f5, f3, fa}.

(2). Pola Kedua (P,)

Dengan cara yang sama untuk setiap x € X diperoleh
fs(B()) = fo(x) fe(e () = f>(x)
fs(e(0)) = f7(x)
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Sehingga fs, f¢, f7 adalah pewarnaaan yang ekivalen.
Jadi P, = {fs, fe, f7}-
(3). Pola Ketiga (P3)
Untuk setiap x € X diperoleh
f1(a(x)) = f1(x).
Jadi P; = {f;}.
(4). Pola Keempat (P,)
Untuk setiap x € X diperoleh
fi(a@) = £, ().
Jadi P, = {f,}.
Jadi pola-pola di himpunan C yang terbentuk adalah P; = {f5, f5, f4},

P, = {fs;fs;f7}, Py = {f1}, dan P, = {f4}-

X Y \\\ ffi(6:f7,/’,

G grup permutasi di X

Gambar 2.1 Pola-pola di €

Definisi 2.15 Persediaan Pola (Pattern Inventory/Pl)
Misalkan fungsi bobot w memetakan himpunan Y ke sebuah himpunan
r warna, {w(y;), w(y,), w(ys3), ..., w(y,.)}. Persediaan pola C terhadap grup

G adalah:

PI(G;w(y), w(¥2), .., w(y) = Z K(ny,ng, ., n) wyD) " w(y)]™ . [w()]™

ny+ny..+ny=n
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K(nq,ny,ns,...,n,.) adalah koefisien yang menyatakan banyaknya
pewarnaan yang dapat dibedakan (banyak pola) sehingga warna w(y;)
bersesuaian dengan n,; anggota, w(y,) bersesuaian dengan n, anggota,...,
dan w(y,) bersesuaian dengan n, anggota.

Contoh 2.19
Dari contoh 2.18 pola-pola di C terhadap grup G yaitu {f5, f5, 2}, {fs, fo, f7},
{f1}, dan {f,}. Misalkan fungsi w memetakan himpunan Y = {a, b} ke dua
warna sehingga w(a) = R (Red), w(b) = B (Blue) dan G = {a,B,7,¢,0,6}
adalah grup permutasi di X. Persediaan pola di C terhadap grup G sebagai
berikut.
Jelas terdapat 4 kemungkinan nilai (n4,n,): (3,0), (2,1), (1,2), (0,3).

Sehingga

PIGW@w®) = ) Ku,m)w@]™ [wb)]"™

ni+ny,=n

& PI(H;R,B) = K(3,0)R® + K(1,2)R%B + K(2,1)RB? + K(0,3)B3

Pola-pola di C terhadap grup G yaitu:

(D. Py = {fz'f3'f4}

Jelas
w w w
foil->a-w(@ =R fsg:1->a-w()=R f:1->b->w(b) =B
w w w
2->a-w(a)=R 2->b->wl)=B 2->a-w(a)=R
w w w
3-b->w(b)=B 3->a-w(a)=R 3-a->w(a)=R
Jadi pola P; = {f5, f3, 4} akan dibawa kewarna dua merah satu biru R?B

2. P, = {fs'fe;f7}
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Jelas
filobowb) =B fi:1->bowb)=B f:1-a>wa)=R
2—>bzw(b)=B 2—>az>w(a)=R 2—>bzw(b)=B
w w w
3-a->w(a)=R 3-b->w()=B 3-b->w(b)=B

Jadi pola P, = {fs, f5, f>} akan dibawa kewarna dua biru satu merah RB?

P; = {f1:}

Jelas
f1:1—>av—v>w(a)=R
2—>av—v>w(a)=R
w
3->a->w(a)=R

Jadi pola P; = {f;} akan dibawa kewarna merah semua R3

P4- ={f8!}

Jelas
f8:1—>bz>w(b) =B
25 b>wb) =B

w
3-b->w()=B

Jadi pola P, = {f3} akan dibawa kewarna biru semua B3

Sehingga PI(G; R,B) = 1R3 + 1R?B + 1RB? + 1B3.

Berdasarkan definisi 2.14 dan definisi 2.15 di atas dapat dengan mudah

menentukan banyaknya pola suatu himpunan terhadap suatu grup.

2.1.8

Isomorfisma Grup
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Dalam aljabar abstrak, dua buah grup dikatakan isomorfisma grup jika
terdapat homomorfisma yang bersifat bijektif. Pengertian homomorfisma sendiri
diberikan pada definisi 2.16. Dua buah grup G dan H dikatakan isomorfis jika G
mempunyai struktur yang identik dengan H, yaitu G dan H mempunyai sifat atau
struktur yang dapat dikatakan sama/mirip/identik.

Teorema 2.8 ' Permutasi dan G’ Grup
Diberikan C = {f|f:X - Y} dan XY adalah himpunan berhingga, juga
diketahui bahwa G adalah grup permutasi yang beraksi pada X. Untuk tiap
7 € G didefinisikan pemetaan " dari C ke C dengan sifat:
' (f(x)) = f(n(x)) untuk Vx € X dan Vf € C, maka berlaku bahwa:
1. 7" adalah permutasi di C.

2. G' = {n':m € G} adalah grup

Bukti:

1. Buat pemetaan ": C — Cdengan n’(f(x)) = f(n(x)), v € G.

Akan ditunjukkan 7’ bijektif.

Ambil sebarang x € X dan f € C.

().  Ambil sebarang f; (x), f(x) € C dengan 7' (f,(x)) = ' (f,(x) ).
Karena 7' (f,(x)) = ' (f,(x)) maka f;(z(x)) = fo(m(x)).

1

Dan karena mw € G dan G grup maka terdapat m~ -, sehingga

(@) (@) = Rt @)@ ()
sfi(r(@r @) = f(r(x@))
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& fi((erH(x)) = fo((erH)(x))
(:Pfl(e(x)) = fz(e(x))
© f1(x) = f2(x)

Jadi  Vfi(x),fob(x)€EC  dengan 7' (fi(x)) =7'(fo(x))
mengakibatkan f; (x) = f,(x), sechingga " injektif.
Ambil sembarang y € C.
Jelas y = fo(x).
Ini berarti fy(x) = f;, (e (x))

= fo((er™) (%))

= fo (ﬂ(n‘l(x)))

=m'(fo(m™*(x)))
Karena 7~ € G dan G adalah grup permutasi yang beraksi pada X
maka 7~ 1(x) € X.
Sehingga f, (771 (x)) € C.
Pilih x4 = fo(m71(x)).
Akibatnya ' (xo) = ' (fo (m™1(x)))

= fo(x).

Jadi Vy € C terdapat x, € C sehingga '(x,) = y.

Akibatnya 7' surjektif.

Dari (i) dan (ii) disimpulkan 7' bijektif

Jadi m' adalah permutasi di C.



42

2. Dipunyai G' = {n":m € G}.
Untuk membuktikan G’ grup, cukup ditunjukkan G’ tertutup terhadap
operasi yang dikenai pada G, yaitu operasi komposisi.
Jelas untuk setiap ,, T, € G mengakibatkan terdapat 'y, ', € G'.
Akibatnya V7,7, € G juga mengakibatkan terdapat 7'y, € G'.
Jelas (y7,)' (f(x)) = f((mym2) (%))
= f (1 (m2(x)))
=11 (f (2 (x)))
="y (' (f (%))
= (m'n'y)(f(x)), Vf € Cdanx € X.
Ini berarti 7'y t’, = (m;1,)" € G'.
Jadi sifat tertutup pada G’ terpenuhi.
Jadi G' = {n": € G} grup.
Contoh 2.20
Dipunyai C = {a, B,v,¢,0,0}, X = {1,2,3}, dan Y = {1,2,3}.
G = {a, &, 8} adalah grup permutasi yang beraksi pada X. Untuk tiap
7 € G didefinisikan pemetaan 7'dari C ke C dengan sifat
n’(f(x)) = f(m(x)) untuk Vx € X dan Vf € C.
Akan ditunjukkan 7’ adalah permutasi di C dan G’ = {n": w € G} adalah grup.
Ambil sembarang x € X dan f € C.
Untuk m = a:

e Jika f = @ maka n’(a(x)) = a(a(x)).



Sehingga Vx € X diperoleh
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' (a(1)) = a(a(); ©'(@(2) = a(a2)); n'(a(3)) = a(a(3)

or'(l) =a(l) on'(2) =a(2)

orn'(l)=1 on'(2)=2
Jadin' = «a.

Jika f = B maka ' (B(x)) = B(a(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh '(1) = 1; n'(3) = 3; ©'(2) = 2.

Jadit' = «a.

Jika f = & maka n’(s(x)) = g(a(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh 7' (3) = 3;
Jadin' = a.

Jika f = y maka n’(y(x)) = y(a(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh ' (3) = 3;
Jadin' = «a.

Jika f = o maka n’(a(x)) = o(a(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh ' (2) = 2;
Jadin' = a.

Jika f = 6 maka ﬂ’(@(x)) = 0(a(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh ' (2) = 2;

Jadit' = «a.

o nn'(3) =a3)

on'(3)=3

n'(1)=1;

n'(2) =2;

n'(1) =1;

n'(3) = 3;

n'(2) = 2.
n'(1) =1.
n'(3) = 3.
n'(1) =1.



Untuk m = &:

e Jika f = @ maka n’(a(x)) = a(e(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh ' (1) = 3;

Jadiw' = e.

o Jika f = f makan'(B(x)) = B(e(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh '(1) = 2;
Jadim’' = 6.

e Jika f = &£ maka n’(s(x)) = g(e(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh 7' (3) = 2;
Jadin' = e.

e Jika f =y maka n’(y(x)) = y(e(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh ' (3) = 1;
Jadim’' = 6.

e Jika f = 0 maka n’(a(x)) = o(e(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh ' (2) = 3;
Jadim' = 6.

e Jika f = 6 maka ﬂ'(@(x)) = 0(e(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh ' (2) = 1;

Jadiw' = e.

n'(2)=1;

n'(3) =1;

n'(1) =3;

n'(2) =3;

n'(1) = 2;

'(3) = 2;

n'(3) = 2.
n'(2) = 3.
n'(2) =1.
n'(1) = 2.
n'(3) = 1.
n'(1) = 3.
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Untuk T = 6:

e Jika f = @ maka n’(a(x)) = a(f(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh (1) = 2; n'(2) =3; n'(3) = 1.
Jadim' = 6.

o Jika f = p makan' (B(x)) = B(O(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh ' (1) = 3; n'(3) = 2; n'(2) = 1.
Jadim' = e.

e Jika f = &£ maka n’(s(x)) = e(6(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh 7' (3) = 1; n'(1) = 2; n'(2) = 3.
Jadim' = 6.

e Jika f =y maka n’(y(x)) =y(0(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh ' (3) = 2; n'(2) = 1; n'(1) = 3.
Jadim' = e.

e Jika f = 0 maka n’(a(x)) =g(6(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh 7' (2) = 1; n'(1) = 3; n'(3) = 2.
Jadinm' = e.

e Jika f = 6 maka ﬂ'(@(x)) =0(6(x)).

Sehingga Vx € X diperoleh 7' (2) =3; n'(3) = 1; n'(1) = 2.
Jadin' = 6

Jelas nilai-niai 7’ adalah @, €, 8 yang merupakan permutasi-permutasi di C.

45
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Jadi " adalah permutasi di C.
Dipunyai ¢’ = {n": 7 € G}.
Jelas G' = {a,5,0} ={a',',0'} =G.
Karena G = G' dan G grup maka G’ juga merupakan grup.
Jadi G' = {n": 7 € G} adalah grup.

Definisi 2.16 Isomorfisma grup
Misalkan G dan G’ grup. Pemetaan ¢:G — G’ dinamakan homomorfisma
grup apabila @ (ab) = ¢(a)@(b) untuk setiap a, b € G.
Misalkan ¢:G — G' homomorfisma. ¢ dinamakan isomorfisma apabila ¢
bijektif.

Contoh 2.21
Dipunyai grup (Z, +) dan (2Z, +). Didefinisikan pemetaan a:Z — 27 dengan
a(n) = 2n untuk setiap n € Z.
Akan ditunjukkan ¢ homomorfisma.
Ambil sebamrang a, b € Z.
ala+b) =2(a+b) =2a+2b =a(a) + a(b).
Sehingga untuk setiap a, b € Z berlaku a(a + b) = a(a) + a(b).
Jadi a merupakan homomorfisma.
Akan ditunjukkan a isomorfisma.
Dipunyai ¢ homomorfisma.
i. Ambil sebarang x,y € Z dengan (x) = a(y) .

Jelas a(x) = a(y) & 2x = 2y

ex=y.
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Jadi Vx,y € Z dengan a(x) = a(y) berakibat x = y, schingga « injektif.
ii. Ambil sebarang y € 27Z.

Jelas y = 2x, untuk suatu x, € Z.

Pilih x = x,.

Diperoleh a(x) = a(x,) = 2x, = y.

Jadi Vy € 27 terdapat x, € Z dengan a(x) = y, schingga « surjektif.

Dari (i) dan (ii) disimpulkan a bijektif.
Jadi a:Z — 27 adalah isomorfisma grup.

Teorema Polya sebenarnya merupakan pengembangan dari definisi
persediaan pola. Kalau dalam definisi persediaan pola sulit untuk menentukan
banyaknya pola untuk jenis tertentu. Tetapi dengan Teorema Polya selain dapat
dengan mudah menentukan banyaknya pola secara keseluruhan, dapat juga
menentukan banyaknya pola untuk masing-masing jenis yang terbentuk. Seperti
contoh 2.19, dengan menggunakan Teorema Polya dapat dengan mudah
ditentukan banyaknya pola segitiga yang terbentuk dengan warna tertentu.

2.1.9 Teorema Polya | dan Pembuktiannya

Teorema Polya |
Diberikan C = {f|f:X - Y} dengan |[X|=n>2 dan |Y|=r. Jika G
merupakan grup permutasi yang beraksi pada X dengan indeks siklik
Z(G; xq,x5,X3,...,X,) maka banyaknya pola di C terhadap G adalah

Z(G;r,7,71,..0,T).
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Bukti:
Pola-pola di C terhadap grup G (yang beraksi pada himpunan X) adalah orbit
yang berbeda di C terhadap G. Berdasarkan isomorfisma grup Definisi 2.16,
akan menghasilkan orbit-orbit di C terhadap G’. Sedangkan banyaknya pola-
pola yang terjadi di C’ terhadap G’ diberikan oleh Teorema 2.6 (Burnside

Lemma) yaitu:

dengan F(n") ={f e C:c'(f) = f}

Karena 7'(f) = f jika dan hanya jika f(m(x)) = f(x) untuk Vx € X dan
karena |G| = |G'| sebagai akibat Definisi 2.16 maka bentuk (*) yang
memuat himpunan C dan grup G’ dapat dibawa ke bentuk himpunan X dan

grup G yang beraksi padanya, yaitu :

1
k= EZV € C:f(rn(x) = ()| untuk Vx € X ........ (+%)

TEG

Jika f(m(x)) = f(x) dan jika (x; x5 x5 X4 ... xj) adalah satu untai permutasi
m € G, maka f(m(x1)) = f(x1) & f(x2) = f(x1)
f@(xz)) = fxz) & f(x3) = f(x2)

f(r(xj-1) = f(xj-1) © f(x;) = f(xj-1).

Sehingga f(x;) = f(x,) = f(x3) = - = f(x)).
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Dengan kata lain / mempunyai nilai konstan untuk tiap untai mw dan jika
(x x¢ ... x,, ) adalah untai yang memuat sembarang x € X maka f(mw(x) =
fGe) == fxw).

Jadi jumlah ruas kanan dari persamaan (**) hanyalah banyaknya cara
pewarnaan X dengan r > 2 warna. Sehingga elemen-elemen dalam untai
yang sama dari permutasi m akan diberi warna yang sama. Jika m bertipe
la; a, a3 a4 ...a,], maka banyaknya cara pewarnaannya adalah:
rditaztast+an Ipj diperoleh dari banyaknya anggota f(m(x)) sebanyak r
buah dan banyaknya anggota m(x) sebanyak a, +a, + -+ a, buah,
sehingga banyaknya pemetaan dari m(x) ke f(m(x)) adalah sebanyak

n(f (r(x)))nm®) = par+aztas+-+an Jadi persamaan (**) menjadi:

k = %2 raitaztazt-+an — %Z r@19Q24a3  4-an

TEG TEG
1
k = mz Z(m;r,r,1,...,1) = Z(G;1,7,7, ..., T) (Santosa 2003)
TEG

2.1.10 Teorema Polya Il dan Pembuktiannya
Teorema Polya Il
Persediaan pola warna, PI(G;w(y.),w(y2),w(y3),..,w(y,.)) adalah
merupakan indeks siklik dari Z(G; x4, x5, X3, ..., x,) pada
x; = wO)I' + WOl + w@s)l+.. +w ()] dengani = 1,2, .., n.
Bukti:
Penurunan rumus untuk Teorema Polya II menggunakan Teorema Burnside-

Frobenius juga, dan hampir sama dengan Teorema Polya I. Pada intinya
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fungsi bobot w(f) memiliki sifat konstan yang diperlukan oleh Teorema 2.6

(Burnside Lemma) untuk orbit-orbit C terhadap permutasi dari grup G .

Jelas k = 1 Z |F ("]

|G | TIEG!
sehingga
1 !
PI(G; w(yy), w(yy), w(ys), ...,W(yr)) = ] Z wr@) (@)
nreag’
dimana
wi)= Y w(f)
feF(m")

Dari bentuk C dan G’ dikembalikan ke bentuk X dan G, sehingga:

|

1
Pl=rm ) 4 ) DGO ] DGl e ®)
neG | fec:f(n(x))=f(x)
Vx

Jumlahan pada persamaan (b) dapat diambil atas seluruh fungsi f(x) yang
konstan atas tiap untai w. Misalkan 7 bertipe [a, a, a; a, ...a,] dan

didefinisikan multinomial w(y;) sebagail g, faktor

— — —

Q=[why)'+wy)' + - +w@)' . wOD +wi)t + -+ w(y)']
a, faktor

— — —

X [w)? +w)? + -+ w®)?] . wi)? + wy)? + -+ w(,)?]

a; faktor

A
-~ N

X w)® +w(@2)® + -+ wO)®l . wh)® + w2)® + - + w(r)®]
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a,, faktor

A
-~ N

X[wy)" +wy)™ + -+ wl)"] . wh)" +wy)" + -+ w(y)"]

Ekspansi Q memuat r%1tdztdst+an

bentuk, yang jumlahnya juga
merupakan fungsi f(x) yang konstan atas tiap untai 7. Selanjutnya dapat
ditunjukkan bahwa bentuk-bentuk dalam ekspansi tersebut sama dengan
bobot w dari fungsi f(x). Misalkan bahwa untai dalam penyajian =
mempunyai korespondensi satu-satu dengan faktor-faktor dari (1, dengan cara
yang biasa: untai dengan panjang 1 berkorespondensi dengan a,faktor
pertama, untai dengan panjang 2 dengan a, faktor kedua, dan seterusnya.
Jika f(x) memetakan untai dengan panjang j yang diketahui (sebut saja
hinpunan T) di dalam y,, maka w(y,)’ = [Ier w(f(x)). Bentuk ekspansi
seluruhnya diberikan dengan perkalian semua untai yang akan sama dengan
[Iyleer w(f(x)) dimana U adalah semua untai 7. Tapi untai-untai ini
mempunyai pengaruh pada partisi di X, sehingga ekspansinya hanya
[Teex w(f(x)) = v/ (f). Akhirnya telah dibuktikan bahwa seluruh jumlahan
pada persamaan (b) mempunyai nilai yang sama dengan (), jelas terlihat
bahwa:

O =Z(m; xq,X3,X3, ) X))

dengan x; = [w(yD]" + W) + W) + -+ + [wO)]*

untuk i = 1,2,3,...,n
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2.2 Teori Graf

Secara kasar, graf adalah suatu diagram yang memuat informasi tertentu
jika diinterpretasikan secara tepat. Dalam kehidupan sehari-hari, graf digunakan
untuk menggambarkan berbagai macam struktur yang ada. Tujuannya adalah
sebagai visualisasi objek-objek agar lebih mudah dimengerti. Beberapa contoh
graf yang sering dijumpai dalam kehidupan sehari-hari antara lain: struktur
organisasi, bagan alir pengambilan mata kuliah, peta, rangkaian listrik, dan lain-
lain.

Tiap-tiap diagram memuat sekumpulan objek (kotak, simpul, dan lain-
lain) beserta sisi-sisi yang menghubungkan objek-objek tersebut. Sisi bisa berarah
maupun tidak berarah. Sisi yang berarah biasanya digunakan untuk menyatakan
hubungan yang mementingkan urutan antar objek-objek. Urut-urutan objek akan
mempunyai arti yang lain jika arah sisi diubah. Sebagai contoh adalah sisi

komando yang menghubungkan simpul-simpul struktur sebuah organisasi.

Ketua

Wakil 1 Wakil 11

A 4 A 4 A 4 A 4 A 4

Sie Dana Sie Konsumsi Sie Acara Sekretariat Sie Keamanan

Gambar 2.2 struktur organisasi
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Sebaliknya, sisi yang tidak berarah digunakan untuk menyatakan
hubungan antar objek-objek yang tidak mementingkan urutan. Sebagai contoh

adalah sisi untuk menyatakan jarak hubungan dua kota.

B
A 200
5 100
75
180
D 60
c E

Gambar 2.3 graf jarak antar kota
Jarak dari kota A ke kota B sejauh 200 km akan sama dengan jarak dari kota B ke
kota A. Apabila jarak dua tempat tidak sama jika dibalik (misalnya karena harus
melalui jalan memutar), maka sisi yang digunakan haruslah sisi yang berarah
2.2.1 Konsep Dasar pada Teori Graf
Definisi 2.17
Sebuah graf linear (atau yang secara sederhana disebut graf) G = (V,E)
disajikan dalam sebuah sistem yang terdiri atas suatu himpunan objek
V ={v,,v,,v3 ...} yang disebut himpunan simpul, dan sebuah koleksi
E = {ey, e,, e5, ... } yang merupakan koleksi sisi sedemikian sehingga tiap sisi
e, merupakan suatu pasangan tak terurut (v;v;). Simpul v;v; yang
berkaitan dengan e, disebut simpul-simpul ujung sisi e (Sutarno 2005: 66).
Kadang-kadang suatu graf dinyatakan dengan gambar. Gambar suatu graf G
terdiri dari himpunan simpul-simpul V(G), himpunan sisi-sisi E(G) yang

menghubungkan simpul-simpul tersebut (beserta arah sisi pada graf berarah),
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dan label pada sisinya (jika ada). Panjang sisi, kelengkungan sisi, dan letak
simpul tidak berpengaruh dalam suatu graf (Siang 2003).
Dalam gambar tersebut, simpul-simpul dinyatakan sebagai titik (nodes) dan

tiap sisi dinyatakan sebagai kurva yang menghubungkan tiap dua simpul.

(Sutarno 2005)
Contoh 2.22 B
el
/ )
A
e3 . c
e4
)
Gambar 2.4 graf G

Pada contoh di atas graf G terdiri dari himpunan simpul V = {4, B, C,D} dan
himpunan sisi E = {e;, €5, e3,e,} dimana e, = (B,C) = (C,B),
e1 =(A,B) =(B,A),e3=(B,D)=(D,B),e, =(A4,D) = (D,A).
Contoh 2.23
Ada tujuh kota (A,...,G) yang beberapa diantaranya dapat dihubungkan
secara langsung dengan jalan darat. Hubungan-hubungan langsung yang
dapat dilakukan adalah sebagai berikut:
A dengan B dan D C dengan B
B dengan D E dengan F
Misalkan kota-kota dianggap sebagai simpul-simpul. Dua simpul/kota

dihubungkan dengan sisi bila dan hanya bila ada jalan yang menghubungkan
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langsung kedua kota tersebut. Dengan demikian, keadaan transportasi di 7

kota dapat dinyatakan dalam sebuah graf, yaitu:

el

/ e2

A O\ A CNe ed Q

4 N ©
D F
Gambar 2.5 graf transportasi antar kota

Dalam graf tersebut el berhubungan dengan simpul A dan B (keduanya
disebut simpul ujung el). Simpul A dan B dikatakan berhubungan,
sedangkan simpul A dan C tidak berhubungan karena tidak ada sisi yang
menghubungkannya secara langsung.
Simpul G adalah simpul terasing karena tidak ada sisi yang berhubungan
dengan G. Dalam implementasinya, kota G merupakan kota terasing kerena
tidak dapat dikunjungi dari kota-kota lain dengan jalan darat.

Definisi 2.18
Sisi yang hanya berhubungan dengan satu simpul ujung disebut loop. Dua
sisi berbeda yang menghubungkan simpul yang sama disebut sisi paralel.

Contoh 2.24

A
Gambar 2.6 graf dengan loop dan sisi parallel
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Definisi 2.19
Jika sisi e = (u,v) =uv € E(G) dengan u,v €V(G) maka sisi e
menghubungkan simpul u dan v, simpul u bertetangga (adjacent) dengan
simpul v atau sebaliknya, sisi e dikatakan terkait (incident) dengan simpul u
dan v. Sedangkan sebuah simpul yang tidak memiliki sisi yang menempel

terhadap simpul tersebut disebut simpul terisolasi.

Contoh 2.25

e2

A
Gambar 2.7 graf dengan simpul bertetangga dan simpul

terisolasi

Simpul B bertetangga (adjacenf) dengan simpul C, sebaliknya sisi el
dikatakan terkait (incident) dengan simpul B dan C. Dan simpul D disebut
simpul terisolasi.

Definisi 2.20
Jumlah atau banyaknya sisi yang menempel dengan suatu simpul v; (loop
dihitung dua kali) disebut derajat (degree) dari simpul tersebut. Dinotasikan
d(v;).

Contoh 2.26
Perhatikan Contoh 2.25 Derajat simpul B:d(B) = 2.

Definisi 2.21

Graf yang hanya mempunyai simpul disebut graf kosong.
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Contoh 2.27

B o
Q
A

Gambar 2.8 graf kosong
Suatu graf jika semua sisinya berarah maka graf-nya disebut graf berarah
(directed graph, atau sering disebut digraph). Dan jika suatu graf semua

sisinya tidak berarah, maka graf-nya disebut graf tidak berarah (undirected

graph).
Contoh 2.28
B I
el eg
e2 / e7
A F
e3 ¢ eb @ H
ed e5
D G
Graf Berarah Graf Tak Berarah
Gambar 2.9

2.2.2 Penyajian Graf dengan Matriks Ketetanggaan

Selain dapat disajikan dengan himpunan simpul dan sisi, sebuah graf juga
dapat disajikan dalam bentuk matriks.
Definisi 2.22

Misal G adalah graf dengan n simpul. Matriks ketetanggaan dari graf G

adalah matriks bujursangkar (persegi) berordo n, A(G) = (ai]-), dengan
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elemen a;; menyatakan banyaknya sisi yang menghubungkan simpul ke-i
dan simpul ke-j.
Contoh 2.29

Perhatikan gambar 2.9 di bawabh ini.

Q E
C D

Gambar 2.10: Graf H

Matriks ketetanggaan graf H yaitu:

X(G)

Il
moaa o
O R RRE R
cCooOoO R
OoONOO -
SO NO -
O O OO O

2.2.3 Jenis — Jenis Graf

Definisi 2.23
Graf Sederhana (Simple Graph) adalah graf yang tidak mempunyai loop
ataupun sisi ganda

Contoh 2.30

A
Gambar 2.11 graf sederhana
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Definisi 2.24
G disebut graf berhingga atau graf terhingga apabila
G = (V,E) dengan V dan E hingga

Contoh 2.31

A B
Gambar 2.12 graf berhingga

Definisi 2.25
Graf Lengkap (Complete Graph) dengan n simpul (simbol K,) adalah graf
sederhana dengan n simpul, dimana setiap dua simpul berbeda dihubungkan
dengan suatu sisi.

Contoh 2.32

Gambar 2.13 graf lengkap K5
Lemma 2.1 (Lemma Jabat Tangan)

Untuk setiap graf G dengan n simpul dan m sisi berlaku

> d®) = 21E©)
veV(G)

Atau

; d(v;) =2m



60

Contoh 2.33

Perhatikan graf di bawah ini.

D C

A B
Gambar 2.14 graf dengan 3 simpul dan 6 sisi

Jumlah semua  derajat simpul pada graf di atas adalah
n

Z d(v,) = 2.6 = 12

i=1

Teorema 2.9

Banyaknya sisi dalam suatu graf lengkap dengan n simpul adalah nn1)

buah.

Bukti:
Jelas untuk setiap simpul pada suatu graf lengkap memiliki derajat masing-
masing d(v) =n — 1,V v € V(K,).

Sehingga jumlah derajat graf legkap tersebut adalah:

dlv) =n(n-1)

veEV (Kp)

Bedasarkan Lemma Jabat Tangan kita juga ketahui

d(v) = 2|E(G)]
veV(G)

Sehingga



61

ZvEV(Kn) d(v)

2|E(Ky)| = Z d(v) & |E(K,)| = ;

veV (Ky)

nn—1)

& [EK)] = ——

n(n-1)

Jadi banyaknya sisi dalam suatu graf lengkap dengan n simpul adalah

buah.
Contoh 2.34
Perhatikan Contoh 2.31 di atas.
Jelas pada contoh di atas merupakan graf lengkap yang mempunyai lima

simpul. Sehingga banyak sisi pada graf tersebut adalah

nn-t) _ 367D _ 10 sisi
2 2 ’

Definisi 2.26
Multigraf adalah suatu graf di mana sisi rangkap diperbolehkan ada tetapi sisi
loop tidak diperbolehkan ada dalam graf tersebut.

Contoh 2.35

Gambar 2.15 Multigraf
Definisi 2.27
Suatu graf G disebut Graf Bipartisi apabila V(G) merupakan gabungan dari
dua himpunan tak kosong V/; dan V, yang saling asing, dan setiap sisi dalam

G menghubungkan suatu simpul dalam V; dengan simpul dalam V.
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Apabila dalam graf bipartisi setiap simpul dalam V; berhubungan dengan
setiap simpul dalam V,, maka grafnya disebut Graf Bipartisi Lengkap.
Jika V; terdiri dari m simpul dan V, terdiri dari n simpul, maka graf bipartisi
lengkap diberi simbol K, ,,.

Contoh 2.36

Apakah graf K di bawah ini merupakan graf bipartisi lengkap?

el
vl
e? v4
e3
v2 O
e4
e5 v5
v3 eb

Gambar 2.16 graf G

Penyelesaian:

Jelas bahwa simpul-simpul graf G terbagi menjadi 2 bagian yaitu

Vy = {v,,v,,v3} dan V, = {v,,vs}. Setiap simpul dalam V; dihubungkan

dengan setiap simpul dalam V,. Sehingga graf G merupakan graf bipartisi

lengkap. Disimbolkan K3 ;.
2.2.4 Isomorfisma Graf

Dalam geometri, dua gambar disebut kongruen jika keduanya mempunyai

sifat-sifat geometri yang sama. Dengan cara yang sama, dua graf disebut
isomorfis jika keduanya menunjukkan “bentuk” yang sama. Kedua graf hanya
berbeda dalam hal pemberian label simpul dan sisinya saja. Secara metematis,

isomorfisma dua graf didefinisikan sebagai berikut.
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Definisi 2.28
Misalkan G adalah suatu graf dengan himpunan simpul V(G) dan himpunan
sisi E(G).
G’ adalah graf dengan himpunan simpul V(G’) dan himpunan sisi E(G’)
G isomorfis dengan G’ bila dan hanya bila ada korespondensi satu-satu
g: V(G) — V(G’) dan
h: E(G) — E(G)
sedemikian hingga
(Vv,w € V(G)dan e € E(G))
(v, w) € E(G)>(g(v),gw)) € E(G)

Contoh 2.37

Akan ditunjukkan bahwa graf G dan G’ gambar di bawah ini adalah

1somorfis.
vl
e4 el
es5
v4d
e3
e2
v2 v3
G G’

Gambar 2.17
Untuk menunjukkan bahwa G isomorfis dengan G’, kita harus berusaha
menentukan korespondensi satu-satu simpul dan sisi kedua graf.
Dalam G, v; berhubungan dengan v, dan vg, sedangkan dalam G’, v;

behubungan dengan v; dan v,. Maka fungsi g : V(G) — V(G’) didefinisikan
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dengan g(v;) = vy; g(v,) = v3; g(vs) = v,. Cara yang sama dilakukan

untuk semua simpul yang lain. Didapatkan fungsi g pada gambar berikut

Gambar 2.18

e, € E(G) menghubungkan simpul v, dan v; € G. Fungsi g memetakan
v, € G ke v3 € G'. Dalam G’ sisi yang menghubungkan v; dan vg adalah
e; € G'. Jadi dalam pembuatan fungsi h, e, € G) dikawankan dengan e; €
G'. Hal yang sama dilakukan pada semua simpul yang lain.

Hingga saat ini belum ada teori yang dapat dipakai untuk menentukan
apakah dua graf G dan G’ isomorfis. Akan tetapi, jika G dan G’ isomorfis, maka
terdapat beberapa hal yang pasti dipenuhi:

1) Jumlah simpul G = jumlah simpul G’

2) Jumlah sisi G = jumlah sisi G’

3) Jumlah sisi dengan derajat tertentu dalam G dan G’ sama

(Siank 2004)
Masalahnya, implikasi tersebut tidak berlaku dua arah. Ada dua graf yang
memenuhi ketiga syarat tersebut tetapi keduanya tidak isomorfis. Sebagai contoh

adalah graf G dan G’ di bawah
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y W T
X v
G z G’
Gambar 2.19

Dalam G, satu-satunya simpul yang berderajad 3 adalah simpul x. Simpul
x dihubungkan dengan 2 simpul lainnya yang berderajad 1 (simpul y dan z).
Sebaliknya, dalam graf G’, satu-satunya simpul berderajad 3 adalah v. Satu-
satunya simpul berderajad 1 yang dihubungkan dengan v hanyalah simpul w,
sehingga G tidak mungkin Isomorfis dengan G’.

Meskipun implikasi syarat isomorfis hanya berlaku satu arah, paling tidak
kontraposisi dari implikasi tersebut bisa dipakai untuk menentukan bahwa dua
buah graf tidak isomorfis. Jika salah satu dari ketiga syarat tidak terpenuhi, mak

graf G dan G’ tidak isomorfis.



BAB Il

METODE PENELITIAN

Studi pustaka adalah metode yang digunakan dalam penelitian penulisan
skripsi, dimana langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah

sebagai berikut
3.1 Identifikasi Masalah

Dalam tahap menentukan masalah peneliti mencari berbagai macam
sumber pustaka dan menyeleksi untuk ditetapkan sebagai suatu masalah yang

harus diselesaikan.

3.2 Perumusan Masalah

Berbagai macam masalah yang ditentukan selanjutnya dirumuskan dalam
beberapa pertanyaan yang harus diselesaikan, yaitu:
1. Bagaimana hasil enumerasi graf » simpul dengan menggunakan
Teorema Polya?
2. Bagaimana perbandingan hasil penyelesaian masalah enumerasi graf
yang diselesaikan dengan menggunakan Teorema Polya dan dengan
menggunakan software The Graph Isomorphism Algorithm

Demonstration Program?

66



67

3.3 Studi Pustaka

Dalam langkah ini peneliti melakukan kajian pustaka dari berbagai sumber
dengan cara mengumpulkan berbagai masalah yang sudah diteliti dan informasi
yang berkaitan dengan penelitian yang penulis lakukan. Mengumpulkan berbagai
referensi pendukung, seperti definisi dan teorema untuk menyelesaikan masalah
yang diteliti sehingga didapat suatu ide mengenai bahan dasar pengembangan

upaya pemecahan masalah.

3.4 Pemecahan Masalah

Metode penelitian yang digunakan adalah studi pustaka. Langkah-langkah
yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mempelajari kajian teori tentang grup, indeks siklik dari suatu grup,
persediaan pola, graf, isomorfisma graf, sampai dengan Teorema Polya
I dan II dengan menggunakan definisi-definisi dan teorema-teorema
yang bersumber dari buku-buku dan referensi yang ada.

2. Mencari indeks siklik dari suatu grup dimana anggotanya adalah
simpul-simpul dalam suatu graf dengan bantuan program Maple.

3. Mencari indeks siklik dari suatu grup di mana anggotanya adalah sisi-
sisi dalam suatu graf.

4. Menerapkan Teorema Polya I.

5. Menerapkan Teorema Polya II.

6. Membandingkan hasil yang diperoleh dari Teorema Polya II dengan

software The Graph Isomorphism Algorithm Demonstration Program.
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3.5 Penarikan Simpulan

Tahap ini merupakan tahap terakhir dalam penelitian. Setelah
menganalisis dan memecahkan masalah berdasarkan studi pustaka dan
pembahasannya, kemudian dibuat suatu simpulan sebagai jawaban dari

permasalahan yang telah dirumuskan sebelumnya.



BAB IV

HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

4.1 Aplikasi Teorema Polya pada Graf

Salah satu aplikasi dari Teorema Polya adalah dapat menentukan
banyaknya graf dan jenis graf yang terbentuk dan tidak isomorfik dari n simpul.
Hasil yang diperoleh dalam penelitian ini berupa proposisi-proposisi tentang
enumerasi graf tak isomorfis yang diperoleh dengan mengaplikasikan Teorema

Polya untuk n = 2 simpul sampai n = 8 simpul.

Proposisi 4.1.1.

Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari dua simpul ada
sebanyak tiga.
Bukti:
Diketahui multigraf G dengan himpunan simpul V = {1,2}. Misal S, adalah grup
simetri yang terbentuk dari himpunan V, maka banyaknya anggota dari S, adalah
21=1.2=2.

Seluruh bentuk hasil perkalian cycle yang saling asing dari grup S, yaitu:

a=(G 5=

5.=(; %)=a2

Tipe untai dan indeks siklik dari bentuk hasil perkalian cycle di atas adalah
(1). Untuk g, tipe untainya yaitu [2,0] dan indeks sikliknya x, 2.
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(2). Untuk g, tipe untainya yaitu [0,1] dan indeks sikliknya x,.

Sehingga menurut Definisi 2.12 indeks siklik S, yaitu
1.
Z(S3;5%1,%z) = E(x1 + x3)

Pasangan simpul yang mungkin terbentuk dari himpunan V yaitu 12. Misal R,
adalah himpunan permutasi pasangan simpul di V. Diperoleh hasil kali cycle di R,

adalah sebagai berikut:

a=0G 5)=m@-g=(}})=02

=0 2)=an-g=02=cn

Tipe untai dan indeks siklik dari anggota-anggota R, yaitu
(1). Untuk g’ tipe untainya yaitu [1] dan indeks sikliknya y;.
(2). Untuk g, tipe untainya yaitu [1] dan indeks sikliknya y;, .

Sehingga indeks siklik dari R, adalah

1
Z(Ryy1) = E [y1 + y1l

=N
Ada tiga keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul. Keadaan tersebut
diantaranya:
(1). Tidak ada sisi antara dua simpul
(2). Ada sisi antara dua simpul
(3). Ada sisi rangkap antara dua simpul
Jika r adalah keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul maka, r = 3.

Dan berdasarkan Teorema Polya I diperoleh
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Z(Ry3) = 3[3+3]

=3
Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari dua simpul ada sebanyak 3
graf.
Jika keadaan-keadaan diantara dua simpul diberi bobot w, maka
(1). w(zy) = keadaan tidak ada sisi antara dua simpul.
(2). w(z;) = keadaan ada sisi antara dua simpul.
(3). w(z,) = keadaan ada sisi rangkap antara dua simpul.
Misal w(z,) = z°% w(z,) = z!, dan w(z,) = z2.
Berdasarkan Teorema Polya II, indeks siklik dari R, dengan mensubsitusikan
y1 = Wzt + [w(z)]* + [w(z)]* = 1 + z + z? menjadi

Z(Ryy1) =1+z+ 22

Artinya dari n = 2 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 1 graf dengan 1 sisi,

dan 1 graf dengan 2 sisi.

Q Q

— |«

Gambar 4.1 bentuk-bentuk graf dengan n = 2 simpul

pada Multigraph
Proposisi 4.1.2.
Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari dua simpul ada

sebanyak enam.
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Bukti:
Diketahui graf G dengan himpunan simpul V = {1,2}

Dari proposisi 4.1.1 indeks siklik dari S, adalah

1
Z(Sy;x1,%3) = E(x12 + x3)

Karena dalam graf G sisi loop diperbolehkan, maka pasangan simpul yang
mungkin terbentuk dari himpunan V yaitu 11,12, 22. Misal R, adalah himpunan

permutasi pasangan simpul di V. Hasil kali cycle yang terbentuk di R, adalah

sebagai berikut:

a=0G 2)-a=(; 2 2)=anane

12 22
92=(; i)—>g§=(%% ;i ﬁ)=(1122)(12)

Diperoleh tipe untai dan indeks siklik dari anggota-anggota R, yaitu
(1). Untuk g’ tipe untainya yaitu [3,0,0] dan indeks sikliknya y,3.
(2). Untuk g', tipe untainya yaitu [1,1,0] dan indeks sikliknya y, y,.

Sehingga indeks siklik dari R, adalah

Z(Ry;¥1,Y2,¥3) = %[}’13 + 12|
Diantara dua simpul terdapat 2 keadaaan yang mungkin terjadi. Keadaan tersebut
yaitu:
(1). Tidak ada sisi antara dua simpul
(2). Ada sisi antara dua simpul

Jika r adalah keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul maka, r = 2.
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Berdasarkan Teorema Polya I diperoleh:
1
Z(Ry;2,2,2) = 5 [23 +2.2]

=6
Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari dua simpul ada sebanyak 6
graf.
Jika keadaan-keadaan diantara dua simpul diberi bobot w, maka
(1). w(z,) = keadaan tidak ada sisi antara dua simpul.
(2). w(z;) = ada sisi antara dua simpul.
Misal w(z,) = z° dan w(z,) = z1.
Berdasarkan Teorema Polya II dengan mensubsitusikan
=Wl +wz)l' =1+z  y, =[w(z)]* + [w(z)]* =12 + 2

dan y; = [w(z)]® + [w(z,)]® = 13 + 23 indeks siklik dari R, menjadi

1
Z(R2;y1,Y2,Y3) = E[(l +2)°*+ (1 +2)(1+2z?)]

=1+4+2z+2z*+7°
Artinya dari n = 2 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 2 graf dengan 1 sisi, 2

graf dengan 2 sisi, dan 1 graf dengan 3 sisi.

1
1
|
1
1
1
1
|
1
1
1
1
|
1
A
1
1
1
1
|
1
1
1
1
1
1
|
1
1
1
f— == -

Gambar 4.2 bentuk-bentuk graf dengan n = 2 simpul
pada graf ber-loop
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Proposisi 4.1.3.

Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari tiga simpul ada
sebanyak sepuluh.
Bukti:
Diketahui multigraf G dengan himpunan simpul V = {1,2,3}. Misal S; adalah
grup simetri yang terbentuk dari himpunan V, maka banyaknya anggota dari Ss
adalah 3! = 1.2.3 = 6.

Seluruh bentuk hasil perkalian cycle yang saling asing dari grup S yaitu:

a=( 2 =06  e=(] ;)=-me3
=G 5 =@  a=(; §3)=020
gs=( 2 3)=a2 g6=0G 2 3)=a3

Tipe untai dan indeks siklik dari bentuk hasil perkalian cycle di atas adalah:
(1). Untuk g, tipe untainya yaitu [3,0,0] dan indeks sikliknya x;3.

(2). Untuk g, tipe untainya yaitu [1,1,0] dan indeks sikliknya x; x,.

(3). Untuk g5 tipe untainya yaitu [1,1,0] dan indeks sikliknya x; x;.

(4). Untuk g, tipe untainya yaitu [1,1,0] dan indeks sikliknya x;x,.

(5). Untuk g5 tipe untainya yaitu [0,0,1] dan indeks sikliknya x.

(6). Untuk g, tipe untainya yaitu [0,0,1] dan indeks sikliknya x.

Sehingga menurut Definisi 2.12 indeks siklik S5 yaitu

1
Z(S3 ; X1, X2, X3) = E(X13 + 3x1x2 + ZX3)
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Pasangan simpul yang mungkin terbentuk dari himpunan V yaitu 12,13,23.

Misal R; adalah himpunan permutasi pasangan simpul di V. Diperoleh hasil kali

cycle di R5 adalah sebagai berikut:

a=( 5 3)=0@0) -4

92:(1 g §)=(1)(23)—>gé=
gs=(§ % i)=(13)(2)—>gé=
g4=(; i §)=(12)(3)—>g£=
w3 D= ai=(
=} 2 3=

=(15 13 23)=1DAHE3)
(13 15 33)=0213)@3)
@3 éi 3?)=<1223)(13)
(%i ;g ig)=(12)(1323)
iﬁ ﬁ §§)=(122313)

éi §§ ig)=(131323)

Tipe untai dan indeks siklik dari anggota-anggota R yaitu

(1). Untuk g; mempunyai tipe untai [3,0,0] dengan indeks siklik y,3.

(2). Untuk g5 mempunyai tipe untai [1,1,0] dengan indeks siklik y; y,.

(3). Untuk g5 mempunyai tipe untai [1,1,0] dengan indeks siklik y; y,.

(4). Untuk g, mempunyai tipe untai [1,1,0] dengan indeks siklik y; y,.

(5). Untuk g mempunyai tipe untai [0,0,1] dengan indeks siklik y;.

(6). Untuk g¢ mempunyai tipe untai [0,0,1] dengan indeks siklik y;.

Jelas terlihat bahwa anggota-anggota S; yang mempunyai tipe untai dan indeks

siklik yang sama akan dirubah ke anggota-anggota R; yang mempunyai tipe untai

dan indeks siklik yang sama pula.



76

Sehingga indeks siklik dari R; adalah

1
Z(R3;y1,Y2,¥3) = 3 [y1® + 3y1y2 + 2y3]

Berdasarkan Teorema Polya I untuk r = 3 diperoleh
1
Z(R3;333) = 3 [33 +3.3.3+2.3]

=10
Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari tiga simpul ada sebanyak
10 graf.
Keadaan-keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul yaitu:
(1). z°: tidak ada sisi antara dua simpul.
(2). z!: ada sisi antara dua simpul.
(3). z2: ada sisi rangkap antara dua simpul.
Dan berdasarkan Teorema Polya II dengan mensubsitusikan y; = 1 + z + z2,
y, =12 + z%2 4 (z%)?,dan y; = 13 + 23 + (22)3 diperoleh indeks siklik R5
Z(R3;¥1,¥2,Y3) = %[(1 +z+22)3 +3(1+z+2)A+ 2% +2*) +
2(1 + 23 + z9)]
=1+2z+422>+223+2z*+2°+ 2°
Artinya dari n = 3 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 1 graf dengan 1 sisi, 2

graf dengan 2 sisi, 2 graf dengan 3 sisi, 2 graf dengan 4 sisi, 1 graf dengan 5 sisi,

dan 1 graf dengan 6 sisi.
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&)

Gambar 4.3 bentuk-bentuk graf dengan n = 3 simpul
pada Multigraph
Proposisi 4.1.4.
Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari tiga simpul ada
sebanyak 20.
Bukti:
Diketahui graf G dengan himpunan simpul V = {1,2,3}.

Dari proposisi 4.1.3 indeks siklik dari S; adalah
1
Z(S3 ;xl,xz,x3) = g(x13 + 3xle + ZX3)

Karena dalam graf G sisi loop diperbolehkan, maka pasangan simpul yang
mungkin terbentuk dari himpunan V yaitu 11,12,13,22, 23, 33. Misal R; adalah
himpunan permutasi pasangan simpul di V. Hasil kali cycle yang terbentuk di R

adalah sebagai berikut:

102 3y , (11 12 13 22 23 33
91‘(1 2 3)‘(1)(2)(3)_’91‘(11 12 13 22 23 33)

= (11)(12)(13)(22)(23)(33)

102 3y , /11 12 13 22 23 33
92_(1 3 2)_(1)(23)_’92‘(11 13 12 33 32 22)

= (11)(12 13)(22 33)(23)
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102 3 , /11 12 13 22 23 33
93_(3 2 1)_(13)(2)_’93_(33 32 31 22 21 11)

= (11 33)(12 32)(13)(22)

12 3L , /11 12 13 22 23 33
94_(2 1 3)_(12)(3)_’94_(22 21 23 11 13 33)

= (11 22)(12)(13 23)(33)

3\ , /11 12 13 22 23 33
1)_(123)_’95‘(22 23 21 33 31 11)

= (112233)(1223 31)

Q
(%2
Il
A~
N
w

102 3y , (11 12 13 22 23 33
96_(3 1 2)_(132)_’96‘(33 31 32 11 12 22)

= (113322)(123132)

Jelas terlihat bahwa anggota-anggota S; yang mempunyai tipe untai dan indeks
siklik sama akan dibentuk menjadi anggota-anggota R; yang mempunyai tipe
untai dan indeks siklik yang sama pula. Sehingga tipe untai dan indeks siklik dari
anggota-anggota R; yaitu:

(1). Tipe untai [6,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y,® ada sebanyak 1 anggota.

(2). Tipe untai [2,2,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;2y,? ada sebanyak 3 anggota.
(3). Tipe untai [0,0,2,0,0,0] dengan indeks siklik y;2 ada sebanyak 2 anggota.

Dengan demikian indeks siklik dari R; adalah

1
Z(R3;¥1, Y2, 1 Y6) = g [3’16 + 3}’123’22 + 23/32]

Berdasarkan Teorema Polya I untuk r = 2 diperoleh

1
Z(R3;22,..,2) = 6[26 +3.22.22 4 2.27%]

=20
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Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari tiga simpul ada sebanyak
20 graf.

Keadaan-keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul yaitu:

(1). z°: tidak ada sisi antara dua simpul.

(2). z%: ada sisi antara dua simpul.

Dan berdasarkan Teorema Polya II dengan mensubsitusikan y; = 1 + z,

y, = 12 + z%,dan y; = 13 + z3 diperoleh indeks siklik R5 sebagai beikut
1
Z(R3; Y1, Y2, ) Y6) = z [(1+2)°+31+2)2(1+ 25+ 2(1 + 23)?]

=1+2z+4z%+ 623 + 4z* + 22° + z°
Artinya dari n = 3 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 2 graf dengan 1 sisi, 4
graf dengan 2 sisi, 6 graf dengan 3 sisi, 4 graf dengan 4 sisi, 2 graf dengan 5 sisi,

dan 1 graf dengan 6 sisi.

LQ L - VWW

%
ol
N
<4

Gambar 4.4 bentuk-bentuk graf dengan n = 3 simpul
pada graf ber-loop
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Proposisi 4.1.5.

Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari empat simpul ada
sebanyak 66.
Bukti:
Diketahui multigraf G dengan himpunan simpul V = {1,2,3,4}. Misal S, adalah
grup simetri yang terbentuk dari himpunan V, maka banyaknya anggota dari S,
adalah 4! = 1.2.3.4 = 24.

Seluruh bentuk hasil perkalian cycle yang saling asing dari grup S, yaitu:

g1=D2)B)#) 9o = (142)(3) 917 = (D(23)(4)
g2 = (14)(2)(3) 910 = (12)(34) 918 = (14)(23)
gz = (1(2HA) 911 = (13)(2)(4) 910 = (1)(234)
94 = (1(2)(34) 912 = (143)(2) 920 = (1)(243)
gs = (12)(3)(4) 913 = (134)(2) 921 = (123)(4)
ge = (124)(3) 914 = (13)(24) 922 = (1423)

g7 = (1243) 915 = (1234) 923 = (132)(4)
gs = (1432) 916 = (1342) 924 = (1324)

Terlihat bahwa ada anggota-anggota S, yang mempunyai tipe untai yang sama.

Sehingga tipe untai dan indeks siklik dari bentuk-bentuk hasil perkalian cycle di

atas adalah:

(1). Untuk tipe untai [4,0,0,0] ada sebanyak 1 anggota dengan indeks siklik x;*.

(2). Untuk tipe untai [2,1,0,0] ada sebanyak 6 anggota dengan indeks siklik
X125,

(3). Untuk tipe untai [1,0,1,0] ada sebanyak 8 anggota dengan indeks siklik x;x5.

(4). Untuk tipe untai [0,2,0,0] ada sebanyak 3 anggota dengan indeks siklik x,2.

(5). Untuk tipe untai [0,0,0,1] ada sebanyak 6 anggota dengan indeks siklik x,.
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Dengan demikian menurut Definisi 2.12 indeks siklik dari S, yaitu
1
Z(S4;%1, %0, X3,X) = 52 (x1* + 6x1%x, + 8xx3 + 3x,% + 6x,4)

Pasangan simpul yang mungkin terbentuk dari himpunan V yaitu
12,13,14, 23, 24, 34. Misal R, adalah himpunan permutasi pasangan simpul di V.

Diperoleh hasil kali cycle di R, adalah sebagai berikut:

a=(1 23 D=02e3®-

,_(12 13 14 23 24 34
| =

9=(12 13 14 23 o1 34) = 1DIADADEDEHED

=0 5 3 =1 -

13 14 23 24 34

95:(4115 43 41 23 21 31)=(1224)(1334)(14)(23)

g6=(3 3 3 N=ame-

13 14 23 24 34

, (12 )
96—(24 23 21 43 41 31)—(122414)(132334)

(12 3 4 _
910—(2 1 4 3)—(12)(34)—>
, /12 13 14 23 24 34\ _
9=01 71 23 11 o 43)—(12)(1324)(1423)(34)

g7=(% i f ;*):(1243)%

, (12 13 14 23 24 34
96—(

24 21 23 41 13 13)=(12243413)(1423)

Tipe untai dan indeks siklik dari anggota-anggota R, yaitu
(1). Tipe untai [6,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;° ada sebanyak 1 anggota.
(2). Tipe untai [2,2,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;%y,? ada sebanyak 6 anggota.

(3). Tipe untai [0,0,2,0,0,0] dengan indeks siklik y;? ada sebanyak 8 anggota.
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(4). Tipe untai [2,2,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;2y,? ada sebanyak 3 anggota.
(5). Tipe untai [0,1,0,1,0,0] dengan indeks siklik y,y, ada sebanyak 2 anggota.

Sehingga indeks siklik dari gup R, adalah

1
Z(R4;¥1,Y2: Y3, Yar V5, V6) = ﬁ [Y16 + 6}’123722 + 8}’32 + 33’12)’22 + 6)’23’4]

1
=57 [1° + 9y12y,2 + 8y3% + 67,14

Berdasarkan Teorema Polya I untuk = 3 diperoleh
1
Z(R4;3,3,3,3,3,3) = o [3%+9.32.32 + 8.32 + 6.3.3]

= 66
Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari empat simpul ada sebanyak
66 graf.
Keadaan-keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul yaitu:
(1). z°: tidak ada sisi antara dua simpul.
(2). z': ada sisi antara dua simpul.
(3). z2: ada sisi rangkap antara dua simpul.
Dan berdasarkan Teorema Polya II dengan mensubsitusikan y; = 1 + z + z2,
y, =12+ 224 (z%)%, y;=13+234(z*)® ,dan y,=1%+2z*+ (z?)*

diperoleh indeks siklik R,
1
Z(R4; Y1, V2 V3r o V) = 52 [A+z+2)°+9(1 +z+2z%)%(1 + z% + z%)?

8(1+2z3+2z%2+6(1+2z%+2zY)(1+z*+2%)]
=1+2z+32z2+5234+82*4+92°>+122°+ 927 +

828 + 52° 4+ 3210 4 z11 4 712
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Artinya dari n = 4 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 1 graf dengan 1 sisi, 3
graf dengan 2 sisi, 5 graf dengan 3 sisi, 8 graf dengan 4 sisi, 9 graf dengan 5 sisi,
12 graf dengan 6 sisi, 9 graf dengan 7 sisi, 8 graf dengan 8 sisi, 5 graf dengan 9
sisi, 3 graf dengan 10 sisi, 1 graf dengan 11 sisi, dan 1 graf dengan 12 sisi.
Proposisi 4.1.6.

Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari empat simpul ada
sebanyak 90.
Bukti:
Diketahui graf G dengan himpunan simpul V = {1,2,3,4}.

Dari proposisi 4.1.5 indeks siklik dari S, adalah
1
Z(S4;%1,%p,X3,X,) = 52 (x1* + 6x1%x, + 8x1x3 + 3x,2 + 6x4)

Karena dalam graf G sisi loop diperbolehkan, maka pasangan simpul yang
mungkin terbentuk dari himpunan V yaitu 11,12,13,14,22,23,24,33, 34, 44.
Misal R, adalah himpunan permutasi pasangan simpul di V. Hasil kali cycle yang
terbentuk di R, adalah sebagai berikut:

o w@@@=( 23 H,

(11 12 13 14 22 23 24 33 34 44)
11 12 13 14 22 23 24 33 34 44

= (11)(12)(13)(14)(22)(23)(24)(33)(34) (44)

b aw@@=(, 5 3 1)~

(11 12 13 14 22 23 24 33 34 44-)
44 42 43 41 22 23 21 33 31 11

= (11 44)(12 42)(13 43)(14)(22)(23)(33)
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o). (124)(3)=(; i g ‘;)—>

(11 12 13 14 22 23 24 33 34 44)
22 24 23 21 44 43 41 33 31 11

= (1122 44)(12 24 14)(13 23 43)(33)

0 200-( 2 2 9)-

(11 12 13 14 22 23 24 33 34 44-)
22 21 24 23 11 14 13 44 43 33

= (11 22)(12)(13 24)(14 23)(33 44)(34)

1234)_)

o). (1243):(2 PR

(11 12 13 14 22 23 24 33 34 44)
22 24 21 23 44 41 43 11 13 33

= (1122 4433)(12 2443 13)(14 23)

Sehingga tipe untai dan indeks siklik dari anggota-anggota R,, yaitu

(1). Tipe untai [10,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;° ada sebanyak 1
anggota.

(2). Tipe untai [4,3,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;*y,3 ada sebanyak 6
anggota.

(3). Tipe untai [1,0,3,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;ys3 ada sebanyak 8
anggota.

(4). Tipe untai [2,4,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks sikliknya y;%y,* ada sebanyak
3 anggota.

(5). Tipe untai [0,1,0,2,0,0,0,0,0,0] dengan indeks sikliknya y,y,? ada sebanyak

6 anggota.
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Dengan demikian indeks siklik dari R, adalah

1
Z(R4; ¥1,Y2r s Y10) = 22 (110 + 6y1*y,> + 8y1y3® + 3y1%y,* + 6y,¥4%]

Berdasarkan Teorema Polya I untuk r = 2 diperoleh

1
Z(Ry; 2,2, ..,2) = —[21° 4+ 6.24.23 + 8.2.23 + 3.22.2* + 6.2.22]
24

=90
Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari empat simpul ada sebanyak
90 graf.
Keadaan-keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul yaitu:
(1). z°: tidak ada sisi antara dua simpul.
(2). z': ada sisi antara dua simpul.
Dan berdasarkan Teorema Polya II dengan mensubsitusikan y; = 1 + z,
y, =12+ 2% y; =13+ 23, dan y, = 1*+ z* diperoleh indeks siklik R,

sebagai berikut
1
Z(Ry; Y1, Y2, ) Y10) = 54 [A+ 2 +6(1+2)*(1+2%)°%+

8(1+2)(1+2z3)3+3(1+2)?(1+z)*+
6(1+z2)(1+ z%?]
=1+2z+52z2+ 1123+ 172z* + 182° + 172° + 1127
+528 + 229 + 210
Artinya dari n = 4 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 2 graf dengan 1 sisi, 5
graf dengan 2 sisi, 11 graf dengan 3 sisi, 17 graf dengan 4 sisi, 18 graf dengan 5
sisi, 17 graf dengan 6 sisi, 11 graf dengan 7 sisi, 5 graf dengan 8 sisi, 2 graf

dengan 9 sisi, dan 1 graf dengan 10 sisi.
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Proposisi 4.1.7.

Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari lima simpul ada
sebanyak 792.
Bukti:
Diketahui multigraf G dengan himpunan simpul V = {1,2,3,4,5}. Misal S5 adalah
grup simetri yang terbentuk dari himpunan V, maka banyaknya anggota dari Sg
adalah 5! = 1.2.3.4.5 = 120.
Dengan bantuan program maple diperoleh bentuk-bentuk hasil kali cycle yang
saling asing dari grup S5 beserta banyak anggota yang sejenis, yaitu:

(1). Bentuk (1)(2)(3)(4)(5) dengan banyak anggota yang sejenis ada 1 buah.
(2). Bentuk (12)(3)(4)(5) dengan banyak anggota yang sejenis ada 10 buah.

(3). Bentuk (123)(4)(5) dengan banyak anggota yang sejenis ada 20 buah.

(4). Bentuk (1234)(5) dengan banyak anggota yang sejenis ada 30 buah.

(5). Bentuk (12345) dengan banyak anggota yang sejenis ada 24 buah.

(6). Bentuk (12)(34)(5) dengan banyak anggota yang sejenis ada 15 buah.

(7). Bentuk (12)(345) dengan banyak anggota yang sejenis ada 20 buah.
Sehingga tipe untai dan indeks siklik dari bentuk-bentuk hasil perkalian cycle di

atas adalah:

(1). Untuk tipe untai [5,0,0,0,0] ada sebanyak 1 anggota dengan indeks siklik x;>.

(2). Untuk tipe untai [3,1,0,0,0] ada sebanyak 10 anggota dengan indeks siklik
x,3%,.

(3). Untuk tipe untai [2,0,1,0,0] ada sebanyak 20 anggota dengan indeks siklik
x,%x3.

(4). Untuk tipe untai [1,0,0,1,0] ada sebanyak 30 anggota dengan indeks siklik

X1X4.
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(5). Untuk tipe untai [0,0,0,0,1] ada sebanyak 24 anggota dengan indeks siklik
Xs5.

(6). Untuk tipe untai [1,2,0,0,0] ada sebanyak 15 anggota dengan indeks siklik
X152

(7). Untuk tipe untai [0,1,1,0,0] ada sebanyak 20 anggota dengan indeks siklik
X2X3.

Dengan demikian menurut Definisi 2.12 indeks siklik dari S5 yaitu

1
Z(Ss ; X1, X, X3, X4, X5) = m(xl5 + 10x,3x, + 20x,%2x5 + 30x,x, +

24x5 + 15x;%,% + 20x,x3)
Pasangan simpul yang mungkin terbentuk dari himpunan V yaitu
12,13,14,15,23,24,25,34,35,45. Misal Ry adalah himpunan permutasi

pasangan simpul di V. Diperoleh hasil kali cycle di Rs adalah sebagai berikut:

) WEE®WE=(; 23+ 5.

(12 13 14 15 23 24 25 34 35 45)
12 13 14 15 23 24 25 34 35 45

= (12)(13)(14)(15)(23)(24)(25)(34)(35) (45)

b. 12@@E =3 23+ 55

(12 13 14 15 23 24 25 34 35 45)
21 23 24 25 13 14 15 34 35 45

= (12)(13 23)(14 24)(15 25)(34)(35)(45)

0. 129G =(; 3 5 &3~

(12 13 14 15 23 24 25 34 35 45)
23 21 24 25 31 34 35 14 15 45



d).

g)-

= (1223 13)(14 24 34)(15 25 35)(45)

wne=( 2319

(12 13 14 15 23 24 25 34
23 24 21 25 34 31 35 41

= (12 23 34 14)(13 24)(15 25 35 45)
12
(12345) = (2 ;

(12 13 14 15 23 24 25 34
23 24 25 21 34 35 31 45

= (122334 4515)(13 243514 25)

(1 23 45
2EHE =(; 7 3 5)_’
(12 13 14 15 23 24 25 34

21 24 23 25 14 13 15 43

35
45

35
41

35
45

= (12)(13 24)(14 23)(15 25)(34)(35 45)

e =(, 1 4 5 3)°

(12 13 14 15 23 24 25 34
21 24 25 23 14 15 13 45

= (12)(13 24 15 23 14 25)(34 45 35)

35
43

19

1)

33)

)

Tipe untai dan indeks siklik dari anggota-anggota R yaitu

(1).

2).

3).
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Tipe untai [10,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;° ada sebanyak 1

anggota.

Tipe untai [4,3,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y,*y,3 ada sebanyak 10

anggota.

Tipe untai [1,0,3,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;y5* ada sebanyak 20

anggota.
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(4). Tipe untai [0,1,0,2,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y,y,? ada sebanyak 30
anggota.

(5). Tipe untai [0,0,0,0,2,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik ys? ada sebanyak 24
anggota.

(6). Tipe untai [2,4,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;2y,* ada sebanyak 15
anggota.

(7). Tipe untai [1,0,1,0,0,1,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;ys;y, ada sebanyak 20
anggota.

Sehingga indeks siklik dari R5 adalah

1

501"+ 10y1%y2% + 20y1y5° + 30y2y,° + 24ys”

Z(Rs; y1, Y2 -»Y10) =

+15y,2y,* + 20y1Y3Y6]
Berdasarkan Teorema Polya I untuk r = 3 diperoleh

1

Z(Rs;3,3,3,...,3) = 0

[310 + 10.3%.3% + 20.3.3% + 30.3.32 + 24. 32

+15.32.3* 4+ 20.3.3.3]
=792
Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari lima simpul ada sebanyak
792 graf.
Keadaan-keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul yaitu:
(1). z°: tidak ada sisi antara dua simpul.
(2). z': ada sisi antara dua simpul.

(3). z2: ada sisi rangkap antara dua simpul.
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Dan berdasarkan Teorema Polya II dengan mensubsitusikan y; = 1 + z + z2,
y, =12+ 22 4+ (z2)?%, y3 =13+ 23 4+ (223, y, = 1* + z* + (D)4,

ys = 1° + z° + (z2)°, dan y, = 1° + z° + (22)° diperoleh indeks siklik Rs:
1
Z(Rs; Y1, Y2, ) Y10) = 120 [(1+z+2z)0+10(1+2z+2z5)*( + 2% + z*)3

+20(1+z+2z2)(1 + 23+ z%)% +
30(1+ 22 +zH) (1 +z* + 28)% + 24(1 + 2° + 210)?
+15(1 +z+z2)?(1 + z2 + zH)* +
201 +z+2z5)(1+ 23+ 2% + 28 + 2'2)]
=1+2z+32%+ 623+ 14z* + 242> + 432° + 6227 +
8728 + 100z° + 11021° + 100z + 8722 + 62213 +
4371 + 242 + 1426 + 6217 + 3218 + 719 + 220
Artinya dari n = 5 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 1 graf dengan 1 sisi, 3
graf dengan 2 sisi, 6 graf dengan 3 sisi, 14 graf dengan 4 sisi, 24 graf dengan 5
sisi, 43 graf dengan 6 sisi, 62 graf dengan 7 sisi, 87 graf dengan 8 sisi, 100 graf
dengan 9 sisi, 110 graf dengan 10 sisi, 100 graf dengan 11 sisi, 87 graf dengan 12
sisi, 62 graf dengan 13 sisi, 43 graf dengan 14 sisi, 24 graf dengan 15 sisi, 14 graf
dengan 16 sisi, 6 graf dengan 17 sisi, 3 graf dengan 18 sisi, 1 graf dengan 19 sisi,
dan 1 graf dengan 20 sisi.
Proposisi 4.1.8.
Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari lima simpul ada
sebanyak 544.

Bukti:

Diketahui graf G dengan himpunan simpul V = {1,2,3,4,5}.
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Dari proposisi 4.1.7 indeks siklik dari S; adalah

1
Z(Ss ; X1, X5, X3, X4, X5) = m(xl5 + 10x;3x, + 20x,%x5 + 30x,x4 +

24x5 + 15x,x,2 + 20x,x3)
Karena dalam graf G sisi loop diperbolehkan, maka pasangan simpul yang
mungkin terbentuk dari himpunan % yaitu
11,12,13,14,15,22,23, 24,25, 33, 34, 35,44, 45, 55. Misal R adalah himpunan
permutasi pasangan simpul di V. Hasil kali cycle yang terbentuk di R adalah:

9. WOE@WE = 231 5.

(11 12 13 14 15 22 23 24 25 33 34 35 44 45 55)
11 12 13 14 15 22 23 24 25 33 34 35 44 45 55

= (11)(12)(13)(14)(15)(22)(23)(24)(25)(33)(34)(35) (44) (45)(55)

b. 12O@WE =, T 5 & )~

(11 12 13 14 15 22 23 24 25 33 34 35 44 45 55)
22 21 23 24 25 11 13 14 15 33 34 35 44 45 55

= (11 22)(12)(13 23)(14 24)(15 25)(33)(34)(35)(44)(45)(55)

0. 2WE=(; 3 3 ¥ -

(11 12 13 14 15 22 23 24 25 33 34 35 44 45 55)
22 23 21 24 25 33 31 34 35 11 14 15 44 45 55

= (1122 33)(12 23 31)(14 24 34)(15 25 35)(44)(45)(55)

d). (1234)(5):(% ; i ‘1* g)—>

(11 12 13 14 15 22 23 24 25 33 34 35 44 45 55)
22 23 24 21 25 33 34 31 35 44 41 45 11 15 55

= (1122 33 44)(12 23 34 14)(13 24)(15 25 35 45)(55)



12 3
0. 12345)= (5 35 g i)_’

(11 12 13 14 15 22 23 24 25 33 34
22 23 24 25 21 33 34 35 31 44 45

= (11223344 55)(12 23 34 45 15)(13 24 35 14 25)

£

D. 12EHE) =, :

(11 12 13 14 15 22 23 24 25 33 34
22 21 24 23 25 11 14 13 15 44 43

35
41

35
45

55

44
33

= (11 22)(12)(13 24)(14 23)(15 25)(33 44)(34)(35 45)(55)

12345)_)

9 DG4 =(, | 4 ¢ 3

(11 12 13 14 15 22 23 24 25 33 34 35 44
22 21 24 25 23 11 14 15 13 44 45 43 55

= (1122)(12)(13 24 15 23 14 25)(33 44 55)(34 45 53)

Sehingga tipe untai dan indeks siklik dari anggota-anggota R, yaitu

1). Tipe untai [15,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y,'> ada
(1). Tip g Y1

sebanyak 1 anggota.

(2). Tipe untai [7,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;’y,* ada

sebanyak 10 anggota.

(3). Tipe untai [3,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y,3y;* ada

sebanyak 20 anggota.

. Tipe untai ,1,Y,0,U,0,U,U,U,0,U,U,U,V, engan 1mackKs SiKli ada
(4). Tip i [1,1,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;y,y,3 ad

sebanyak 30 anggota.

(5). Tipe untai [0,0,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik ys3 dimana ada

sebanyak 24 anggota.

92

45
51

45
35

45
53

55
11

55
55

55
33
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(6). Tipe untai [3,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;3y,® ada
sebanyak 15 anggota.

(7). Tipe untai [1,1,2,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;y,y35%V, ada
sebanyak 20 anggota.

Dengan demikian indeks siklik dari R5 adalah

1
Z(Rs; ¥1, Y2, s Y15) = 120 (11 + 10y, 7y,* + 20y, 3ys* + 30y, y,5,% +

24y5> 4+ 15y,3y,° + 20y, y,y3% 6]

Berdasarkan Teorema Polya I untuk r = 2 diperoleh
1
Z(Rs;2,2,..,2) = 120 [215 +10.27.2% 4+ 20.23.2% + 30.2.2.23 + 24.23 +

15.23.2° +20.2.2.22.2]

= 544
Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari lima simpul ada sebanyak
544 graf.
Keadaan-keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul yaitu:
(1). z°: tidak ada sisi antara dua simpul.
(2). z': ada sisi antara dua simpul.
Dan berdasarkan Teorema Polya II dengan mensubsitusikan y; = 1 + z,
y,=12+2%, y; =13+ 23y, = 1%+ z*%, ys =154+ 25 dan 1y, =16+ 2°

diperoleh indeks siklik R sebagai berikut
1
Z(Rs; V1, V2, ) Y15) = 70 [+ 2P +10(1+2)"(1 +2z9)* +

200+ 2)3(1+2z)*+30(1 +2)(1 + z2)(1 + z%)3

+24(1+2°)% +15(1 + 2)3(1 + z%)°®
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+20(1+2)(1 +2z3)(1 + z3)%(1 + z9)]
=1+ 2z+52z% + 1323 + 292* + 522° + 762°% + 9427 +
9478 + 762° + 52210 + 29711 + 13212 4+ 5213 +
2z1% + 1215
Artinya dari n = 5 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 2 graf dengan 1 sisi, 5
graf dengan 2 sisi, 13 graf dengan 3 sisi, 29 graf dengan 4 sisi, 52 graf dengan 5
sisi, 76 graf dengan 6 sisi, 94 graf dengan 7 sisi, 94 graf dengan 8 sisi, 76 graf
dengan 9 sisi, 52 graf dengan 10 sisi, 29 graf dengan 11 sisi, 13 graf dengan 12
sisi, 5 graf dengan 13 sisi, 2 graf dengan 14 sisi, dan 1 graf dengan 15 sisi.
Proposisi 4.1.9.
Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari enam simpul ada
sebanyak 25.506.
Bukti:
Diketahui multigraf G dengan himpunan simpul V = {1,2,3,4,5,6}.
Misal Sg adalah grup simetri yang terbentuk dari himpunan V, maka banyaknya
anggota dari S¢ adalah 6! = 1.2.3.4.5.6 = 720
Dengan bantuan program maple diperoleh bentuk-bentuk hasil kali cycle yang
saling asing dari grup Sg beserta banyak anggota yang sejenis, yaitu:

(1). Bentuk (1)(2)(3)(4)(5)(6) dengan banyak anggota yang sejenis ada 1
buah.

(2). Bentuk (12)(3)(4)(5)(6) dengan banyak anggota yang sejenis ada 15 buah.

(3). Bentuk (123)(4)(5)(6) dengan banyak anggota yang sejenis ada 40 buah.

(4). Bentuk (1234)(5)(6) dengan banyak anggota yang sejenis ada 90 buah.

(5). Bentuk (12345)(6) dengan banyak anggota yang sejenis ada 144 buah.

(6). Bentuk (123456) dengan banyak anggota yang sejenis ada 120 buah.
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(7). Bentuk (12)(34)(5)(6) dengan banyak anggota yang sejenis ada 45 buah.
(8). Bentuk (12)(345)(6) dengan banyak anggota yang sejenis ada 120 buah.
(9). Bentuk (12)(3456) dengan banyak anggota yang sejenis ada 90 buah.

(10). Bentuk (123)(456) dengan banyak anggota yang sejenis ada 40 buah.

(11). Bentuk (12)(34)(56) dengan banyak anggota yang sejenis ada 15 buah.
Sehingga tipe untai dan indeks siklik dari bentuk-bentuk hasil perkalian cycle di

atas adalah:

(1). Untuk tipe untai [6,0,0,0,0,0] ada sebanyak 1 anggota dengan indeks siklik
x,°.

(2). Untuk tipe untai [4,1,0,0,0,0] ada sebanyak 15 anggota dengan indeks siklik
x4 %,

(3). Untuk tipe untai [3,0,1,0,0,0]ada sebanyak 40 anggota dengan indeks siklik
x;3%5.

(4). Untuk tipe untai [2,0,0,1,0,0] ada sebanyak 90 anggota dengan indeks siklik
x12x,.

(5). Untuk tipe untai [1,0,0,0,1,0] ada sebanyak 144 anggota dengan indeks
siklik x; xs.

(6). Untuk tipe untai [0,0,0,0,0,1] ada sebanyak 120 anggota dengan indeks
siklik xg.

(7). Untuk tipe untai [2,2,0,0,0,0] ada sebanyak 45 anggota dengan indeks siklik
x;2%,2.

(8). Untuk tipe untai [1,1,1,0,0,0] ada sebanyak 120 anggota dengan indeks

siklik xqx5x5.
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(9). Untuk tipe untai [0,1,0,1,0,0] ada sebanyak 90 anggota dengan indeks siklik
XoXy.

(10). Untuk tipe untai [0,0,2,0,0,0] ada sebanyak 40 anggota dengan indeks siklik

x32.

(11). Untuk tipe untai [0,3,0,0,0,0] ada sebanyak 15 anggota dengan indeks siklik
3

X5°.

Dengan demikian menurut Definisi 2.12 indeks siklik dari Sg yaitu

1
Z(Sg ; X1, X, X3, X4, X5, Xg) = ﬁo(xlé + 15x;*x, + 40x;3x3 + 90x,%x, +

144x, x5 + 120xg + 45x,2x,% + 120x;x,%3
+90x,x, + 40x3% + 15x,3)
Pasangan simpul yang mungkin terbentuk dari himpunan V yaitu
12,13,14,15,16,23,24,25,26,34,35,26,45,46,56. Misal R, adalah himpunan
permutasi pasangan simpul di V. Diperoleh hasil kali cycle di Ry adalah sebagai

berikut:

). W@E@WEE = 2 345 6,

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56)
12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56

= (12)(13)(14)(15)(16)(23)(24)(25)(26)(34)(35)(36)(45)(46)(56)

b. EO@WE®=(3 2 3 45 9.

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56)
21 23 24 25 26 13 14 15 16 34 35 36 45 46 56

= (12)(13 23)(14 24)(15 25)(16 26)(34)(35)(36)(45)(46)(56)



d.

g)-

h).

L az)@E)E) = (§

. (12345)(6) = (% g

3 4 5 6)_ﬁ

1 4 5 6

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35
23 21 24 25 26 31 34 35 36 14 15

w N

= (12 23 13)(14 24 34)(15 25 35)(16 26 36)(45)(46)(56)

amneo-( 2111 Y-

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35
23 24 21 25 26 34 31 35 36 41 45

36
16

36
46

= (12 23 34 14)(13 24)(15 25 35 45)(16 26 36 46)(56)

S 1 6)”

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35
23 24 25 21 26 34 35 31 36 45 41

— (12 23 34 45 15)(13 24 35 14 25)(16 26 36 46 56)
123 4 5 6
(123456)‘(2 3 4 5 ¢ 1)_’

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35
23 24 25 26 21 34 35 36 31 45 46

= (12 23 344556 16)(13 24 35 46 15 26)(14 25 36)

aenE®=( 345 9.

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35
21 24 23 25 26 14 13 15 16 43 45

36
46

36
41

36
46

45
45

45
15

45
51

45
56

45
35

= (12)(13 24)(15 25)(16 26)(14 23)(34)(35 45)(36 46)(56)

(12)(345)(6):(% i i ‘; g 2)"

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45
21 24 25 23 26 14 15 13 16 45 43 46 53

= (12)(13 24 15 23 14 25)(16 26)(34 45 35)(36 46 56)

46
46

46
16

46
56

46
51

46
36

46
56
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1

). (12)(3456) = (

123456)_}
2 145 6 3

(12 13 14 15 16 23 2¢ 25 26 34 35 36
21 24 25 26 23 14 15 16 13 45 46 43

= (12)(13 24 15 26)(14 25 16 23)(34 45 56 36)(35 46)

23456)_)
3 15

(123)(456) = ( >

1
2
(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36
23 21 25 26 24 31 35 36 34 15 16 14

= (12 23 13)(14 25 36) (15 26 34)(16 24 35)(45 56 46)

k). (12)(34)(56)=(1 2.3 45 &)

21 4 3 6 5

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36
21 24 23 26 25 14 13 16 15 43 46 45

45
56

45
56

45
36

= (12)(13 24)(14 23)(15 26)(16 25)(34)(35 46)(36 45)(56)

Tipe untai dan indeks siklik dari anggota-anggota R yaitu

46
53

46
54

46
35
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)

)

cs)

(1). Tipe untai [15,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y,'° ada

).

().

(4).

(5).

sebanyak 1 anggota.

Tipe untai [7,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;’y,* ada

sebanyak 15 anggota.

Tipe untai [3,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]dengan indeks siklik y13y34 ada

sebanyak 40 anggota.

Tipe untai [1,1,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y,y,y,> ada

sebanyak 90 anggota.

Tipe untai [0,0,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik ys3 ada

sebanyak 144 anggota.



(6).

(7).

(8).

(9).

(10).

(11).
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Tipe untai [0,0,1,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;y,? ada
sebanyak 120 anggota.

Tipe untai [3,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]dengan indeks siklik y;3y,® ada
sebanyak 45 anggota.

Tipe untai [1,1,2,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;V,y3%Vs
ada sebanyak 120 anggota.

Tipe untai [1,1,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;y,y,3 ada
sebanyak 90 anggota.

Tipe untai [0,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y;> ada
sebanyak 40 anggota.

Tipe untai [3,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik y,3y,® ada

sebanyak 15 anggota.

Sehingga indeks siklik dari Rg adalah

Z(RG;Y1ryZIY3' ""y15) =

1

4
750 [y1'° + 15y, 7y,* + 40y,3ys~ + 90y, v,y,°% +

144y<3 + 120y5y,2 + 45y,3y,°

+120y1Y,Y3%y6 + 90y1y,ys> + 40y35° +

153’133’26]-

Berdasarkan Teorema Polya I untuk = 3 diperoleh

1
Z(R¢;3,3,3,...,3) = =——[3'5 + 15.37.3* + 40.33.3* + 90.3.3.3% + 144.3%3 +

720

120.3.32 + 45.33.36 + 120.3.3.32.3 + 90.3.3.3% +
40.35 + 15.33.36].

= 25506.
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Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari enam simpul ada sebanyak
25.506 graf.

Keadaan-keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul yaitu:

(1). z°: tidak ada sisi antara dua simpul.

(2). z%: ada sisi antara dua simpul.

(3). z2: ada sisi rangkap antara dua simpul.

Dan berdasarkan Teorema Polya II dengan mensubsitusikan y; = 1 + x + x2,

Y, =12+ 22+ (2%)?, y; =13+ 23 + (2%)3, y, = 1* + z* + (z2)*,

ys = 1° + z° + (z2)°, dan yg = 1° + z° + (22)° diperoleh indeks siklik Rq:

1
Z(Rg; V1, Y2» -r V15) = 0 [(A+z+2z)Y®+15(0+2z+ 2271 + z2 + z4)*

+40(1 + 2 +22)3(1 + 2° + 29)* +

90(1+z+2z)1+22+2z)A +2z4+28)3 +

144(1 + 75 + z10)3 +

120(1 + 23 4+ z6) (1 + 28 + z12)2 +

45(1+z+2z2)3(1 +2z2+2zY)°% +

1201+ z+2z2)(1 + 2% + z*)(1 + 23 + z°)?

(1+2%+22) +40(1 + 23 + z%)°

901 +z+2z)A+22+2zHA +2z*+28)3 +

15(1+ 2z +22)°(1 + 2% + z*)°]
=1+2z+32%+72z3+182z* + 40z°+ 91z° + 18027 +

35228 + 6162° + 10062 + 148321 + 203622 +

2522713 + 2891z + 3012215 + 2891216 + 252227
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+20362z'8 + 148321 + 100622° + 616221 + 352222
+180223 + 912%* + 4022 + 18226 + 7227 + 3228
+2%% + 730,
Artinya dari n = 6 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 1 graf dengan 1 sisi, 3
graf dengan 2 sisi, 7 graf dengan 3 sisi, 18 graf dengan 4 sisi, 40 graf dengan 5
sisi, 91 graf dengan 6 sisi, 180 graf dengan 7 sisi, 352 graf dengan 8§ sisi, 616 graf
dengan 9 sisi, 1006 graf dengan 10 sisi, 1483 graf dengan 11 sisi, 2036 graf
dengan 12 sisi, 2522 graf dengan 13 sisi, 2891 graf dengan 14 sisi, 3012 graf
dengan 15 sisi, 2891 graf dengan 16 sisi, 2522 graf dengan 17 sisi, 2036 graf
dengan 18 sisi, 1483 graf dengan 19 sisi, 1006 graf dengan 20 sisi, 616 graf
dengan 21 sisi, 352 graf dengan 22 sisi, 180 graf dengan 23 sisi, 91 graf dengan
24 sisi, 40 graf dengan 25 sisi, 18 graf dengan 26 sisi, 7 graf dengan 27 sisi, 3 graf
dengan 28 sisi, 1 graf dengan 29 sisi, dan 1 graf dengan 30 sisi.
Proposisi 4.1.10.
Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari enam simpul ada
sebanyak 5.096.
Bukti:
Diketahui graf G dengan himpunan simpul V = {1,2,3,4,5,6}.

Dari proposisi 4.1.9 indeks siklik dari S¢ adalah

1
Z(SG ;xl,xZ,X3,X4, x5, x6) = m(x16 + 15x14x2 + 40x13X3 + 90x12X4 +

144x,xs + 120xg + 45x,2x,2 + 120x, %53

+90x,x, + 40x32 + 15x,3).
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Karena dalam graf G sisi loop diperbolehkan, maka pasangan simpul yang

mungkin

terbentuk

dari

himpunan % yaitu

11,12,13,14,15,16,22,23, 24, 25,26, 33, 34, 35, 36, 44, 45, 46, 55, 56, 66.

Misal R adalah himpunan permutasi pasangan simpul di V. Hasil kali cycle yang

terbentuk di R, adalah:

). WREWEEO =1 2 345 6,

(i1
36
36

12
12

44
44

13
13

45
45

14
14

46
46

15
15

55
55

16
16

56
56

22 23 24 25 26 33 34 35
22 23 24 25 26 33 34 35

c6)

= (11)(12)(13)(14)(15)(16)(22)(23)(24)(25)(26)(33)(34)(35)(36)

(44)(45)(46)(55)(56)(66)

b). 12B)®(G)(6) = (

(22

36
36

12
21

44
44

13
23

45
45

14
24

46
46

15
25

55
55

16
26

56
56

123 4 5 6
213456)_’

22 23 24 25 26 33 34 35
11 13 14 15 16 33 34 35
66
66)

= (11 22)(12)(13 23)(14 24)(15 25)(16 26)(33)(34)(35)(36)(44)

(45)(46)(55)(56)(66)

o). (123)(#)(5)(6) = (

(22
36
16

12
23

44
44

13
21

45
45

14
24

46
46

1 2 3 4 5 6
231456)_’

15
25

55
55

16
26

56
56

22 23 24 25 26 33 34 35
33 31 34 35 36 11 14 15

c6)

= (1122 33)(12 23 31)(14 24 34)(15 25 35)(16 26 36)(44)(45)(46)
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(55)(56)(66)

d). (1234)(5)(6)=(§ i g 2)—’

(11 12 13 14 15 16 22 23 24 25 26 33 34 35
22 23 24 21 25 26 33 34 31 35 36 44 41 45

36 44 45 46 55 56 66)
46 11 15 16 55 56 66

= (1122 33 44)(12 23 34 14)(13 24)(15 25 35 45)(16 26 36 46)

(55)(56)(66)

o). (12345)(6)=(é g i g i 2)—>

(11 12 13 14 15 16 22 23 24 25 26 33 34 35
22 23 24 25 21 26 33 34 35 31 36 44 45 41

36 44 45 46 55 56 66)
46 55 51 56 11 16 66

= (1122 33 44 55)(12 23 34 45 15)(13 24 35 14 25)

(16 26 36 46 56)(16)

123 4 5 ¢
f). (123456)=(2 21 s . 1)—>

(11 12 13 14 15 16 22 23 24 25 26 33 34 35
22 23 24 25 26 21 33 34 35 36 31 44 45 46

36 44 45 46 55 56 66)
41 55 56 51 66 61 11

= (1122 33 44 55 66)(12 23 34 45 56 16 )(13 24 35 46 15 26)

(14 25 36)

RN

3 4 5 6)_q

4 3 5 6

(11 12 13 14 15 16 22 23 24 25 26 33 34 35
22 21 24 23 25 26 11 14 13 15 16 44 43 45

2. 1236 = (5
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36 44 45 46 55 56 66)
46 33 35 36 55 56 66

= (11 22)(12)(13 24)(14 23)(15 25)(16 26)(33 44)(34)(35 45)
(36 46)(55)(56)(66)

h). (12)(345)(6) = (} MR

(11 12 13 14 15 16 22 23 24 25 26 33 34 35
22 21 24 25 23 26 11 14 15 13 16 44 45 43

36 44 45 46 55 56 66)
46 55 53 56 33 36 66

= (11 22)(12)(13 24 15 23 14 25)(16 26)(33 44 55)(34 45 53)

(36 46 56)(66)

i). (12)(3456) = (;

(11 12 13 14 15 16 22 23 24 25 26 33 34 35
22 21 24 25 26 23 11 14 15 16 13 44 45 46

36 44 45 46 55 56 66)
43 55 56 53 66 63 33

= (11 22)(12)(13 24 15 26)(14 25 16 23)(33 44 55 66)(34 45 56 36)

(35 46)

i). (123)(456) = (;

(11 12 13 14 15 16 22 23 24 25 26 33 34 35
22 23 21 25 26 24 33 31 35 36 34 11 15 16

36 44 45 46 55 56 66)
14 55 56 54 66 64 44

= (1122 33)(12 23 13)(14 25 36)(15 26 34)(16 24 35)(44 55 66)

(45 56 64)

2 4 5 6)_%
1 3 6 5

S W

k). (12)(34)(56) = (;



Sehingga tipe untai dan indeks siklik dari anggota-anggota R, yaitu
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(11 12 13 14 15 16 22 23 24 25 26 33 34 35
22 21 24 23 26 25 11 14 13 16 15 44 43 46

36 44 45 46 55 56 66)
45 33 36 35 66 65 55

= (11 22)(12)(13 24)(14 23)(15 26)(16 25)(33 44)(34)(35 46)

(36 45) (55 66)(65)

(1). Tipe untai [21,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik

2).

3).

(4).

(5).

(6).

(7).

(8).

y,%! ada sebanyak 1 anggota.

Tipe untai [11,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik

y:11y,5 ada sebanyak 15 anggota.

Tipe untai [6,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
y,%y3° ada sebanyak 40 anggota.

Tipe untai [3,1,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
y13y,y,* ada sebanyak 90 anggota.

Tipe untai [1,0,0,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
y,ys* ada sebanyak 144 anggota.

Tipe untai [0,0,1,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
Y3V ada sebanyak 120 anggota.

Tipe untai [5,8,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
y,°v,® ada sebanyak 45 anggota.

Tipe untai [2,2,3,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan

¥12y,%y33y, ada sebanyak 120 anggota.

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

siklik

siklik

siklik

siklik

siklik

siklik
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(9). Tipe untai [1,2,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik
y1Y22y,* ada sebanyak 90 anggota.

(10). Tipe untai [0,0,7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik
y5’ ada sebanyak 40 anggota.

(11). Tipe untai [3,9,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik
y:13y,° ada sebanyak 15 anggota.

Dengan demikian indeks siklik dari R, adalah

1
ZRe; Y1, Y2) 2 Y21) = m [)’121 + 153/1113’25 + 403/163735 + 903/133’23’44 +

144y, ys* 4+ 120y3y6° + 45y,°y,% + 120y, 2y,%y53ys
+90y,y,%y,* + 40y57 + 15y,3y,°]

Berdasarkan Teorema Polya I untuk r = 2 diperoleh

1
Z(Rs; 2,2,...,2) = ==

=70 [221 +15.211.2% + 40.26.25 4 90.23.2.2% + 144.2.2*

+120.2.23 + 45.25.28 + 120.22.22.23.2
+90.2.22.2% + 40.27 + 15.23.2°]
= 5096
Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari enam simpul ada sebanyak
5096 graf.
Keadaan-keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul yaitu:
(1). z°: tidak ada sisi antara dua simpul.

(2). z%: ada sisi antara dua simpul.
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Dan berdasarkan Teorema Polya II dengan mensubsitusikan y; = 1 + z,
y,=12+2%, y; =13+ 23y, = 1%+ z*%, ys =154+ 25 dan 1y, =16+ 2°

diperoleh indeks siklik R4 sebagai berikut:
1
Z(Re; Y1, Y20 s Y21) = 720 [(1+2)? +15(1 +2)* (1 +z2)° +

401+ 2)°(1+23)°+90(1 +2)3(1 + z2)(1 + zH)*
+144(1+2) (1 +z5*+120(1 + z3)(1 + z%)3 +
45(1+2)°(1 +2z%)8 + 120(1 + 2)%(1 + z?)?
(1+2z3)31+2z%+90(1 +2)(1 +22)%(1 + zH)*
+40(1 +2z3)7 +15(1 + 2)3(1 + z?)?]
=1+ 2z + 5z% + 1423 + 352* + 832> + 1732° +
308z7 + 487z% + 6662° + 7742'° 4+ 774z +
666212 + 487713 + 308z + 17321° + 83216 +
35217 + 14218 + 5219 + 2220 4 z21
Artinya dari n = 6 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 2 graf dengan 1 sisi, 5
graf dengan 2 sisi, 14 graf dengan 3 sisi, 35 graf dengan 4 sisi, 83 graf dengan 5
sisi, 173 graf dengan 6 sisi, 308 graf dengan 7 sisi, 487 graf dengan 8 sisi, 666
graf dengan 9 sisi, 774 graf dengan 10 sisi, 774 graf dengan 11 sisi, 666 graf
dengan 12 sisi, 487 graf dengan 13 sisi, 308 graf dengan 14 sisi, 173 graf dengan
15 sisi, 83 graf dengan 16 sisi, 35 graf dengan 17 sisi, 14 graf dengan 18 sisi, 5

graf dengan 19 sisi, 2 graf dengan 20 sisi, dan 1 graf dengan 21 sisi.
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Proposisi 4.1.11.

Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari tujuh simpul ada

sebanyak 2.302.938.

Bukti:

Diketahui multigraf G dengan himpunan simpul V = {1,2,3,4,5,6,7}.

Misal S, adalah grup simetri yang terbentuk dari himpunan V, maka banyaknya

anggota dari S, adalah 7! = 1.2.3.4.5.6.7 = 5040

Dengan bantuan program maple diperoleh bentuk-bentuk hasil kali cycle yang

saling asing dari grup S, beserta banyak anggota yang sejenis, yaitu:

(1),

2).

).

(4).

(5).

(6).

(7).

(8).

9).

(10).
(11).

(12).

Bentuk (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7) dengan banyak anggota yang sejenis ada 1
buah.

Bentuk (12)(3)(4)(5)(6)(7) dengan banyak anggota yang sejenis ada 21
buah.

Bentuk (123)(4)(5)(6)(7) dengan banyak anggota yang sejenis ada 70
buah.

Bentuk (1234)(5)(6)(7) dengan banyak anggota yang sejenis ada 210
buah.

Bentuk (12345)(6)(7) dengan banyak anggota yang sejenis ada 504 buah.
Bentuk (123456)(7) dengan banyak anggota yang sejenis ada 840 buah.
Bentuk (1234567) dengan banyak anggota yang sejenis ada 720 buah.
Bentuk (12)(34)(5)(6)(7) dengan banyak anggota yang sejenis ada 105
buah.

Bentuk (12)(34)(56)(7) dengan banyak anggota yang sejenis ada 105
buah.

Bentuk (12)(34)(567) dengan banyak anggota yang sejenis ada 210 buah.
Bentuk (12)(345)(6)(7) dengan banyak anggota yang sejenis ada 420
buah.

Bentuk (12)(3456)(7) dengan banyak anggota yang sejenis ada 630 buah.



109

(13). Bentuk (12)(34567) dengan banyak anggota yang sejenis ada 504 buah.
(14). Bentuk (123)(456)(7) dengan banyak anggota yang sejenis ada 280 buah.
(15). Bentuk (123)(4567) dengan banyak anggota yang sejenis ada 420 buah.

Sehingga tipe untai dan indeks siklik dari bentuk-bentuk hasil perkalian cycle di

atas adalah:

(1)

2).

3).

(4).

().

(6).

(7).

(8).

9).

Untuk tipe untai [7,0,0,0,0,0,0] ada sebanyak 1 buah dengan indeks siklik
x;”.

Untuk tipe untai[5,1,0,0,0,0,0] ada sebanyak 21 buah dengan indeks siklik
x1°%,.

Untuk tipe untai [4,0,1,0,0,0,0] ada sebanyak 70 buah dengan indeks siklik
x4 x5

Untuk tipe untai [3,0,0,1,0,0,0] ada sebanyak 210 buah dengan indeks siklik
x,3x,.

Untuk tipe untai [2,0,0,0,1,0,0] ada sebanyak 504 buah dengan indeks siklik
X2,

Untuk tipe untai [1,0,0,0,0,1,0] ada sebanyak 840 buah dengan indeks siklik
X1 Xg.

Untuk tipe untai [0,0,0,0,0,0,1] ada sebanyak 720 buah dengan indeks siklik
X7.

Untuk tipe untai [3,2,0,0,0,0,0] ada sebanyak 105 buah dengan indeks siklik
x13%,2.

Untuk tipe untai [1,3,0,0,0,0,0] ada sebanyak 105 buah dengan indeks siklik

X1 %53,
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(10). Untuk tipe untai [0,2,1,0,0,0,0] ada sebanyak 210 buah dengan indeks siklik
x,2x5.

(11). Untuk tipe untai [2,1,1,0,0,0,0] ada sebanyak 420 buah dengan indeks siklik
X1 2%5%3.

(12). Untuk tipe untai [1,1,0,1,0,0,0] ada sebanyak 630 buah dengan indeks siklik
X1XXy.

(13). Untuk tipe untai [0,1,0,0,1,0,0] ada sebanyak 504 buah dengan indeks siklik
X Xs.

(14). Untuk tipe untai [1,0,2,0,0,0,0] ada sebanyak 280 buah dengan indeks siklik
x1X32.

(15). Untuk tipe untai [0,0,1,1,0,0,0] ada sebanyak 420 buah dengan indeks siklik
X3Xy4.

Dengan demikian menurut Definisi 2.12 indeks siklik dari S, yaitu

Z(S7;%1, Xy, X3, X4, X5, X7) = (x,7 + 21x,°x, + 70x,*x3 + 210x,3x, +

5040
504x,%xs + 840x,xs + 720x, + 105x,3x,2
+105x;x,3 + 210x,2x5 + 420x, 2x,x5 +
630x,x,x4 + 504x,x5 + 280x,x32
+420x3x,)

Pasangan simpul yang mungkin terbentuk dari himpunan V yaitu

12,13,14,15,16,17,23, 24,25, 26,27,34, 35, 26,37,45,46,47,56,57, 67.

Misal R, adalah himpunan permutasi pasangan simpul di V. Diperoleh hasil kali

cycle di R, adalah sebagai berikut:
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) MEE®WEEOM=( 231327,

(12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36
12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36

37 45 46 47 56 57 67\ _
37 45 46 47 56 =7 67)—(12)(13)(14)(15)(16)(17)(23)

(24)(25)(26)(27)(34)(35)(36)(37)(45)(46)(47)(56)(57)(67)

b. EO@WEEOM=(} 2 31567,

(12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36
21 23 24 25 26 27 13 14 15 16 17 34 35 36

37 45 46 47 56 57 67
=(12)(13 23)(14 24)(15 25
37 45 46 47 56 57 67) (12)( ) ) )

(16 26)(17 27)(34)(35)(36) (37)(45)(46)(47) (56)(57) (67)

0. azWEEOM=() 2 3P0,

(12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36
23 21 24 25 26 27 31 34 35 36 37 14 15 16

37 45 46 47 56 57 67
=(122313)(14 24 34)(1525 35
17 45 46 47 56 57 67) ( X X )

(16 26 36)(17 27 37)(45)(46)(47)(56)(57)(67)

0. aEEOM=(3 5 34267,

(12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36
23 24 21 25 26 27 34 31 35 36 37 41 45 46

37 45 46 47 56 57 67
=(12233414)(13 24
47 15 16 17 56 57 67) ( 33 ) )

(15 25 35 45)(16 26 36 46)(17 27 37 47)(56)(57)(67)

o). (12345)(6)(7)=(% g i g i 2 ;)—’
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(12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36
23 24 25 21 26 27 34 35 31 36 37 45 41 46

37 45 46 47 56 57 67\ _
47 51 56 57 16 17 67)—(1223344515)(1324351425)

(16 2636 46 56)(17 27 37 47 57)(67)

123456 7
D (123456 =(; 5 4 5 ¢ 1 7)_)

(12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36
23 24 25 26 21 27 34 35 36 31 37 45 46 41

37 45 46 47 56 57 67\ _
v Se 51 57 o1 oy 19)=(122334455616)

(13 24 35 46 15 26)(14 25 36)(17 27 37 47 57 67)
2 3 4 5 6 7)_)
3456 7 1

(12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36
23 24 25 26 27 21 34 35 36 37 31 45 46 47

N =

g). (1234567) = (

37 45 46 47 56 57 67\ _
W 5o 57 51 o7 o1 o1)=(12233445566717)

(13 24 35 46 57 16 27) (14 25 36 47 15 26 37)
2 3 45 6 7
1 4 3 5 ¢ 7)_’

(12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36
21 24 23 25 26 27 14 13 15 16 17 43 45 46

b). 1EHEO) = (;

37 45 46 47 56 57 67\ _
w7 3% 36 37 se o 67)_(12)(1324)(1423)(1525)

(16 26)(17 27)(34) (35 45)(36 46) (37 47)(56)(57)(67)
D). (12)(3 4)(5 6)(7) = (; i i

(12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36
21 24 23 26 25 27 14 13 16 15 17 43 46 45
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37 45 46 47 56 57 67\ _
47 36 35 37 65 67 57)-—(12)(1324)(1423)(1526)

(16 25)(17 27)(34)(35 46)(36 45)(37 47)(56) (57 67)

. aneaeen=(5 2 2 %0 A

(12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36
21 24 23 26 27 25 14 13 16 17 15 43 46 47

37 45 46 47 56 57 67\ _
45 36 37 35 67 65 75)—(12)(1324)(1423)

(15 26 17 25 16 27)(34)(35 46 37 45 36 47)(56 67 57)

. EmEm=( 3PN,

(12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36
21 24 25 23 26 27 14 15 13 16 17 45 43 46

37 45 46 47 56 57 67\ _
w7 53 56 57 36 a7 67)_(12)(132415231425)(1626)

(17 27)(34 45 35)(36 46 56)(37 47 57)(67)

12 3 6 7
D 12E40N =(, | ; 7)—>
(12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36

21 24 25 26 23 27 14 15 16 13 17 45 46 43

37 45 46 47 56 57 67\ _
w7 Se 53 57 e3 o 37)_(12)(13241526)(14251623)

(17 27)(34 45 56 36)(35 46)(37 47 57 67)

1 2 3 4 5
m).(12)(34567)=(2 T a s . g Z)—>

(12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36
21 24 25 26 27 23 14 15 16 17 13 45 46 47

37 45 46 47 56 57 67)
43 56 57 53 67 63 73

(12)(13 24152617 23142516 27)(34 45 56 67 37)(3546 57 36 47)



n). (123)(456)(7) = (%

(55
37
17

13
21

45
56

14
25

46
54

15
26

47
57

w N

16
24

56
64

57
67

4
5
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5 6 7)_)

6 4 7

23 24 25 26 27 34 35 36
31 35 36 34 37 15 16 14

i;) = (12 23 13)(14 25 36)(15 26 34)

(16 24 35)(17 27 37)(45 56 46)(47 57 67)

0). (123)(4567) = G

(25

37
14

13
21

45
56

14
25

46
57

15
26

47
54

56
67

17
24

57
64

23 24 25 26 27 34 35 36
31 35 36 37 34 15 16 17

67\ _
74) = (122313)

(14 25 36 17 24 35 16 27 34 15 26 37)(45 56 67 47) (46 57)

Tipe untai dan indeks siklik dari anggota-anggota R yaitu

(1). Tipe untai [21,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik

y1%! ada sebanyak 1 anggota.

(2). Tipe untai [11,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik

y:11y,° ada sebanyak 21 anggota.

(3). Tipe untai [6,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik

y16y35 ada sebanyak 70 anggota.

(4). Tipe untai [3,1,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik

y13y,y.* ada sebanyak 210 anggota.

(5). Tipe untai [1,0,0,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan indeks siklik

y1Ys* ada sebanyak 504 anggota.



(6).

(7).

(8).

(9).

(10).

(11).

(12).

(13).

(14).

(15).

Tipe untai [0,0,1,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
y3Ye> ada sebanyak 840 anggota.

Tipe untai [0,0,0,0,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
y,3 ada sebanyak 720 anggota.

Tipe untai [5,8,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
y:°y,® ada sebanyak 105 anggota.

Tipe untai [3,9,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
y13y,° ada sebanyak 105 anggota.

Tipe untai [2,2,1,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
¥12¥,%y3Y4% ada sebanyak 210 anggota.

Tipe untai [2,2,3,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
29,933y, ada sebanyak 420 anggota.

Tipe untai [1,2,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
y1Y,2y,* ada sebanyak 630 anggota.

Tipe untai [1,0,0,0,2,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
y1Vs2y10 ada sebanyak 504 anggota.

Tipe untai [0,0,7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
y5” ada sebanyak 280 anggota.

Tipe untai [0,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan

V,V3VaY1 ada sebanyak 420 anggota.

Jadi indeks siklik dari R, adalah

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks
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siklik

siklik

siklik

siklik

siklik

siklik

siklik

siklik

siklik

siklik

1 5
ZR7; Y1, Y2) 2 Y21) = oo v [}’121 + 21)’1113’25 + 703’163’3 + 2103’133’23’44 +

5040
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504y, ys* + 840y,y,3 + 720y,° 4+ 105y,°y,8 +

105y,%y,° + 210y, °y,2y3 Y62 +

2
420y,%y," y33y6 + 630y1y,°y,* +

504y, y52y10 + 280y3” + 420Y,Y3Y4Y12]-

Berdasarkan Teorema Polya I untuk r = 3 diperoleh

Z(R;;3,3,...,3) [321 + 21.3%%.35 4+ 70.36.35 + 210.33.3.3* +

~ 5040
504.3.3* + 840.3.33 + 720.33 + 105.3°.3% +
105.33.3% +210.32.32.3.32 + 420.3%2.32.33.3 +
630.3.32.3* + 504.3.32.3 + 280.37 + 420.3.3.3.3]

= 2302938

Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari tujuh simpul ada sebanyak

2.302.938 graf.

Keadaan-keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul yaitu:

(1). z°: tidak ada sisi antara dua simpul.

(2). z': ada sisi antara dua simpul.

(3). z?: ada sisi rangkap antara dua simpul.

Dan berdasarkan Teorema Polya II dengan mensubsitusikan y; = 1 + z + z2,

y, =12+ 224 (222, y3 =13+ 23 + (z2)3, y, = 1* + z* + (z)*,

ys =15 + 25 4 (22)°, yo =16+ 2 + (228, y, =17 + 27 + (2%)7,

Vio = 1194+ 210 + (2210 | y,, = 112 + 212 4+ (2?)12 diperoleh indeks siklik R;:

1
ZR7 Y10 ¥21) =g oL+ 2+ z?)? 4+ 21(1+ 2z + 2" (A + 2% + 2*)°

+70(1+z+2z%)°%(1 + 23 +z5)> +
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2101+ z+ 2231+ 22+ z*)3(1 + z* + z8)* +
504(1+z+2z)(1 +2° +2'0)* +
840(1 +z° +z°)(1 + z° + z'%)* + 720(1 + z7 + z'*)?
+105(1 +z+z2)°(1 + z2 + zH)B +
105(1+z+2z%)3(1 + 2% + z*)° + 210(1 + z + z*)?
A+2z2+2z92A+2° + 21 +2° +2M)% +
4201+ z+2z3)?2(1 + z? + zH)2(1 + z3 + z°)3
(1+2z°+2z2)+630(1+z+2z%)(1+ 2% +z%?
(1+2z*+28)*+504(1 + z+ z2)(1 + z° + 2z19)?
(14 2% 4+ 229) + 280(1 + z3 + z°)7 + 420(1 + z2 + z%)
A+z2+2z9A +2z*+zY) + 212 + z2Y).
=1+2z+32z%+72%+ 19z* + 482° + 1302z° + 31627 +
77628 + 17862° + 3909z1° + 7980z + 15329212 +
2734273 + 456412z + 709312 + 10296226 +
139385217 + 17646028 + 2085492'° + 2306702z2° +
238448221 + 23067022 + 208549223 + 176460z2%* +
139385225 + 10296222° + 709312%7 + 45641228 +
273422%° + 1532923° + 798023 + 3909232 + 1786233
+77623* +31623° + 130236 + 48237 + 19238 + 7239 +
3240 + z41 + 242,
Artinya dari n = 7 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 1 graf dengan 1 sisi, 3
graf dengan 2 sisi, 7 graf dengan 3 sisi, 19 graf dengan 4 sisi, 48 graf dengan 5

sisi, 130 graf dengan 6 sisi, 316 graf dengan 7 sisi, 776 graf dengan 8 sisi, 1786
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graf dengan 9 sisi, 3909 graf dengan 10 sisi, 7980 graf dengan 11 sisi, 15239 graf
dengan 12 sisi, 27342 graf dengan 13 sisi, 45641 graf dengan 14 sisi, 70931 graf
dengan 15 sisi, 102962 graf dengan 16 sisi, 139385 graf dengan 17 sisi, 176460
graf dengan 18 sisi, 208549 graf dengan 19 sisi, 230670 graf dengan 20 sisi,
238448 graf dengan 21 sisi, 230670 graf dengan 22 sisi, 208549 graf dengan 23
sisi, 176460 graf dengan 24 sisi, 139385 graf dengan 25 sisi, 102962 graf dengan
26 sisi, 70931 graf dengan 27 sisi, 45641 graf dengan 28 sisi, 27342 graf dengan
29 sisi, 15329 graf dengan 30 sisi, 7980 graf dengan 31 sisi, 3909 graf dengan 32
sisi, 1786 graf dengan 33 sisi, 776 graf dengan 34 sisi, 316 graf dengan 35 sisi,
130 graf dengan 36 sisi, 48 graf dengan 37 sisi, 19 graf dengan 38 sisi, 7 graf
dengan 39 sisi, 3 graf dengan 40 sisi, 1 graf dengan 41 sisi, dan 1 graf dengan 42
sisi.
Proposisi 4.1.12.

Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari tujuh simpul ada
sebanyak 79.264.
Bukti:
Diketahui graf G dengan himpunan simpul V = {1,2,3,4,5,6,7}.

Dari proposisi 4.1.11 indeks siklik dari S; adalah

Z(S7;x1, Xy, X3, X4, X5, X7) = (17 + 21x,°x, + 70x,*x3 + 210x,3x, +

5040
504x,%xs + 840x,x¢ + 720x, + 105x,3x,>
+105x;x,3 + 210x,%x5 + 420x, 2x,x3 +
630x;x,x4 + 504x,x5 + 280x;x32

+420x3x,)
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Karena dalam graf G sisi loop diperbolehkan, maka pasangan simpul yang

mungkin terbentuk dari himpunan % yaitu

11,12,13,14,15,16,17,22,23, 24,25, 26,27, 33,34, 35,36,37, 44, 45, 46,47,

55,56,57,66,67,77. Misal R, adalah himpunan permutasi pasangan simpul di V.

Hasil kali cycle yang terbentuk di R, adalah:

a).

b).

L (123)D GO = (

w@EWeEM=( 33 4267,

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77

= (11)(12)(13)(14)(15)(16)(17)(22)(23)(24)(25)(26)(27)(33) (34)

(35)(36)(37)(44)(45)(46)(47)(55)(56)(57)(66)(67)(77)

@EO®WEOM=( > 310N,

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 21 23 24 25 26 27 11 13 14 15 16 17 33

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77

= (11 22)(12)(13 23)(14 24)(15 25)(16 26)(17 27)(33)(34)(35)
(36)(37)(44)(45)(46)(47)(55)(56)(57)(66)(67)(77)

1 23 45 6 7
2314567)_’

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 23 21 24 25 26 27 33 31 34 35 36 37 11

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
14 15 16 17 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77

= (1122 33)(12 23 31)(14 24 34)(15 25 35)(16 26 36)(17 27 37)
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(44)(45)(46)(47)(55)(56)(57)(66)(67)(77)

1 2 3 4 5 6 7)

d). (1234)(5)(6)(7)=(z 34156 7°

9. (1234567) = (

.(12345)(6)(7)=(2 3 451 6

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 23 24 21 25 26 27 33 34 31 35 36 37 44

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
41 45 46 47 11 15 16 17 55 56 57 66 67 77

= (112233 44)(12 23 34 41)(13 24 )(15 25 35 45)(16 26 36 46)
(17 27 37 47)(55)(56) (57)(66) (67)(77)

1234567)_)
7

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 23 24 25 21 26 27 33 34 35 31 36 37 44

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
45 41 46 47 55 51 56 57 11 16 17 66 67 77

= (11223344 55)(12 23 344551 )(13 24 35 41 25)(16 26 36 46 56)

(17 27 37 47 57)(66)(67)(77)

s =(; 5 5 ¢ 2 & )~

3
4 5 6 1 7

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 23 24 25 26 21 27 33 34 35 36 31 37 44

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
45 46 41 47 55 56 51 57 66 61 67 11 17 77

— (112233 44 55 66)(12 23 34 45 56 16) (13 24 35 46 15 26)
(14 25 36)(17 27 37 47 57 67)(77)

1 23 456 7

2 3 45 6 7 1)_)

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 23 24 25 26 27 21 33 34 35 36 37 31 44



h).

1

). (12)(34)(56)(7) = (;

121

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
45 46 47 41 55 56 57 51 66 67 61 77 71 11

=(11223344556677)(122334455667 17)(13 24354657 16 27)

(14 25 36 47 15 26 37)

weyEEOm=(; 2 326,

3
4 6 7

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 21 24 23 25 26 27 11 14 13 15 16 17 44

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
43 45 46 47 33 35 36 37 55 56 57 66 67 77

= (11 22)(12)(13 24)(14 23)(15 25)(16 26)(17 27)(33 44)(34)
(35 45)(36 46)(37 47)(55)(56)(57)(66)(67)(77)

4 5 6 7)_ﬁ

2 3
1 4 3 6 5 7

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 21 24 23 26 25 27 11 14 13 16 15 17 44

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
43 46 45 47 33 36 35 37 66 65 67 55 57 77

= (11 22)(12)(13 24)(14 23)(15 26)(16 25)(17 27)(33 44)(34)

(35 46)(36 45)(37 47)(55 66)(56) (57 67)(77)
/1 23 45 6 7
(12)(34)(567)‘(2 1 4 3 6 7 5)_’

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 21 24 23 26 27 25 11 14 13 16 17 15 44

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
43 46 47 45 33 36 37 35 66 67 65 77 75 55

= (1122)(12)(13 24)(14 23)(15 26 17 25 16 27)(33 44)(34)

(354637 453647)(55 66 77)(56 67 57)
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2 3 45 6 7
145367)_)

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 21 24 25 23 26 27 11 14 15 13 16 17 44

N =

k). (12)(345)(6)(7) = (

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
45 43 46 47 55 53 56 57 33 36 37 66 67 77

= (1122)(12)(13 24 15 23 14 25)(16 26)(17 27)(33 44 55)(34 45 35)

(36 46 56)(37 47 57)(66)(67)(77)

D anesem=(3 53 1507,

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 21 24 25 26 23 27 11 14 15 16 13 17 44

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
45 46 43 47 55 56 53 57 66 63 67 33 37 77

= (11 22)(12)(13 24 15 26)(14 25 16 23)(17 27)(33 44 55 66)

(34 45 56 36)(35 46)(37 47 57 67)(77)

12 3 4 5
m).(12)(34567)=(2 T as . ? ;)—>

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 21 24 25 26 27 23 11 14 15 16 17 13 44

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
45 46 47 43 55 56 57 53 66 67 63 77 73 33

= (1122)(12)(13 24 15 26 17 23 14 25 16 27)(33 44 55 66 77)

(34 45 56 67 37)(35 46 57 36 47)

1

n. 2EsOn =3 2 5 &> €7

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 23 21 25 26 24 27 33 31 35 36 34 37 11

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67 77)
15 16 14 17 55 56 54 57 66 64 67 44 47 77
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= (1122 33)(12 23 13)(14 25 36)(15 26 34)(16 24 35)(17 27 37)

(44 55 66)(45 56 46)(47 57 67)(77)

1

0). (123)(4567) = (2

(11 12 13 14 15 16 17 22 23 24 25 26 27 33
22 23 21 25 26 27 24 33 31 35 36 37 34 11

34 35 36 37 44 45 46 47 55 56 57 66 67
15 16 17 14 55 56 57 54 66 67 64 77 74

=(112233)(122313)(14 253617 243516 27 34 15 26 37)

(44 55 66 77)(45 56 67 47)(46 57)

Sehingga tipe untai dan indeks siklik dari anggota-anggota R, yaitu

(D).

).

3).

4.

(5).

(6).

(7).

Tipe untai [28,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik y, %8 ada sebanyak 1 anggota.

Tipe untai [16,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik y,16y,% ada sebanyak 21 anggota.

Tipe untai [10,0,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik y,1%y,% ada sebanyak 70 anggota.

Tipe untai [6,1,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik y;°y,y,° ada sebanyak 210 anggota.

Tipe untai [3,0,0,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik y;3y<5 ada sebanyak 504 anggota.

Tipe untai [1,0,1,0,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik y; y;y¢* ada sebanyak 840 anggota.

Tipe untai [0,0,0,0,0,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

indeks siklik y,* ada sebanyak 720 anggota.

)

dengan
dengan
dengan
dengan
dengan
dengan

dengan
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(8). Tipe untai [8,10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y,8y,19 ada sebanyak 105 anggota.

(9). Tipe untai [4,12,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y;*y,1? ada sebanyak 105 anggota.

(10). Tipe untai [2,4,2,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y;2y,*y;2y,? ada sebanyak 210 anggota.

(11). Tipe untai [4,3,4,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y;*y,3y;*y, ada sebanyak 420 anggota.

(12). Tipe untai [2,3,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y;2y,3y,° ada sebanyak 630 anggota.

(13). Tipe untai [1,1,0,0,3,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik v, y,ys3y1, ada sebanyak 504 anggota.

(14). Tipe untai [1,0,9,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y,y;° ada sebanyak 280 anggota.

(15). Tipe untai [0,1,2,2,0,0,0,0,0,0,0,12,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik v,y32v,2y,, ada sebanyak 420 anggota.

Dengan demikian indeks siklik dari R, adalah

1

2040 [y128 4 21y, 6,6 + 70y, %y, 4+ 210y, °y,y,° +

Z(R7;Y1, Y2, » Y28) =
504y,3ys® + 840y,y;y¢* + 720y,* + 105y,8y,10 +
105y, *y,'% + 210y12y,*y3%ye® + 420y1*y,3y3*ye +
630y1°y,°y4> + 504y,y,y5°y10 + 280y, y5° +

420Y,Y3%Y4*y12]
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Berdasarkan Teorema Polya I untuk r = 2 diperoleh

1
Z(R7; 2.2, .,2) = £ [2%° +21.210.26 4 70.210.26 4 210.2°.2.2° +

504.23.25 + 840.2.2.2* + 720.2* + 105.28.210 +
105.2%.212 + 210.22.2%.22.22 + 420.2%.23.2%.2 +
630.22.23.25 + 504.2.2.23.2 + 280.2.2°
+420.2.22.22.2]
= 79264

Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari tujuh simpul ada sebanyak

79.264 graf.

Keadaan-keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul yaitu:

(1). z°: tidak ada sisi antara dua simpul.

(2). z': ada sisi antara dua simpul.

Dan berdasarkan Teorema Polya II dengan mensubsitusikan y; = 1 + z,

y, =1242%, y; =134+ 23y, =1* + z*, ys = 15+ 25, yg = 1° + 2

y, =17+ 27, yi0 = 1% + 21° dan y,, = 112 4 712

diperoleh indeks siklik R sebagai berikut:

1
Z(R7; Y1, Y2, »Y28) = 2020 [(1+2)22+21(1 + 2)*°(1 + z%)° +70(1 + 2)*°

(1+23°+2101 +2)°(1 +z2)(1 + z%)°> +
504(1 4+ 2)3(1 + z°)° +840(1 + 2)(1 + z?)
(14+2z9*+720(1 +2z7)* 4+ 105(1 + 2)8(1 + z2)10
+105(1 + 2)*(1 + z%)*? + 210(1 + 2)?(1 + z®)*

(142321 +2%%+420(1 + 2)*(1 + z?)3
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(1+23)*(1 +2°% +630(1 +2)%2(1 +2z2)3(1 + z%)°
+504(1+2)(1 + 2z (1 + z5)3(1 + 2z1°) +
280(1 4+ 2)(1 + z3)° + 420(1 + z2)(1 + z3)?
(1+2z%%(1 + z1?)]
=1+ 2z+52z%+ 1423 + 37z* + 9825 + 2522° + 585z
+123928 + 23962° + 41352!° + 6340z + 863022
+10381z'% + 11034z + 103812 + 8630z'° +
634027 + 413528 + 239621° + 123922° + 585221 +
252722 + 98223 4 372%* + 142%° + 5226 + 22%7 + z%8.
Artinya dari n = 7 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 2 graf dengan 1 sisi, 5
graf dengan 2 sisi, 14 graf dengan 3 sisi, 37 graf dengan 4 sisi, 98 graf dengan 5
sisi, 252 graf dengan 6 sisi, 585 graf dengan 7 sisi, 1239 graf dengan 8 sisi, 2396
graf dengan 9 sisi, 4135 graf dengan 10 sisi, 6340 graf dengan 11 sisi, 8630 graf
dengan 12 sisi, 10381 graf dengan 13 sisi, 11034 graf dengan 14 sisi, 10381 graf
dengan 15 sisi, 8630 graf dengan 16 sisi, 6340 graf dengan 17 sisi, 4135 graf
dengan 18 sisi, 2396 graf dengan 19 sisi, 1239 graf dengan 20 sisi, 585 graf
dengan 21 sisi, 252 graf dengan 22 sisi, 98 graf dengan 23 sisi, 37 graf dengan 24
sisi, 14 graf dengan 25 sisi, 5 graf dengan 26 sisi, 2 graf dengan 27 sisi, dan 1 graf
dengan 28 sisi.
Proposisi 4.1.13.
Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari delapan simpul ada

sebanyak 591.901.884.
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Bukti:

Diketahui multigraf G dengan himpunan simpul V = {1,2,3,4,5,6,7,8}.

Misal Sg adalah grup simetri yang terbentuk dari himpunan V, maka banyaknya

anggota dari Sg adalah 8! = 1.2.3.4.5.6.7.8 = 40320

Dengan bantuan program maple diperoleh bentuk-bentuk hasil kali cycle yang

saling asing dari grup Sg beserta banyak anggota yang sejenis, yaitu:

(1)

2).

).

(4).

(5).

(6).

(7).

(8).

(9).

(10).

(11).

(12).

(13).

Bentuk (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada
1 buah.

Bentuk (12)(3)(4)(5)(6)(7)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada
28 buah.

Bentuk (123)(4)(5)(6)(7)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada 112
buah.

Bentuk (1234)(5)(6)(7)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada 420
buah.

Bentuk (12345)(6)(7)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada 1344
buah.

Bentuk (123456)(7)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada 3360
buah.

Bentuk (1234567)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada 5760 buah.
Bentuk (12345678) dengan banyak anggota yang sejenis ada 5040 buah.
Bentuk (12)(34)(5)(6)(7)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada 210
buah.

Bentuk (12)(345)(6)(7)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada 1120
buah.

Bentuk (12)(3456)(7)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada 2520
buah.

Bentuk (12)(34567)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada 4032
buah.

Bentuk (12)(345678) dengan banyak anggota yang sejenis ada 3360 buah.
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(14). Bentuk (123)(456)(7)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada 1120
buah.

(15). Bentuk (123)(4567)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada 3360
buah.

(16). Bentuk (123)(45678) dengan banyak anggota yang sejenis ada 2688 buah.

(17). Bentuk (1234)(5678) dengan banyak anggota yang sejenis ada 1260 buah.

(18). Bentuk (12)(34)(56)(7)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada 420
buah.

(19). Bentuk (12)(34)(56)(78) dengan banyak anggota yang sejenis ada 105
buah.

(20). Bentuk (12)(34)(567)(8) dengan banyak anggota yang sejenis ada 1680
buah.

(21). Bentuk (12)(34)(5678) dengan banyak anggota yang sejenis ada 1260
buah.

(22). Bentuk (12)(345)(678) dengan banyak anggota yang sejenis ada 1120
buah.

Sehingga tipe untai dan indeks siklik dari bentuk-bentuk hasil perkalian cycle di

atas adalah:

(1). Untuk tipe untai [8,0,0,0,0,0,0,0] ada sebanyak 1 buah dengan indeks siklik
x,8.

(2). Untuk tipe untai [6,1,0,0,0,0,0,0] ada sebanyak 28 buah dengan indeks
siklik x;°x,.

(3). Untuk tipe untai [5,0,1,0,0,0,0,0] ada sebanyak 112 buah dengan indeks
siklik x;5x.

(4). Untuk tipe untai [4,0,0,1,0,0,0,0] ada sebanyak 420 buah dengan indeks

siklik x;*x,.



().

(6).

7).

(8).

9).

(10).

(11).

(12).

(13).

(14).

(15).

Untuk tipe untai [3,0,0,0,1,0,0,0] ada
siklik x;3xs.
Untuk tipe untai [2,0,0,0,0,1,0,0] ada
siklik x;2%xg.
Untuk tipe untai [1,0,0,0,0,0,1,0] ada
siklik x;x-.
Untuk tipe untai [0,0,0,0,0,0,0,1] ada

siklik xg.

sebanyak 1344 buah dengan

sebanyak 3360 buah dengan

sebanyak 5760 buah dengan

sebanyak 5040 buah dengan

Untuk tipe untai [4,2,0,0,0,0,0,0] ada sebanyak 210 buah dengan

siklik x;*x,2.

Untuk tipe untai [3,1,1,0,0,0,0,0] ada
siklik x;3x,x5.

Untuk tipe untai [2,1,0,1,0,0,0,0] ada
siklik x;2x5,.

Untuk tipe untai [1,1,0,0,1,0,0,0] ada
siklik x;x,xc.

Untuk tipe untai [0,1,0,0,0,1,0,0] ada
siklik x,xg.

Untuk tipe untai [2,0,2,0,0,0,0,0] ada
siklik x;2x52.

Untuk tipe untai [1,0,1,1,0,0,0,0] ada

siklik x;x3x4.

sebanyak 1120 buah dengan

sebanyak 2520 buah dengan

sebanyak 4032 buah dengan

sebanyak 3360 buah dengan

sebanyak 1120 buah dengan

sebanyak 3360 buah dengan

129

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

indeks
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(16). Untuk tipe untai [0,0,1,0,1,0,0,0] ada sebanyak 2688 buah dengan indeks
siklik x5 x5.

(17). Untuk tipe untai [0,0,0,2,0,0,0,0] ada sebanyak 1260 buah dengan indeks
siklik x,2.

(18). Untuk tipe untai [2,3,0,0,0,0,0,0] ada sebanyak 420 buah dengan indeks
siklik x;%x,3.

(19). Untuk tipe untai [0,4,0,0,0,0,0,0] ada sebanyak 105 buah dengan indeks
siklik x,*.

(20). Untuk tipe untai [1,2,1,0,0,0,0,0] ada sebanyak 1680 buah dengan indeks
siklik x;2,2x3.

(21). Untuk tipe untai [0,2,0,1,0,0,0,0] ada sebanyak 1260 buah dengan indeks
siklik x,%x,.

(22). Untuk tipe untai [0,1,2,0,0,0,0,0] ada sebanyak 1120 buah dengan indeks
siklik x,x32.

Dengan demikian menurut Definisi 2.12 indeks siklik dari Sg yaitu

Z(Sg ; X1, X3, X3, X4, X5, X7, Xg) = (18 + 28x,%x, + 112x;,°x5 + 420x;*x,

40320
+1344x,3x5 + 3360x,%2x¢ + 5760x,x, +
5040xg + 210x;*x,2 + 1120x,3x,x5 +
2520x,2x,x4 + 4032x;x,x5 + 3360x,x, +
1120x;2%x52 + 3360x;x3%,4 + 2688x3x5 +
1260x,% + 420x,%x,3 + 105x,* +

1680x,x,2%x3 + 1260x,%x, + 1120x,x352)
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Pasangan simpul yang mungkin terbentuk dari himpunan V yaitu
12,13,14,15,16,17,18, 23, 24, 25,26, 27,28, 34, 35, 36,37, 38,45, 46,47, 48,
56,57,58,67, 68, 78. Misal Rg adalah himpunan permutasi pasangan simpul di V.

Diperoleh hasil kali cycle di Rg adalah sebagai berikut:

). WRAOEON®=(1 5 3 4 & o 2 9~

(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78

= (12)(13)(14)(15)(16) (17) (18)(23)(24)(25)(26) (27)(28) (34) (35)
(36)(37)(38)(45)(46)(47)(48)(56)(57)(58)(67)(68)(78)
1 2 3 45 6 7 8
b). ADEOWEON®=(; 1 3 4 5 ¢ 2 o)~

(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
21 23 24 25 26 27 28 13 14 15 16 17 18 34

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78

= (12)(13 23)(14 24)(15 25)(16 26)(17 27)(18 28)(34)(35)(36)(37)

(38)(45)(46)(47)(48)(56)(57)(58)(67)(68)(78)

O RIOOOD®=(, 3 7 4 5 ¢ 7 ¢)°

(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
23 21 24 25 26 27 28 31 34 35 36 37 38 14

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
15 16 17 18 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78

= (12 23 13)(14 24 34)(15 25 35)(16 26 36)(17 27 37)(18 28 38)

(45)(46)(47)(48)(56)(57)(58)(67)(68)(78)



132

N~
w N
BSow
NN
v U1
[e)3Ne))
N
@9
!

d). (1238)(5)(6)(7)(8) = (

4 25 26 27 28 34
1

(12 13 14 15 16 17 18 23
35 36 37 38 41

2
23 24 21 25 26 27 28 34 3

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
45 46 47 48 15 16 17 18 56 57 58 67 68 78

— (12 23 34 14)(13 24)(15 25 35 45)(16 26 36 46)(17 27 37 47)
(18 28 38 48)(56)(57)(58)(67)(68)(78)
¢). (12345)(6)(7)(8) = (; g i g i 2 ; g) R

(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
23 24 25 21 26 27 28 34 35 31 36 37 38 45

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
41 46 47 48 51 56 57 58 16 17 18 67 68 78

= (12 23 34 45 15)(13 24 35 14 25)(16 26 36 46 56)(17 27 37 47 57)

(18 28 38 48 58)(67)(68)(78)
123456 78

) (123456)(7)(8)—(2 T 15 e 1 4 8)—>
(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
23 24 25 26 21 27 28 34 35 36 31 37 38 45

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
46 41 47 48 56 51 57 58 61 67 68 17 18 78

= (12 23 34 4556 16)(13 24 35 46 15 26) (14 25 36)

(17 27 37 47 57 67)(18 28 38 48 58 68)(78)

12 3 6 7
9. (1234567)®) = (; 5 o o7 %) -

(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
23 24 25 26 27 21 28 34 35 36 37 31 38 45

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
46 47 41 48 56 57 51 58 67 61 68 71 78 18
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= (122334455667 17)(1324354657 16 27)

(14 25 36 47 15 26 37)(18 28 38 48 58 68 78)

1 2 3 45 6 7 8
h). (12345678)=(2 3 45 6 7 8 1)_)

(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
23 24 25 26 27 28 21 34 35 36 37 38 31 45

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
46 47 48 41 56 57 58 51 67 68 61 78 71 81

= (122334455667 7818)(13 24354657 68 17 28)

(14 25 36 47 58 16 27 38)(15 26 37 48)

b 2EEEON®=() 23 5207 5,

(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
21 24 23 25 26 27 28 14 13 15 16 17 18 43

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
45 46 47 48 35 36 37 38 56 57 58 67 68 78

= (12)(13 24)(14 23)(15 25)(16 26)(17 27)(18 28)(34)(35 45)
(3646)(37 47)(38 48)(56)(57)(58)(67)(68)(78)

. (1 2 3 45 6 7 8

D ADEINON®=(, | 4 5 3 ¢ 4 8)°

(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
15

21 24 25 23 26 27 28 14 13 16 17 18 45

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
43 46 47 48 53 56 57 58 36 37 38 67 68 78

= (12)(13 24 1523 14 25)(16 26)(17 27)(18 28)(34 45 35)

(36 46 56)(37 47 57)(38 48 58)(67)(68)(78)

k). (12)(3456)(7)(8)=G i i g 2 § ; 3)*
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(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
21 24 25 26 23 27 28 14 15 16 13 17 18 45

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
46 43 47 48 56 53 57 58 63 67 68 37 38 78

= (12)(13 24 15 26)(14 25 16 23)(17 27)(18 28)(34 45 56 36)

(35 46)(37 47 57 67)(38 48 58 68)(78)

D). (12)(34567>(8>=(§ f i § 2 ? ; g)*

(21
35
46

13 14
24 25

36 37
47 43

15
26

38
48

45
56

17
23

46
57

47
53

48
58

25
16

57
63

26
17

58
68

27
13

67
73

28
18

68
78

= (12)(13 24 15 26 17 23 14 25 16 27)(18 28)(34 45 56 67 37)

(35 46 57 36 47)(38 48 58 68 78)

m). (12)(345678) = (

(21
35
46

13
24

36
47

14
25

37
48

15
26

38
43

1
2

45
56

3
4
17
28

46
57

4
5

18
23

47
58

5
6

6

7
23
14

48
53

5 3)”

24
15

56
67

25
16

57
68

26
17

58
63

27
18

67
78

28
13

68
73

34
45

)

34
45

83

= (12)(13 24 15 26 17 28)(14 25 16 27 18 23)(34 45 56 67 78 38)

(35 46 57 68 37 48)(36 47 58)

n). (123)(456)(7)(8)=G g i g 2 2 ; 3)*

(55
35
16

13
21

36
14

14
25

37
17

15
26

38
18

16
24

45
56

46
54

18
28

47
57

48
58

56
64

25
36

57
67

26
34

58
68

27
37

67
47

28
38

68
48

34
15

78
78

= (1223 13)(14 2536)(15 26 34)(16 24 35)(17 27 37)(18 28 38)

78)

)
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(45 56 46)(47 57 67)(48 58 68)(78)

o). (123)(4567)(8):(% g i ‘5‘ 2 g g)—>

7

4
(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
23 21 25 26 27 24 28 31 35 36 37 34 38 15

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
16 17 14 18 56 57 54 58 67 64 68 74 78 48

= (1223 13)(14 25 36 17 24 35 16 27 34 15 26 37)(18 28 38)

(45 56 67 47)(46 57)(48 58 68 78)

p). (123)(45678) = G g

(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
23 21 25 26 27 28 24 31 35 36 37 38 34 15

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
16 17 18 14 56 57 58 54 67 68 64 78 74 84

=(122313)(14253617 2834 152637 182435 16 27 38)

(45 56 67 78 48) (46 57 68 47 58)

123 456 7 8
q). (1234)(5678))=(z 3416 7 8 5)_>

(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
23 24 21 26 27 28 25 34 31 36 37 38 35 41

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
46 47 48 45 16 17 18 15 67 68 65 78 75 85

= (12 23 34 14)(13 24)(15 26 37 48)(16 27 38 45)(17 28 35 46)

(18 25 36 47)(56 67 78 58)(57 68)

. (12)(34)(56)(7)(8)=(; i i ‘3* 2 g ; g)_’

(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
21 24 23 26 25 27 28 14 13 16 15 17 18 43
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35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
46 45 47 48 36 35 37 38 65 67 68 57 58 78

= (12)(13 24)(14 23)(15 26)(16 25)(17 27)(18 28)(34)(35 46)

(36 45)(37 47)(38 48)(56)(57 67)(58 68)(78)

9. 12)EHEOTH=(; 2 5 3> 8T8,

(21
35
46

= (12)(13 24)(14 23)(15 26)(16 25)(17 28)(18 27)(34)(35 46)

(3645)(37 48)(3847)(56)(57 68)(58 67)(78)

13
24

36
45

14
23

37
48

15
26

38
47

16
25

45
36

17
28

46
35

18
27

47
38

48
37

56
65

25
16

57
68

26
15

58
67

0. aEHEeN® =(3 2 3 1> 5T 8,

(21
35
46

= (12)(13 24)(14 23)(15 26 17 25 16 27)(18 28)(34)

13
24

36
47

14
23

37
45

15
26

38
48

16
27

45
36

17
25

46
37

18
28

47
35

48
38

56
67

25
16

57
65

26
17

58
68

(35 46 37 45 36 47)(38 48) (56 67 57)(58 68 78)

)~

u). (12)(34)(5678) = (;

(21
35
46

13
24

36
47

14
23

37
48

15
26

38
45

16
27

45
36

2
1

17
28

46
37

3
4

4
3
18

25

47
38

5

6
23
14

48
35

6
7

w B oo RN |

2
1

56
67

25
16

57
68

26
17

58
65

27
18

67
58

27
15

67
75

27
18

67
78

28
17

68
57

28
18

68
78

28
15

68
75

34
43

)

34
43

o)

34
43
i)

= (12)(13 24)(14 23)(15 26 17 28 )(16 27 18 25)(34)(35 46 37 48)

(36 47 38 45)(56 67 78 58)(57 68)
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12345 6 7 8
V). (12)(345)(678)_(2 P 6)—>
(12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34
21 24 25 23 27 28 26 14 15 13 17 18 16 45

35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78)
43 47 48 46 53 57 58 56 37 38 36 78 76 86

= (12)(13 24 15 23 14 25)(16 27 18 26 17 28)(34 45 35)(36 47 58)

(37 48 56)(38 46 57)(67 78 68)

Tipe untai dan indeks siklik dari anggota-anggota Rg yaitu

(1). Tipe untai [28,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan

).

3).

(4).

(5).

(6).

(7).

indeks siklik y;?® ada sebanyak 1 buah.

Tipe untai [16,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y;1%y,° ada sebanyak 28 buah.

Tipe untai [10,0,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y;1%y5° ada sebanyak 112 buah.

Tipe untai [6,1,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y;°y,y,° ada sebanyak 420 buah.

Tipe untai [3,0,0,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y;3 y55 ada sebanyak 1344 buah.

Tipe untai [0,0,1,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y3y,3 ada sebanyak 3360 buah.

Tipe untai [0,0,0,0,0,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan

indeks siklik y,* ada sebanyak 5760 buah.



(8).

9).

(10).

(11).

(12).

(13).

(14).

(15).

(16).

(17).

(18).
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Tipe untai [0,0,0,1,0,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan

indeks siklik y,yg3 ada sebanyak 5040 buah.

Tipe untai [8,10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik y,8y,19 ada sebanyak 210 buah.

Tipe untai [4,3,4,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik y;*y,3y;*y, ada sebanyak 1120 buah.

Tipe untai [2,3,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik y;2y,3v,° ada sebanyak 2520 buah.

Tipe untai [1,1,0,0,3,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik v, y,y=3y,, ada sebanyak 4032 buah.

Tipe untai [1,0,1,0,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik v, y3y¢* ada sebanyak 3360 buah.

Tipe untai [1,0,0,0,0,0,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik y; y43 ada sebanyak 1120 buah.

Tipe untai [0,1,2,0,2,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik y,V32y,2y;, ada sebanyak 3360 buah.

Tipe untai [0,0,1,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik y3V<2y;< ada sebanyak 2688 buah.

Tipe untai [0,2,0,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
indeks siklik y,2y,® ada sebanyak 1260 buah.

Tipe untai [4,12,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

indeks siklik y;*y,? ada sebanyak 420 buah.

dengan

dengan

dengan

dengan

dengan

dengan

dengan

dengan

dengan

dengan
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(19). Tipe untai [4,12,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y;*y,1? ada sebanyak 105 buah.

(20). Tipe untai [2,4,2,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y;2y,*y32y,? ada sebanyak 1680 buah.

(21). Tipe untai [2,3,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y;2y,3v,> ada sebanyak 1260 buah.

(22). Tipe untai [1,0,5,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] dengan
indeks siklik y;y5°y4? ada sebanyak 1120 buah.

Jadi indeks siklik dari Rg adalah

1
Z(Rg; X1, X3, X3, X4, X5, X, X7, Xg) = 20320 [1,%8 + 28x; "°x,° + 112951103536 +

420%,%%,%,5 + 1344x,3xs" +

3360, x3x¢* + 5760x," + 5040x,xg3 +
210x,8x,10 + 1120x, *x,3x3%x +
2520x,2x, 2,5 + 4032x, %2531 +
33602, 325 % + 11202, 2° +
3360x,x32x,%%,, + 2688x3x5%x;5 +
1260x,2x,° + 420x,*x,'2 + 105x,4x,% +
16802, 2,32 %62 + 12602, 2x,3x,5 +
1120x,x5°x42].

Berdasarkan Teorema Polya I untuk = 3 diperoleh

1
Z(Rg; 3,3,3,...,3) = 20320 328 +28.3%6,3% + 112.319.36 + 420.3%.3.3° +
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1344.33.3% + 3360.3.3.3* + 5760.3* + 5040.3. 33
+210.38.310 + 1120.3%.33.3%.3 + 2520.32.33.3°
+4032.3.3.3%.3 4+ 3360.3.3.3* + 1120.3.3°
+3360.3.3%.32.3 + 2688.3.3%2.3 + 1260.32.3°
+420.3*.312 + 105.3*. 312 + 1680.32.3%.32. 32
+1260.32.33.35 4+ 1120.3.35.32]

= 591901884

Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari delapan simpul ada

sebanyak 591.901.884 graf.

Keadaan-keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul yaitu:

(1). z°: tidak ada sisi antara dua simpul.

(2). z': ada sisi antara dua simpul.

(3). z?: ada sisi rangkap antara dua simpul.

Dan berdasarkan Teorema Polya II dengan mensubsitusikan y; = 1 + z + z2,
y, =12+ 2+ (22)?%, y; =13+ 23 + (293, y, = 1* + z* + (294,

ys = 154+ 25+ (22)°, yg =16+ 25+ (z2)°, y, =17 + 27 + (z%)7,

Vg = 18 + 28 + (228, yyo = 110 + 210 + (22)10, y., = 112 + 212 + (22)12,

yis = 115 + 215 + (22)° diperoleh indeks siklik Rg:

1
Z(Rg; X1, X, o) Xg) = 20320 [((14+2z+2z2)2+28(1+z+2z%)1°(1 + 22 + z*)°

112(1+z+ z»)°(1 + 23 + z9)° + 420(1 + z + z%)®
(L+2z24+ 290+ z* 4+ 28)° + 13441 + z + z%)3

(14 2>+ 2195 +3360(1 +z+ 221 + 23+ 2%
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(14+2z°+2z2)*+5760(1 +z7 + z**)* +

5040(1 + z* + z8)(1 + 28 + 2%%)3 + 210(1 + z + z%)8
(14224290 +1120(1 + z + z)*(1 + z%2 + z*)3
(1+ 23+ 2% + z° + x12) + 2520(1 + z + z%)?
(1+2z24+2z)31 +2z*+28)>+4032(1 + z + z?)
1+2z2+2z901 +2°+ 21931 + 20 + 229) + 3360
A+z+2z2)A+2z2+2zA + 25+ 212)* +

11201+ z+z)(1 + 23 + z)° +

3360(1 + z2 + z¥)(1 + 23 + z8)2(1 + z* + 28)?

(1+ 2%+ 22%) +2688(1 + 23 + z%) (1 + z° + z19)?
(142 4239 +1260(1 + 2% + z*)?(1 + z* + z8)°
+420(1+z+ z»)*(A + 22 + zY)2 + 105(1 + z + z%)*
(1422422 +1680(1 + z + z2)?(1 + 2% + z*)*
1+ 234221 + 2%+ 2'%)?2 + 1260(1 + z + z?)?
1+2z24+2z30 +z*+28)°> +

11201 + z + z2)(1 + 23 + 2z%)°(1 + z° + z12)?]
1+z+432%2+ 723+ 20z* + 5225 + 1532° + 42427 +
120628 + 3323z° + 8958210 + 2307221 + 56843212
+132555213 + 292714z + 60998925 + 12003192°
+2228801z%7 + 390924428 + 6478634z1° +
101556542%° + 15066553221 + 21173825222 +
28203364223 4+ 3563089022 + 4271175922° +

4860385222% + 52514907z%7 + 53887638228 +
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52514907z%° + 4860385223° + 4271175923 +
35630890232 + 28203364233 + 2117382523* +
1506655323° + 10155654236 + 6478634237 +
39092442738 +222880123° + 1200319z%° +
60998924 + 292714z*? + 1325552*3 + 56843z** +
23072z* + 895826 + 33232z%7 + 12062*® + 424z*°
+15325% + 52251 + 20252 + 72°3 + 325 + z°° + 256
Artinya dari n = 8 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 1 graf dengan 1 sisi, 3
graf dengan 2 sisi, 7 graf dengan 3 sisi, 20 graf dengan 4 sisi, 52 graf dengan 5
sisi, 153 graf dengan 6 sisi, 424 graf dengan 7 sisi, 1206 graf dengan 8§ sisi, 3323
graf dengan 9 sisi, 8958 graf dengan 10 sisi, 23072 graf dengan 11 sisi, 56843
graf dengan 12 sisi, 132555 graf dengan 13 sisi, 292714 graf dengan 14 sisi,
609989 graf dengan 15 sisi, 1200319 graf dengan 16 sisi, 2228801 graf dengan 17
sisi, 3909244 graf dengan 18 sisi, 6478634 graf dengan 19 sisi, 10155654 graf
dengan 20 sisi, 15066553 graf dengan 21 sisi, 21173825 graf dengan 22 sisi,
28203364 graf dengan 23 sisi, 35630890 graf dengan 24 sisi, 42711759 graf
dengan 25 sisi, 48603852 graf dengan 26 sisi, 52514907 graf dengan 27 sisi,
53887638 graf dengan 28 sisi, 52514907 graf dengan 29 sisi, 48603852 graf
dengan 30 sisi, 42711759 graf dengan 31 sisi, 35630890 graf dengan 32 sisi,
28203364 graf dengan 33 sisi, 21173825 graf dengan 34 sisi, 15066553 graf
dengan 35 sisi, 10155654 graf dengan 36 sisi, 6478634 graf dengan 37 sisi,
3909244 graf dengan 38 sisi, 2228801 graf dengan 39 sisi, 1200319 graf dengan

40 sisi, 609989 graf dengan 41 sisi, 292714 graf dengan 42 sisi, 132555 graf
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dengan 43 sisi, 56843 graf dengan 44 sisi, 23072 graf dengan 45 sisi, 8958 graf
dengan 46 sisi, 3323 graf dengan 47 sisi, 1206 graf dengan 48 sisi, 424 graf
dengan 49 sisi, 153 graf dengan 50 sisi, 52 graf dengan 51 sisi, 20 graf dengan 52
sisi, 7 graf dengan 53 sisi, 3 graf dengan 54 sisi, 1 graf dengan 55 sisi, dan 1 graf
dengan 56 sisi.
Proposisi 4.1.14.

Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari delapan simpul ada
sebanyak 2.208.612.
Bukti:
Diketahui graf G dengan himpunan simpul V = {1,2,3,4,5,6,7,8}.

Dari proposisi 4.1.13 indeks siklik dari Sg adalah

Z(Sg ; X4, Xy, X3, X4, X5, X7, Xg) = (x,® + 28x,%x, + 112x,%x3 + 420x,*x,

40320

+1344x,3x5 + 3360x,%2x¢ + 5760x,x, +
5040xg + 210x;*x,2 + 1120x,3x,x5 +
2520x;,2x,x4 + 4032x,x,x5 + 3360x,x, +
1120x,%x5% 4+ 3360x,x3x,4 + 2688x3x5 +
1260x,% + 420x,%x,3 + 105x,* +
1680x,x,%x3 + 1260x,%x, + 1120x,x352)
Karena dalam graf G sisi loop diperbolehkan, maka pasangan simpul yang
mungkin terbentuk dari himpunan % yaitu
11,12,13,14,15,16,17,18,22,23,24,25,26,27,28, 33,34, 35,36,37, 38, 44,
45,46,47,48,55,56,57,58,66,67,68,77,78,88. Misal Rg adalah himpunan

permutasi pasangan simpul di V. Hasil kali cycle yang terbentuk di Rg adalah:



a).

b).

L (123) D G)(O)(7)(8) = (
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W@EO@WEOMOE =] 2313678,

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56

57 58 66 67 68 77 78 88)
57 58 66 67 68 77 78 88

= (11)(12)(13)(14)(15)(16)(17)(18)(22)(23)(24)(25)(26)(27)(28)
(33)(34)(35)(36)(37)(38)(44)(45)(46) (47)(48)(55) (56)(57)(58)

(66)(67)(68)(77)(78)(88)

@E@WEONO®=(, 33 13T 8,

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 21 23 24 25 26 27 28 11 13 14 15 16 17

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
18 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56

57 58 66 67 68 77 78 88)
57 58 66 67 68 77 78 88

= (11 22)(12)(13 23)(14 24)(15 25)(16 26)(17 27)(18 28)(33)(34)
(35)(36)(37)(38)(44)(45) (46)(47)(48)(55)(56) (57)(58)(66) (67)
(68)(77)(78)(88)

i 145678

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 23 21 24 25 26 27 28 33 31 34 35 36 37

N R

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
38 11 14 15 16 17 18 44 45 46 47 48 55 56

57 58 66 67 68 77 78 88)
57 58 66 67 68 77 78 88
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=(112233)(12 23 13)(14 24 34)(15 25 35)(16 26 36)(17 27 37)
(182838)(44)(45)(46)(47)(48)(55)(56)(57)(58)(66)(67)(68)

(77)(78)(88)

. ABHEOO® =(; 3 3 1 2 ¢ 2 -

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 23 24 21 25 26 27 28 33 34 31 35 36 37

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
38 44 41 45 46 47 48 11 15 16 17 18 55 56

57 58 66 67 68 77 78 88)
57 58 66 67 68 77 78 88

= (1122 33 44)(12 23 34 14)(13 24)(15 25 35 45)(16 26 36 46)
(17 27 37 47)(18 28 38 48)(55)(56)(57)(58)(66)(67)(68)

(77)(78)(88)

o). (12345)(6)(7)(8)=G § i g i 2 ; 3)*

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 23 24 25 21 26 27 28 33 34 35 31 36 37

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
38 44 45 41 46 47 48 55 51 56 57 58 11 16

57 58 66 67 68 77 78 88)
17 18 66 67 68 77 78 88

= (1122 33 44 55)(12 23 34 45 15)(13 24 35 14 25)(16 26 36 46 56)
(17 27 37 47 57)(18 28 38 48 58)(66)(67)(68)(77)(78)(88)

4 5 6 7 8) .

56 1 7 8

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 23 24 25 26 21 27 28 33 34 35 36 31 37

n. azsas6)@ =(3 2 5
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h).

i).
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28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
38 44 45 46 41 47 48 55 56 51 57 58 66 61

57 58 66 67 68 77 78 88)
67 68 11 17 18 77 78 88

= (1122 33 4455 66)(12 23 34 45 56 16)(13 24 35 46 15 26)

(14 25 36)(17 27 37 47 57 67) (18 28 38 48 58 68)(77)(78)(88)

1 2 3 4 5 6 7 8
(1234567®)=(; 5 4 < ¢ 7 1 g~

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 23 24 25 26 27 21 28 33 34 35 36 37 31

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
38 44 45 46 47 41 48 55 56 57 51 58 66 67

57 58 66 67 68 77 78 88)
61 68 77 71 78 11 18 88

=(11223344556677)(122334455667 17)(13 24354657 16 27)

(14 2536 47 15 26 37 )(18 28 38 48 58 68 78)(88)
123456 78

(12345678) = (, 3 | 5 6 7 8 1)_’

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27

22 23 24 25 26 27 28 21 33 34 35 36 37 38

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
31 44 45 46 47 48 41 55 56 57 58 51 66 67

57 58 66 67 68 77 78 88)
68 61 77 78 71 88 81 11

=(1122334455667788)(12 2334455667 78 18)

(13 2435 46 57 68 1728 )(14 25 36 47 58 16 27 38) (15 26 37 48)

123 456 7 8
WEYEEON®=( 1 12 3 = ¢ 2 )~
(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27

22 21 24 23 25 26 27 28 11 14 13 15 16 17



3

k).

D).
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28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
18 44 43 45 46 47 48 33 35 36 37 38 55 56

57 58 66 67 68 77 78 88)
57 58 66 67 68 77 78 88

= (11 22)(12)(13 24)(14 23)(15 25)(16 26)(17 27)(18 28)(33 44)(34)
(35 45)(36 46)(37 47)(38 48)(55)(56)(57)(58)(66)(67)(68)(77)

(78)(88)

apEmE@®=(3 2 3 3 67 8,

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 21 24 25 23 26 27 28 11 14 15 13 16 17

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
18 44 45 43 46 47 48 55 53 56 57 58 33 36

57 58 66 67 68 77 78 88)
37 38 66 67 68 77 78 88

= (11 22)(12)(13 24 15 23 14 25)(16 26)(17 27)(18 28)(33 44 55)

(34 45 35)(36 46 56)(37 47 57)(38 48 58)(66)(67)(68)(77)(78)(88)

apesem@=(3 2 3 2 07 8,

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 21 24 25 26 23 27 28 11 14 15 16 13 17

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
18 44 45 46 43 47 48 55 56 53 57 58 66 63

57 58 66 67 68 77 78 88)
67 68 33 37 38 77 78 88

= (1122)(12)(13 24 15 26)(14 25 16 23)(17 27)(18 28)(33 44 55 66)

(34 45 56 36)(35 46)(37 47 57 67)(38 48 58 68)(77)(78)(88)

123456 7 8
12)@E456D@ = (, 1 4 = 6 7 3 8)"
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(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 21 24 25 26 27 23 28 11 14 15 16 17 13

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
18 44 45 46 47 43 48 55 56 57 53 58 66 67

57 58 66 67 68 77 78 88)
63 68 77 73 78 33 38 88

= (1122)(12)(13 24 15 26 17 23 14 25 16 27)(18 28)(33 44 55 66 77)

(34 45 56 67 37)(35 46 57 36 47)(38 48 58 68 78)(88)

378)_)

m).(12)(345678)=(1 i -

4
2 5

3 5
4 6
(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 21 24 25 26 27 28 23 11 14 15 16 17 18

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
13 44 45 46 47 48 43 55 56 57 58 53 66 67

57 58 66 67 68 77 78 88)
68 63 77 78 73 88 83 33

= (11 22)(12)(13 24 15 26 17 28)(14 25 16 27 18 23)(33 44 55 66 77 88)

(34 45 56 67 78 38)(35 46 57 68 37 48)(36 47 58)

n). (123)(456)(7)(8)=(; g i g 2 Z ; 3)*

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 23 21 25 26 24 27 28 33 31 35 36 34 37

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
38 11 15 16 14 17 18 55 56 54 57 58 66 64

57 58 66 67 68 77 78 88)
67 68 44 47 48 77 78 88

= (1122 33)(12 23 13)(14 25 36)(15 26 34)(16 24 35)(17 27 37)

(18 28 38)(44 55 66)(45 56 46)(47 57 67)(48 58 68)(77)(78)(88)

0. 12)(s6N® =(; 5 3 &5 o o 2 o=
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(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 23 21 25 26 27 24 28 33 31 35 36 37 34

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
38 11 15 16 17 14 18 55 56 57 54 58 66 67

57 58 66 67 68 77 78 88)
64 68 77 74 78 44 48 88

= (1122 33)(12 23 13)(14 25 36 17 24 35 16 27 34 15 26 37)

(18 28 38)(44 55 66 77)(45 56 67 47)(46 57)(48 58 68 78)(88)

7 5 4"

1

_ 3 4 5
D). (123)(45678)_(2 1 c e
(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 23 21 25 26 27 28 24 33 31 35 36 37 38

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
34 11 15 16 17 18 14 55 56 57 58 54 66 67

57 58 66 67 68 77 78 88)
68 64 77 78 74 88 84 44

=(112233)(122313)(14253617 2834152637 1824 3516 27 38)

(44 55 66 77 88) (45 56 67 78 48) (46 57 68 47 58)

67 8y,

4
1 8 5

Q. (1234)(5678))=G ; Z 2

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 23 24 21 26 27 28 25 33 34 31 36 37 38

28 33 34 35 36 37 38 44 45 46 47 48 55 56
35 44 41 46 47 48 45 11 16 17 18 15 66 67

57 58 66 67 68 77 78 88)
68 65 77 78 75 88 85 55

= (1122 33 44)(12 23 34 14)(13 24)(15 26 37 48)(16 27 38 45)

(17 28 35 46) (18 25 36 47)(55 66 77 88)(56 67 78 58) (57 68)

0. (12)(34)(56)(7)(8>=G i 43; g 2 g ; 2)*
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(

28
18

57
67
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11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 21 24 23 26 25 27 28 11 14 13 16 15 17

33
44

58
68

34
43

66
55

35
46

67
57

36
45

68
58

37
47

77
77

38
48

78
78

44 45 46 47 48 55 56
33 36 35 37 38 66 65
88
88)

= (11 22)(12)(13 24)(14 23)(15 26)(16 25)(17 27)(18 28)(33 44)

(11 12 13 14 15
22 21 24 23 26

28
17

57
68

(34)(3546)(36 45)(37 47)(38 48)(55 66)(56)(57 67)(58 68)

(77)(78)(88)

33
44

58
67

34
43

66
55

35
46

67
58

. (12)(34)(56)(78) = (

36
45

68
57

2345678)_)
143605387

16 17 18 22 23 24 25 26 27
25 28 27 11 14 13 16 15 18

37
48

77
88

38
47

78
87

44 45 46 47 48 55 56
33 36 35 38 37 66 65
38
77)

= (11 22)(12)(13 24)(14 23)(15 26)(16 25)(17 28)(18 27)(33 44)(34)

(12)30)(567)(8) =

(11 12 13 14 15
22 21 24 23 26

28
18

57
65

(35 46)(36 45)(37 48)(38 47) (55 66)(56)(57 68)(58 67)(77 88)(78)
2 3 45 6 7 8)_)
1 43 6 7 5 8

16 17 18 22 23 24 25 26 27
27 25 28 11 14 13 16 17 15

33
44

58
68

34
43

66
77

35
46

67
75

36
47

68
78

37
45

77
55

38
48

78
58

44 45 46 47 48 55 56
33 36 37 35 38 66 67
88
88)

= (11 22)(12)(13 24)(14 23)(15 26 17 25 16 27)(18 28)(33 44)(34)

(35 46 37 45 36 47)(38 48)(55 66 77)(56 67 57)(58 68 78)(88)
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5678)_)
6 7 8 5

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 21 24 23 26 27 28 25 11 14 13 16 17 18

28
15

57
68

33
44

58
65

34
43

66
77

35
46

67
78

36
47

68
75

37
48

77
88

38
45

78
85

44 45 46 47 48 55 56
33 36 37 38 35 66 67
88
55)

= (11 22)(12)(13 24)(14 23)(15 26 17 28)(16 27 18 25)(33 44)(34)

. (12)(345)(678) = (

N =

(35 46 37 48)(36 47 38 45)(55 66 77 88)(56 67 78 58) (57 68)

4 5 6 7 8
5378)"

6

(11 12 13 14 15 16 17 18 22 23 24 25 26 27
22 21 24 25 23 27 28 26 11 14 15 13 17 18

28
16

57
38

33
44

58
36

34
45

66
77

35
43

67
78

36
47

68
76

37
48

77
88

38
46

78
86

44 45 46 47 48 55 56
55 53 57 58 56 33 37
88
66)

= (11 22)(12)(13 24 15 23 14 25)(16 27 18 26 17 28)(33 44 55)

(34 45 35)(36 47 58)(37 48 56)(38 46 57)(66 77 88)(67 78 68)

Sehingga tipe untai dan indeks siklik dari anggota-anggota Rg, yaitu

(1). Tipe untai

2).

[36,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

dengan indeks sikliknya y,3¢ ada sebanyak 1 anggota.

Tipe untai

[22,7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

dengan indeks sikliknya y;%2y,” ada sebanyak 28 anggota.



3).

(4).

(5).

(6).

(7).

(8).

(9).
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Tipe untai
[15,0,7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

dengan indeks sikliknya y,*°y,7 ada sebanyak 112 anggota.

Tipe untai
[10,1,0,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

dengan indeks sikliknya y,1%y,y,° ada sebanyak 420 anggota.

Tipe untai
[6,0,0,0,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

dengan indeks sikliknya y, ®ys® ada sebanyak 1344 anggota.

Tipe untai
[3,0,1,0,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

dengan indeks sikliknya y,3y,y,°> ada sebanyak 3360 anggota.

Tipe untai
[1,0,0,0,0,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

dengan indeks sikliknya y,y,° ada sebanyak 5760 anggota.

Tipe untai
[0,0,0,1,0,0,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

dengan indeks sikliknya y,yg* ada sebanyak 5040 anggota.

Tipe untai
[12,12,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

dengan indeks sikliknya y,1?y,1? ada sebanyak 210 anggota.



(10).

(11).

(12).

(13).

(14).

(15).

(16).

(17).

Tipe untai
[7,4,5,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
dengan indeks sikliknya y,”y,*y5°y, ada sebanyak 1120 anggota.
Tipe untai
[4,4,0,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
dengan indeks sikliknya y,*y,*y,° ada sebanyak 2520 anggota.
Tipe untai
[2,2,0,0,4,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
dengan indeks sikliknya y,2y,2y<*y,, ada sebanyak 4032 anggota.
Tipe untai
[1,1,1,0,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
dengan indeks sikliknya y,V,y3y> ada sebanyak 3360 anggota.
Tipe untai
[3,0,11,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
dengan indeks sikliknya y;3y;!! ada sebanyak 1120 anggota.
Tipe untai
[1,1,3,3,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
dengan indeks sikliknya y;v,v33y,3y,, ada sebanyak 3360 anggota.
Tipe untai
[0,0,2,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
dengan indeks sikliknya y;2y<3y,< ada sebanyak 2688 anggota.
Tipe untai

[0,2,0,8,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
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dengan indeks sikliknya y,%y,® ada sebanyak 1260 anggota.

(18). Tipe untai
[6,15,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
dengan indeks sikliknya y;°y,*> ada sebanyak 420 anggota.

(19). Tipe untai
[4,16,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
dengan indeks sikliknya y, *y,1¢ ada sebanyak 105 anggota.

(20). Tipe untai
[3,6,3,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
dengan indeks sikliknya y,3y,°y3y,.? ada sebanyak 1680 anggota.

(21). Tipe untai
[2,5,0,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
dengan indeks sikliknya y;2y,°y,° ada sebanyak 1260 anggota.

(22). Tipe untai
[1,1,7,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
dengan indeks sikliknya y,y,V;”y¢2 ada sebanyak 1120 anggota.

Dengan demikian indeks siklik dari Rg adalah

Z(Rg; Y1, Y2) 1 Y36) = [y13€ + 28y,%2y,” + 112y, %y,7 + 420y, %y, y,°

40320

+1344y,%y:° + 3360y,3y3y.° + 5760y,y,° +
5040y,ys* + 210y, 2y, + 1120y, "y, Y35 ye
+25203’143’243’46 + 40323’123’223’543/10 +

3360y,y,Y3¥s° + 1120y, 3yt +
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3360y1Y,Y3°Ya’y12 + 2688y3%ysy, 5 +

1260y,2%y,8 + 420y,%y,%> + 105y, *y,1¢ +
1680y:%y,°y33ys? + 1260y, %y,°y,° +
1120y, y,y3”y6”]

Berdasarkan Teorema Polya I untuk r = 2 diperoleh

Z(Rg; 2,2,...,2) [236 +28.222.27 4+ 112.215.27 + 420.21°,2.2°

~ 40320

+1344.26.2% + 3360.23.2.2% + 5760.2.2° +
5040.2.2% + 210.212,212 + 1120.27.24.25.2
+2520.2%.2%.25 + 4032.22.22.2%.2 +
3360.2.2.2.25 + 1120.23. 211 +
3360.2.2.23.23.2 + 2688.22.23.2 +
1260.22.28 + 420.2°.215 + 105.24. 216 +
1680.23.26.23.22 + 1260.22.25.26 +
1120.2.2.27.22]
= 2208612

Jadi banyaknya graf tak isomorfik yang terbentuk dari delapan simpul ada

sebanyak 2.208.612 graf.

Keadaan-keadaan yang mungkin terjadi diantara dua simpul yaitu:

(1). z°: tidak ada sisi antara dua simpul.

(2). z': ada sisi antara dua simpul.

Dan berdasarkan Teorema Polya II dengan mensubsitusikan y; = 1 + z,

y,=12+4+2%, y; =13+ 23y, = 1%+ 2%, ys =154+ 25 y, = 1%+ 2°
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y7 = 17 + Z7, ylo = 110 +Z10, y12 = 112 + le dan y15 = 115 +le

diperoleh indeks siklik Rg sebagai berikut:

1
. - = 36 22 237
Z(Rg; V1, V2, - Y36) 20320 [+ 2)°+28+2)**(Q+2z%)" +

112(1 + 251 + 23)7 + 420(1 + 2)'°(1 + z?)
(1+2z%)°%+1344(1 + 2)°(1 + z°)°
+3360(1 +2)3(1 +2z3)(1 +2z%)° + 5760(1 + 2)
(1+27)°>+5040(1 + zH)(1 + z8)* + +210(1 + 2)*2
(1+2z5)12+1120(1+2)7(1 + z)*(1 + z3)°(1 + z°)
+2520(1 + 2)*(1 + z)*(1 + z*)® + 4032(1 + 2)?
(142221 + z5*(1 + 2% + 3360(1 + 2)(1 + z?)
(1+2z3)(1+2%°+1120(1 +2)3(1 + 231 +
3360(1+2)(1+z2)(1+23)3(1 + 2z (1 + z*2) +
2688(1 + z3)2(1 + z°)3(1 + z%) + 1260(1 + z?)?
(14248 +420(1 +2)°(1 + z2)*® + 105(1 + 2)*
(1+4+2z%)1%+1680(1 +2)3(1 +2%)°(1 + z3)3
(1+2%2%+1260(1+2)2(1 +2z2)°(1 +z*)°® +
11201+ 2)(1 + z)(1 + 23)7 (1 + z%)?]

=1+ 2z+52z%+ 14 23 + 38z* + 104z° + 2932° +
79727 + 206428 + 5034z° + 114442 + 239182 +
+456712z'% + 7925423 4+ 124630z + 1773652'° +
228308z'° + 265656217 + 27941628 + 2656562'°

+22830822° + 177365221 + 124630222 + 79254223
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+456712z%* + 23918225 + 1144422 + 5034227 +

2064278 +7972%° + 293230 + 10423 + 38232 +

14z + 5z3% + 2235 + 1236
Artinya dari n = 8 simpul akan dihasilkan 1 graf tanpa sisi, 2 graf dengan 1 sisi, 5
graf dengan 2 sisi, 14 graf dengan 3 sisi, 38 graf dengan 4 sisi, 104 graf dengan 5
sisi, 293 graf dengan 6 sisi, 797 graf dengan 7 sisi, 2064 graf dengan 8 sisi, 5034
graf dengan 9 sisi, 11444 graf dengan 10 sisi, 23918 graf dengan 11 sisi, 45671
graf dengan 12 sisi, 79254 graf dengan 13 sisi, 124630 graf dengan 14 sisi,
177365 graf dengan 15 sisi, 228308 graf dengan 16 sisi, 265656 graf dengan 17
sisi, 279416 graf dengan 18 sisi, 265656 graf dengan 19 sisi, 228308 graf dengan
20 sisi, 177365 graf dengan 21 sisi, 124630 graf dengan 22 sisi, 79254 graf
dengan 23 sisi, 45671 graf dengan 24 sisi, 23918 graf dengan 25 sisi, 11444 graf
dengan 26 sisi, 5034 graf dengan 27 sisi, 2064 graf dengan 28 sisi, 797 graf
dengan 29 sisi, 293 graf dengan 30 sisi, 104 graf dengan 31 sisi, 38 graf dengan
32 sisi, 14 graf dengan 33 sisi, 5 graf dengan 34 sisi, 2 graf dengan 35 sisi, dan 1

graf dengan 36 sisi.

4.2  Membandingkan Ketakisomorfikan Graf yang Diperoleh

dari Teorema Polya dengan Software
Jelas untuk graf dengan banyak sisi yang berbeda pastilah tak isomorfik
satu dengan yang lainnya. Sehingga yang dibandingkan dengan software hanyalah

graf dengan banyak sisi yang sama yang terbentuk dari n = 2 dan n = 3 simpul.
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Untuk n simpul lainnya cara yang sama dapat dilakukan untuk menunjukkan
ketakisomorfikan graf.
4.2.1 Multigraf dengan n = 2 simpul

Berdasarkan Proposisi 4.1.1 banyaknya multigraf yang terbentuk dari
n = 2 simpul ada sebanyak 3 graf, dimana jenis-jenisnya yaitu: 1 graf tanpa sisi, 1

graf dengan 1 sisi, dan 1 graf dengan 2 sisi.

Gl G2 G3

Gambar 4.5 jenis-jenis multigraf yang terbentuk dari n = 2 simpul

Dengan software The Graph Isomorphism Algorithm Demonstration Program

diperoleh:
_J0 0 _J0 1 _[0 2
Graf 1= [0 0] Graf 2 = 1 0 Graf 3 = ) 0]
Graph A = Graf 1 Graph B = Graf 2

m Graph Isomorphism Algorithm

Graph & Graph B Result  vVisuglizer Examplos  Holp
THEGRAPH ISOMO RPH IS AL GORIEH M

RINADKER BHR-TAGORE TEVET b
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Graph A = Graf 1 Graph B = Graf 3

= Graph Isomorphism Algorithm ==
Graph & Graph B Result  Visualizer Examples  Help

Giraph A And Sraph B cannnt be isamarmphic becanse they have diferant sign frRquRncy wacars in
Ilexicngraphin ardar See result hml for detsils

Graph A = Graf 2 Graph B = Graf 3

m Graph Isomorphism Algorithm
Graph A Graph B Result  visualizer  Examples  Help

THECRAPHISOMO RP H SN AL GORIEH M

HE-TAGORE LTEVET S,

eCetisoind rphisni

—ospyrant © S.E.RR- 2009 L7

e

Findl Isomarphism

Graph A and Graph B cannot be isamarphic because they hawe different sign frequency vectars in
lexicagraphic order. See resulthtml far details

Jadi 3 multigraf yang terbentuk dari n = 2 simpul tak isomorfis satu dengan
lainnya.
4.2.2 Graf dengan n = 2 simpul

Berdasarkan Proposisi 4.1.2 banyaknya graf yang terbentuk dari n = 2
simpul ada sebanyak 6 graf, dimana jenis-jenisnya yaitu: 1 graf tanpa sisi, 2 graf
dengan 1 sisi, 2 graf dengan 2 sisi, dan 1 graf dengan 3 sisi.

G6
Gl G2 G4

G3 G5
Gambar 4.6 jenis-jenis graf yang terbentuk dari n = 2 simpul
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Dengan software Maple diperoleh:

> G2 := Graph([1, 2], Trail(1, 1)) :
> AdjacencyMatrix(G2)

10
00
> G3 = Graph([1, 2], Trail(1,2)) :
> AdjacencyMatrix(G3)
01
10
false

> Islsomorphic(G2, G3,'mp")

> G4 := Graph([1, 2], Trail(1, 1), Trail(2,2)) :
> AdjacencyMatrix(G4)
10
o

> G5 = Graph([1,2], Trail(1, 1), Trail(1,2)) :
> AdjacencyMatrix(G5)
11
i

false

= Islsomorphic( G4, G5,'mp")

Jadi 6 graf yang terbentuk dari n = 2 tak isomorfis satu dengan yang lainnya.
4.2.3 Multigraf dengan n = 3 simpul

Berdasarkan Proposisi 4.1.3 banyaknya multigraf yang terbentuk dari
n = 3 simpul ada sebanyak 10 graf, dimana jenis-jenisnya yaitu: 1 graf tanpa sisi,
1 graf dengan 1 sisi, 2 graf dengan 2 sisi , 2 graf dengan 3 sisi , 2 graf dengan 4

sisi, 1 graf dengan 5 sisi, dan 1 graf dengan 6 sisi.



Gambar 4.7 jenis-jenis multigraf yang terbentuk dari n = 3 simpul

Dengan software The Graph Isomorphism Algorithm Demonstration Program

diperoleh:
0
Graf 1= [0
0
0
Graf 3 = [1
1
0
Graf 5 =2
L1
0
Graf 7 = |2
L2
0
Graf 9 = [2
2

0

SO ON

N

0

0

Graf 2 =1

L0

0

Graf 4 = |2

L0

[0

Graf 6 = |1
L1

0

Graf 8 = |2

L1

0

Graf 10 = |2
L2

S O

oS oOoN

G3

oo

Pdlanlian
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Graph A = Graf 3 Graph B = Graf 4

= Graph Isomorphism Algorithm ==
Graph & Graph B Result  Visualizer Examples  Help

ASHAY DHARWADKER & JOHKN-TAGORE LEVET

DEMONS FKRANTI

Find Isomarphism

Graph A mnd Graph B Gannol be isumorphic because ey hewe difereol sion reguenoy veolors in
lexiGuaraphic urdern. See resulthunl fur detsils

Graph A = Graf 5 Graph B = Graf 6

m Graph Isomorphism Algorithm
Graph A Graph B Result  visualizer  Examples  Help

{ASHAY DHARWADKER & JOHN-TAGORE TEVET %,
ﬂEMO’NS‘rRA’(n%)N BROGRA

T p A dHhansd a die r.o rg/esce s o a rphisn

© SER.R ZHoe——

Find Isomarphicm

Graph 4 and Graph B cannot ba isamarphic bacauss they hava diffarant sign fraquency vectars in
lexicographic ordar. See rasulthtml far details

Graph A = Graf 7 Graph B = Graf 8

= Graph Isomorphism Algorithm ==
Graph & Graph B Result  Visualizer Examples  Help

THE-GRAPH IS OMO RPH SN ALGORITHM

ASHAY DHARWADKER & JOHN-TAGORE LEVET[ S,

BEM o:NsrRA:-n#u #_F@OGRZA

hHpIiwwidhandadie r.o rg/1ev cUisom o rphisna

Find Isomarphism

Graph A mnd Graph B Gannol be isumorphic because ey hewe difereol sion reguenoy veolors in
lexiGuaraphic urdern. See resulthunl fur detsils

Jadi 10 multigraf yang terbentuk dari n = 3 simpul tak isomorfis satu dengan

lainnya.
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4.2.4 Graf dengan n = 3 simpul

Berdasarkan Proposisi 4.1.4 banyaknya graf sembarang yang terbentuk
dari n = 2 simpul ada sebanyak 20 graf, dimana jenis-jenisnya yaitu: 1 graf tanpa
sisi, 2 graf dengan 1 sisi, 4 graf dengan 2 sisi, 6 graf dengan 3 sisi, 4 graf dengan

4 sisi, 2 graf dengan 5 sisi, dan 1 graf dengan 6 sisi.

H1 H2 H3 H4 H5
Hé6 H7 HS8 H9 H10
H11 HI12 H13 H14 H15

Hl16 H17 HIg H19 H20

Gambar 4.6 jenis-jenis graf yang terbentuk dari n = 3 simpul
Dengan software Maple diperoleh:

> H2:= Graph([1, 2, 3], Trail(1, 1)) :
= AdjacencyMatrix(H?2)

100
000
000
> H3:= Graph([1, 2, 3], Trail(1,2)) :
> AdjacencyMatrix(H3)
010
100

000
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IsIsomorphic(H2, H3,'mp")
false

H4 == Graph([1, 2,3], Trail(1, 1), Trail(3, 3)) :

AdjacencyMatrix(H4)

100 |

000

001
H5 == Graph([1, 2, 3], Trail(1, 1), Trail(1,2)) :
AdjacencyMatrix(HY5)

110]

100

000
H6 == Graph([1, 2, 3], Trail(1, 1), Trail (2, 3)) :
AdjacencyMatrix(HG6)

100 ]

001

010
H7 = Graph([1, 2, 3], Trail(1, 3,2)) :
AdjacencyMatrix(H7)

001

001

110
IsIsomorphic(H4, H5,'mp")

false
IsIsomorphic(H4, H6,'mp")

false
Islsomorphic(H4, H7,'mp")

false
IsIsomorphic(HS5, H6,'mp")

false
IsIsomorphic(HS5, H7,'mp")

false
IsIsomorphic(H6, H7,'mp")

false

HS8 == Graph([1, 2, 3], Trail(1, 1), Trail(2, 2),
Trail(3,3)) :

AdjacencyMatrix(HS)



165

100
010
001
HY == Graph([1, 2, 3], Trail(1, 3, 2), Trail(2,
2)):
AdjacencyMatrix(H9)
001
011
110
HI0 == Graph([1, 2, 3], Trail(1, 3, 2), Trail (3,
3)):
AdjacencyMatrix(H10)
001
001
111

HIl == Graph([1, 2, 3], Trail(1, 2), Trail(1, 1),
Trail(2,2)) :

AdjacencyMatrix(HI11)
110
110
000

HIi2 = Graph([1, 2, 3], Trail(1, 2), Trail(1, 1),
Trail(3,3)) :

AdjacencyMatrix(H12)

110

100

001
HI13 == Graph([1, 2, 3], Trail(1, 2,3, 1)) :
AdjacencyMatrix(H13)

011

101

110
IsIsomorphic(HS, H9,'mp")

false
IsIsomorphic(HS, H10,mp")

false
Islsomorphic(HS, HI11,'mp")

false

IsIsomorphic(HS, H12,mp")



IsIsomorphic(HS, HI13,'mp")

IsIsomorphic(H9, H10,mp")

Islsomorphic(HY, H11,'mp")

IsIsomorphic(H9, H12,mp")

IsIsomorphic(H9, H13,mp')

IsIsomorphic(HI10, H11,'mp")

IsIsomorphic(H10, H12,mp")

IsIsomorphic(HI10, H13,'mp")

Islsomorphic(HI1, H12,'mp")

IsIsomorphic(HI11, H13,mp")

IsIsomorphic(HI12, H13,'mp")

HIi4 = Graph([1, 2, 3], Trail(1, 2, 3, 1), Trail(1,

1)) :
AdjacencyMatrix(HI14)

HI5 == Graph([1, 2, 3], Trail(1, 3, 2), Trail(1,

1), Trail(2,2)) :
AdjacencyMatrix(H15)

HI6 == Graph([1, 2, 3], Trail(2, 1, 3), Trail(1,

1), Trail(2,2)) :
AdjacencyMatrix(H16)

false

false

false

false

false

false

false

false

false

false

false

false

111
101
110

101
011
110
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111
110
100
= HI7 = Graph([1, 2, 3], Trail(1, 2), Trail(1, 1),
Trail(2, 2), Trail(3, 3)) :
> AdjacencyMatrix(H17)

110

110

001
> [IsIsomorphic(HI14, H15,mp")

false
> Islsomorphic(H14, H16,'mp")

false
> Islsomorphic(H14, H17,'mp")

false
> Islsomorphic(HI15, H16,mp")

false
> Islsomorphic(HI15, HI17,mp")

false
> IsIsomorphic(HI16, Hl17,mp")

false

= HI8 = Graph([1,2, 3], Trail(1, 2, 3), Trail(1,
1), Trail(2, 2), Trail(3,3)) :

> AdjacencyMatrix(HI8)
110
111
011
> HI9 == Graph([1,2, 3], Trail(1, 2,3, 1), Trail(1,
1), Trail(2,2)) :
> AdjacencyMatrix(H19)
111
111
110
= Islsomorphic(H18, H19,'mp")
false

Jadi 20 graf yang terbentuk dari n = 3 simpul tak isomorfis satu dengan yang

lainnya.



BAB V

PENUTUP

5.1 Simpulan

Dari pembahasan yang ada di depan, diperoleh simpulan sebagai berikut:
(1). Hasil enumerasi graf n simpul dengan menggunakan Teorema Polya
dinyatakan dalam proposisi 1 sampai dengan 14 sebagai berikut:
(a). Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari dua simpul ada
sebanyak tiga.
(b). Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari dua simpul ada
sebanyak enam.
(©). Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari tiga simpul
ada sebanyak sepuluh.
(d). Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari tiga simpul ada
sebanyak 20.
(e). Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari empat simpul
ada sebanyak 66.
(f). Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari empat simpul ada
sebanyak 90.
(g). Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari lima simpul ada

sebanyak 792.
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(h). Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari lima simpul ada
sebanyak 544.

(i). Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari enam simpul
ada sebanyak 25.506.

(j). Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari enam simpul ada
sebanyak 5.096.

(k). Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari tujuh simpul ada
sebanyak 2.302.938.

(). Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari tujuh simpul ada
sebanyak 79.264.

(m). Banyaknya multigraf tak isomorfis yang terbentuk dari delapan simpul
ada sebanyak 591.901.884.

(n). Banyaknya graf tak isomorfis yang terbentuk dari delapan simpul ada
sebanyak 2.208.612.

(2). Dengan bantuan program Maple dan The Graph Isomorphism Algorithm
Demonstration Program diperoleh bahwa graf dengan n simpul yang

terbentuk dari Teorema Polya tak isomorfik satu dengan yang lainnya.

5.2 Saran

Pada kesempatan kali ini penulis baru mengkaji tentang penggunaan
Teorema Polya dalam enumerasi multigraf dan graf tanpa loop. Penelitian
mengenai Teorema Polya masih dapat dikembangkan lagi pada pewarnaan graf

dan enumerasi graf berarah.
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Lampiran 1

> with(group):
BENTUK-BENTUK CYCLE DI S3:

> grouporder(permgroup(3,{a=[[1.,2]]1, b=[[1.2.3]11})):
6

> pg3 := permgroup(3.{a=[[1.2]1]1. b=[[1.2,3]11}):
elements(pg3);

{00, {1, 211, {11, 2, 310, [[1, 3, 2], [[1, 311, [[2, 311}

> SnConjugates(pg3.[1):
1

> SnConjugates(pg3,[[1,21]1);
3

> SnConjugates(pg3,[[1.2,3]11);
2

BENTUK-BENTUK CYCLE DI S4:

> grouporder(permgroup(4,{a=[[1,211. b=[[1.,2.,3,411}));
24

> pg4 := permgroup(4,{a=[[1,21]1, b=[[1,2,3.411}):
elements(pg4);

{0, [0, 210, (11, 2, 310, {1, 3, 211, [[1, 310, [12, 311, [[1, 2, 3, 411, [[1, 3, 4, 211, [[1, 4, 2, 3]}, [[1, 3, 2, 4]],
([1,2,4,3]], [[1, 4, 3, 211, [[2, 3, 4]1, [[2, 4, 3]], [[1, 3, 41}, [[1, 2, 41}, [[1, 3], [2, 411, [[3, 41], [[1, 4, 3]],
([1, 4], [2, 311, [[1, 21, [3, 411, [[1, 4, 211, [[2, 411, [[1, 411}

\%

SnConjugates(pg4,.[1);
1

\%

SnConjugates(pg4, [[1.21D):
6

\Y

SnConjugates(pg4,[[1.21.[3.41D):
3

\%

SnConjugates(pg4,[[1.2,311):;
8

Vv

SnConjugates(pg4,[[1.2,3.4]1]):;
6
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BENTUK-BENTUK CYCLE DI S5:
> grouporder(permgroup(5,{a=[[1,2]1,

b=[[1,2,3,4.511}));

120

> pg5 := permgroup(5,{a=[[1,2]], b=[[1,2,3,4,5]1}):
elements(pg5);

{00, [0, 210 01, 2, 310 {11, 3, 211 [[1, 310, [[2, 311, [[1, 2, 3, 411, [[1, 3, 4, 211, [[1. 4, 2, 3]}, [[1, 3, 2, 4]],
([1,2, 4,311, [[1, 4,3, 2]], [[2, 3, 4]}, [[2, 4, 3]], [[1, 3, 4]], [[1, 2, 411, [[1, 3], [2, 4]}, [[3, 41}, [[1. 4. 3]],
([1, 4], [2, 311, [[1, 21, [3, 41}, [[1, 4, 21, [[2, 411, [[1, 411, [[1. 2, 3, 4, 511, [[1, 4, 3, 2, 5]}, [[1, 2, 5, 4, 3]],
[1,4,3,5,2]],[[1,3.,4,2,5]], [[1, 3, 5,4, 2]1, [[1, 3, 4, 5, 2]], [[1, 4, 2, 3, 5], [[1, 2, 5, 3, 4]],
[[1,5,4,3,2]],[[1, 4, 2,5,3]1, [[1, 2, 3, 5, 4]1, [[1, 5, 3, 2, 4]1, [[1, 5, 4, 2, 3]1, [[1, 5, 2, 4, 3]],
[1,3,5,2,4]],[[1,4,5,2,3]], [[1, 5, 3,4, 2]1, [[1, 5, 2, 3,411, [[1, 3, 2, 5, 4]], [[1, 4, 5, 3, 2]],
([1.2,4,5,3]],[[1, 3, 2,4, 5]], [[1, 2, 4, 3, 51], [[1, 3, 2, 5]], [[1, 5, 41}, [[3, 511, [[1, 21, [3, 5]],

([1,3], (2,4, 5], [[2, 4, 5]}, [[1. 4], [2, 3, 5]}, [[1, 3, 5, 2]1, [1, 511, {1, 3, 511, [[1, 5, 31, [2, 411,

(2,3, 51], [[1, 3, 5, 41}, [[1, 2, 511, [[1. 4, 5, 2]}, [[2, 3, 4, 511, [[1, 3, [2, 51], [[1, 2, 4, 5]1, [[3, 5, 4]],

([1,4,2],[3,5]), [[1, 5, 4, 311, [[2, 5], [3, 41}, [[2, 4 5, 311, [[1, 2, 5], [3, 411, [[4, 511, [[2, 5, 411,

(2. 5,3, 4]], [[2, 5, 3]}, [[1. 4, 5, 3], [[1, 51, [2, 31], [[1. 5, 2, 4]}, [[2, 3, 5, 411, [[1, 5, 4], [2, 3]],

([1,5,3,2]], [[2, 4], [3, 5]}, [[1, 5, 2], [3, 41}, [[1, 5, 2, 3]], [[1, 4, 3, 511, [[2, 511, [[1, 51, [2, 4, 311,

([1, 4,510, [[1, 2, 3], [4, 511 [[1, 3, 51, [2, 411, [[2, 5, 4, 3]), [[1, 3, 2], [4, 5]}, [[1, 2, 4], [3, 5]},

([1,4,2,5]1, [[1, 2,3, 5]], [[1, 4], [2, 5, 311, [[1, 2, 5, 3], [[1, 5, 311 [[1, 3], [2, 5, 4]], [[1, 4, 5], [2, 3]],

([1, 3,4, 5]}, [[1, 5, 2]}, [[1, 5, 3, 4]1, [[1, 21, [3, 5, 4]1, [[1, 2, 5, 411, [[1, 4, 3], [2, 511, [[1, 5], [2, 4]},

[[2, 3], [4, 511, [T, 2], [4, 511, [[1, 4], [3, 511, [[1, 5], [3, 411, [[1, 3, 4], [2, 511, [[1, 5], [2, 3, 4]],

(1, 3], [4, 511, [[2, 4, 3, 511, [[3, 4, 511 [[1, 5, 4, 211, [[1, 2], [3, 4, 511, [[1, 4], [2, 5]T}

> SnConjugates(pg5,[1):;
1

> SnConjugates(pg5, [[1,211);
10

> SnConjugates(pgs,[[1.2,3]11);
20

> SnConjugates(pg5,[[1,2,3,4]11);
30

> SnConjugates(pg5,[[1.2,3,4,511);
24

> SnConjugates(pg5,[[1.2].[3.411);
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15

> SnConjugates(pg5,[[1.2].[3.4.511);
20

BENTUK-BENTUK CYCLE DI S6:
> grouporder(permgroup(6,{a=[[1,2]1,
b=[[1,2,3,4,5,611}));

720

> pg6 := permgroup(6,{a=[[1,2]], b=[[1,2,3,4,5,6]1}):
elements(pgb);

{0, 01, 210 {11, 2, 310 [1, 3, 211, [[1, 310, [2, 311, [[1, 2, 3, 411, [[1, 6, 4], [2, 5, 3], [[1, 3, 4, 2]], [[1, 4, 2, 3]],
([1,3,2,4]], [[1, 2,4, 3]], [[1, 4, 3, 2]], [[2, 3, 411, [[2, 4, 31], [[1, 3, 4]}, [[1. 2, 4]], [[1, 3], [2. 4]],
([3, 41), [[1, 4, 3]}, [[1, 4], [2, 311, [[1, 21, [3, 411 [[1, 4, 211, [[2, 411, [[1, 411, [[1, 2, 3, 4, 5],
[[1,5,3],[2,6]1, [[1, 6], [2, 4, 5,311, [[1, 4, 3,2, 511, [[1, 2, 5, 4, 31, [[1, 4, 3, 5, 2]], [[L, 3, 4, 2, 5]],
[1,3,5,4,2]],[[1, 3,4, 5,2]], [[1, 4, 2, 3, 5]], [[1, 2, 5, 3, 4]], [[1, 5, 4, 3, 2]], [[1, 4, 2, 5, 3]],
[1,2,3,5,4]], [[1, 5, 3, 2,4]], [[1, 5, 4, 2, 3]1, [[1, 5, 2,4, 31], [[1, 3, 5, 2, 4]1, [[1, 4, 5, 2, 3]],
[[1,5,3,4,2]], [[1, 5, 2, 3, 4]], [[1, 3, 2, 5, 4]], [[1, 4, 5, 3, 2]], [[1, 2, 4, 5, 311, [[1, 3, 2, 4, 5]],
([1,2,4,3,5]], [[1, 3, 2, 511, [[1, 5, 411, [[3, 511, [[1, 2], [3, 511, [[1, 3], [2, 4, 5]], [[2, 4, 5]],
([1, 4], [2, 3,51}, [[1, 3, 5, 211, {[1, 511, [[1, 3, 511, [[1, 5, 31, [2, 411, [[2, 3, 511, [[1, 3, 5, 4]1, [[1, 2, 5],
[[1,4,5,2]), [[2, 3, 4, 5]], [[1, 3], [2, 511 [[1, 2, 4, 5]1, [[3. 5, 411, [[1, 4, 2], [3, 511 [[1, 5, 4, 3]],
[[2, 5], [3, 411, [[2, 4, 5, 3], [[1, 2, 5], [3, 4]], [[4. 5]}, [[2. 5, 411, [[2, 5, 3, 411, [[2, 5, 31], [[1, 4, 5, 3],
([1, 5], [2, 310, [[1, 5, 2, 411, [[2, 3, 5, 411, [[1, 5, 4], [2, 311, [[1, 5, 3, 2]}, [[2, 4], [3, 511, [[1. 5, 2], [3, 41],
([1,5,2,3]], [[1, 4, 3, 5]], [[2, 51}, [[1, 5], [2, 4, 3]), [[1, 4, 5]}, [[1. 2, 3], [4, 5]}, [[1, 3, 5], [2, 4]],
(12,5, 4,311, [[1, 3, 2], [4, 511, [[1, 2, 4], [3, 511, [[1, 4, 2, 511, [[1. 2, 3, 511, [[1, 4], [2, 5, 3]], [[1, 2, 5, 3]],
([1, 5,31}, [[1, 3], [2, 5, 4]}, [[1. 4, 5], [2, 3]}, [[1. 3, 4, 511, {[1, 5, 2]1. [[1, 5, 3, 4]}, [[1, 2], [3, 5, 4]],
([1,2,5,4]], [[1, 4, 3], [2, 511, [[1, 51, [2, 41], [[2, 3], [4, 511 [[1, 2], [4, 511, [[1, 4], [3. 511, [[1, 5], [3. 41],
[[1,3,4],[2,5]), [[1, 5], [2, 3, 411, [[2, 6, 5, 3]1, [[1, 3], [4, 5], [[2. 4. 3, 511, [[3, 4, 511, [[1, 5, 4, 2]],
([1, 2], [3,4,5]), [[1, 4], [2, 511, [[1, 2, 3, 4, 5, 6]]. [[1, 6, 5, 3], [2, 411, [[1, 2], [5, 6], [[1, 4, 5, 6, 2, 3],
[[1,3,6,4,5,2]],[[1, 5, 3, 2, 6,4]], [[1, 4, 2, 3, 6, 5]], [[1, 5, 6, 4, 3, 2], [[1, 2, 5, 4, 3, 6]
[[1,4,6,2,5,3]],[[1,5,4,3,2,6]], [[1, 3, 2, 5,4, 6]], [[1, 6, 4, 3, 5, 2]], [[1, 5, 4, 3, 6, 2]
[[1,3,6,2,4,5]],[[1,4,6,5,3,2]], [[1, 6, 3, 2, 5, 4]], [[1, 4, 3, 5, 2, 6], [[1, 3, 4, 6, 2, 5]

]

]

]

]

] ]

[ [ L1 ]

[ [ L1 ]
[1,3,4,2,6,5]1,[[1,3,4,5,6,2]], [[1,2,3,6,5,4]1, [[1, 6,2,4,3,5]1,[[1, 2, 4,3, 6, 5]],
[ [ L1 ]

[ [ L1 ]

[ [ L1 ]

[[1,5,2,3,6,4]], [[1,6,5,2,4,3]], [[1,6,4,5,3,2]], [[1, 6, 3, 5,2, 4]], [[1, 2, 3, 5, 6, 4]],

[[1,6,5,3,4,2]],[[1,2,6,5,3,4]], [[1, 4, 3,6, 5, 2]], [[1, 3, 6,2, 5, 4]], [[1, 3, 6, 4, 2, 5]],
[[1,2,6,3,4,5]],[[1,5,3,6,2,4]], [[1,4,2,6,5,3]], [[1, 6, 3,4, 2, 5], [[1, 4, 6, 5, 2, 3]],
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[[1,6,2,3,5411,[[1,5,4,2, 6,311, [[1,5,4,6,3,2]], [[1,2,4,6,3,5]], [ ]
[1,2,6,3,5,411,[[1,2,5,3,4,6]1, [[1,3,4,2,5,6]], [[1,4,2,6,3,5]], ]
[[1,6,4,2,5311,[[1,3,5.2,6,4]1, [[1, 5,4,2,3,6]1, [[1,6,5,3,2,4]], [ ]
[[1,3,5,6,4,2]1,[[1,2,4,3,5,6], [[1,3,6,5,4,2]1, [[1, 6,2, 3,4, 511, [[1, 2, 6,4, 5, 3]],
[[1,4,6,3,2,5]1,[[1,6,5,4,2,3]], [[1,5,6,2,4,3]1, [[1,4,5,2,3,6]], [[1, 2,3, 6,4, 5]],
[[1,3,5,6,2,411,[[1,6,5,4,3,2]1, [[1,5,2,4,3,6]1, [[1,4,5,6,3,2]1,[[1, 2,5, 6,4, 3]],
[[1,3,4,6,5 211, [[1,3,5,2,4,6]1, [[1,5,6,2,3,4]1, [[1,2,4,6, 5,311, [[1, 2, 3,5, 4, 6]],
[[1,5,2,6,4,311,[[1,2,4,5,3,6], [[1,5,6,3,4,2]1, [[1, 5, 6,4, 2,311, [[1, 2, 5,4, 6, 3]],
[[1,3,2,4,6,511,[[1,4,5,3,6,2]], [[1,3,2,4,5,6]1, [[1,4,6,3,5,2]1, [[1, 5,3, 6,4, 2]],
] [ [ L1 ]
] [ [ L1 ]
] [ [ L1 ]
] [ [ L1 ]
] [ [ L1 ]
] [ [ L1 ]
] [ [ L1

[1,5,3,4,2,6]
[1,4,3,2,5,6]
[1,6,4,2,3,5]

5> 5
> >
5> 5

[[1,4,3,6,2,5]1,[[1,5,4,6,2,3]],[[1,3,6,5,2,4]1, [[1, 5, 2,4, 6,311, [[1, 2,6, 5, 4, 3]],
[[1,5,2,3,4,6]1,[[1,6,4,5,2,3]],[[1,4,2,3,5,6]1, [[1, 5,6, 3,2,41], [[1, 4, 3, 2, 6, 5]],
[[1,3,5,4,6,2]1,[[1,2,3,4,6,5], [[1,6,4,3,2,5]1, [[1,2,4,5,6,311,[[1, 6,3, 5, 4, 2]],
[[1,4,6,2,3,5]1,[[1,6,2,5,3,4]1, [[1,6,3,2,4, 511, [[1, 4,2, 5, 6,311, [[1, 3,4, 5,2, 6]],
[[1,5,2,6,3,411,[[1,6,2,5,4,3]], [[1,6,2,4,5,3]1, [[1,6,3,4,5,2]1, [[1, 5,3, 4, 6,2]],
[[1,4,5,3,2,6]1,[[1,4,2,5,3,6]1,[[1,4,3,5,6,2]1, [[1,2,5,6,3,411, [[1, 3,2, 6, 5, 4]],
[1,2,5,3,6,411,[[1,3,2,6,4,5]1, [[1,4,5,2,6,3]1, [[1, 6, 5,2,3,411, [[1, 2, 6, 4, 3, 5]],
[[1,5,3,2,4,611,[[1,3,2,5,6,4]1, [[1,3,5,4,2,6]1, [[1, 2,5, 611, [[1, 2, 6], [3, 411, [[1, 2, 3], [4, 5, 6]1,
[[1,6,3,511, 111, 2, 4], [3, 6, 511, [[2, 4. 6, 3, 511, [[2, 3, 611, [[1, 6, 3, 411, [[1, 6, 3, 4, 511,

[[1, 4], [3, 6, 511, [[1, 2, 6, 41], [[1, 2, 3, 4, 6]1, [[1, 5, 6, 2], [3, 4]] [[1, 5], [3, 4, 6]] [[1, 3, 5, 2], [4, 6]],
[[1, 6, 4], [3,51], [[1, 6, 3, 5, 411, [[1. 6, 5], [2, 311, [[1, 4, 3, 5], [2, 6]] [[1, 6, 3, 4], [2, 5]], [[2, 5, 6, 4]],
[[1, 5, 6], [3, 411, [[1, 6], [2, 4, 511, [[1, 6, 4], [2, 5], [[1, 5], [2, 3, 6, 411, [[1, 3], [2, 6], [4, S]],

[[1, 4, 5,3, 6]], [[1. 5, 4], [2, 3, 6]], [[1, 4, 2, 5, 6]], [[1, 6], [2, 3, 5, 4]], [[2, 4, 3], [5, 611, [[1, 6]],
[[1,5,2,3], [4,6]1, [[2, 5,3, 6], [[1, 2, 3, 4], [5, 6]1. [[1, 6, 3, 5, 211, [[1, 3, 4, 6, 2]], [[1, 5, 2, 6, 4]],
[[1, 5,4, 6], [2, 3], [[1, 2], [3, 6, 411 [[1. 6, 5, 4], [2, 3]], [[1, 6, 2, 3], [4, 5], [[1, 6, 3], [2, 4],

[[1, 4, 3], [5, 611, [[1, 2, 6]1, [[1, 6, 5, 411, [[1, 3, 6, 4, 5], [[1, 5, 3, 6, 211, [[1, 21, [3, 4, 6]],

[[1, 4, 6], [3, 51], [[1, 5, 4], [2, 611, [[1, 4, 3], [2, 6, 511, [[1. 2, 4, 6, 3]], [[1, 6, 2, 3, 4]], [[1, 6], [3, 4]],
[[1,3, 5, 6], [2, 411, [[2, 4], [3, 611, [[1, 2, 6, 3, 411, [[1, 6, 2, 4, 5]}, [[2, 6], [3, 41, [[2, 5, 6], [3, 41},

[[2, 3, 6,5, 411, [[1 6, 5], [2, 411, [[1, 5], [2, 4, 6, 3]], [[1, 4, 611, [[1, 5], [2, 3], [4, 6], [[1, 6, 5], [2, 4, 3],
[[1, 31, [2, 5, 611, [[1, 21, [3, 4], [5, 611, [[2, 4, 5, 3, 6], [[1, 6], [3, 5, 41, [[2, 6, 411, [[1, 6], [2, 4, 3, 5]],
[[2,3,4,6,5]], [[1,4],[2, 5, 611, [[1, 3, 4, 2], [5, 6]]. [[1, 41, [2, 6, 3, 511, [[ 1, 2, 4, 5, 6],

[[1,5,3,2], [4, 6]], [[1, 4], [2, 6], [3, 511, [[1. 4, 6,2, 3]], [[1, 5, 2], [4, 6]], [[1, 5, 2, 6], [3, 4]],
[[1,4,3,2,6]1, [[1,4],[2,3,5,6]1 [[1. 6, 4, 5,311, [[2, 3, 4], [5, 611, [[1, 4, 6, 211, [[2. 3, 4, 5, 6]],
[[1,5],[2,4,3,6]1, [[1, 5,4, 6]1, [[1, 6,3, 4,2]], [[1, 5, 3], [2, 4, 611, [[1, 4, 5], [2, 3, 6]],

[[1, 51, [3, 6, 41], [[1, 5, 4, 2], [3, 611, [[1, 51, [2, 6], [3, 411, [[1, 2, 6], [4, 511, [[1, 6, 2, 3, S]], [[1, 6, 5]],
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[[1,2,5],[3, 6], [[1, 6,4, 2], [3, 5]], [[1. 5, 3, 4], [2, 6]], [[1, 2], [3, 6, 4, 511, [[1, 5, 41, [2, 6, 3]], [[4, 6]],
[[1,3,2,6,4]], [[1, 3, 5,2, 6]], [[1, 6], [2, 4]], [[3. 4], [5, 611, [[2. 5. 6, 4, 3]]. [[1, 6, 4, 5, 2]],
[[1,6,3,2]], [[1, 3,2, 6]], [[1, 5, 6, 2]], [[1, 5, 6, 3, 4]], [[1, 3, 2], [4, 6, 511, [[1, 3, 2], [4, 6]],
([1,5,4,2,6]], [[1, 3, 6], [2, 5, 4]], [[1, 3], [4, 6]]. [[1, 2, 4], [3, 6]]. [[2, 6, 3, 5, 4]], [[1, 2, 4, 3, 6]],

[[2, 6], [3, 4., 5]], [[1, 5, 3], [4, 6], [[1, 4, 2], [3, 6, 5]], [[2, 6, 4, 511, [[1, 4], [2, 6]], [[1. 6, 2], [4, 5]],
[[1, 3], [2, 611, [[1, 6], [2, 5, 4]1. [[1, 2, 6, 4, 3]1, [[1, 5, 4, 3, 6]], [[1, 2, 4, 5], [3, 6]], [[1, 4], [3, 6]],

[[1, 4.3, 6]], [[4, 5, 611, [[2, 6], [3, 5, 411, [[1, 5, 2, 4, 6]], [[1, 2, 5], [3, 6, 4]], [[1, 6, 2, 5], [3, 4]],
[[1,5,6,3,2]], [[1, 2, 6, 5], [[3, 6, 4, 511, [[2, 4, 6]], [[2, 3, 6, 4]], [[2, 3, 6, 5], [[3. 6, 5, 4]],
[[1,4,6],[2,3,5]], [[1, 5, 6, 3], [2, 411, [[1, 4, 2, 5], [3, 6], [[1, 3, 6], [2, 511, [[1, 3], [2, 4, 6],

[[2, 5], [4, 611, [[1, 4, 3], [2, 6]1. [[1, 6, 5, 2], [3, 411, [[1, 5, 2, 4], [3, 6]], [[1, 3, 5, 6, 4]],
[[1,6,5],[2,3,4]],[[1, 2,5, 3,6]], [[1, 3,4], [2, 5, 6]], [[1, 3, 4, 6], [2, 5], [[1, 4, 6, 3, 5],
[[1,6,5,4,2]], [[1, 5, 6], [2, 3]], [[2, 4, 6, 3]], [[2, 6, 511, [[1, 2, 3, 5, 6]], [[1. 2, 6], [3, 4, 5]],
[[1,2,6],[3,5,4]], [[1, 4, 3, 5, 6], [[1, 6], [2, 4], [3, 511, [[2, 4, 5], [3, 6]], [[1, 3, 5, 4], [2, 6]],
[[1,2,3,6,5]], [[1, 5, 6, 2,4]], [[1, 6], [2, 5, 3]1, [[1, 4, 6, 5], [2, 311, [[1, 6, 5, 2, 4], [[1, 2, 4], [5, 6]],
[[2, 6,4, 311, [[1, 6, 2, 4], [3, 511, [[1, 4], [2, 3], [5, 6]}, [[1. 5], [2, 611, [[1, 6], [2, 4, 311, [[1, 4, 6, 5, 2]],
([1,4,2],[3, 6]}, [[2, 5, 6, 3, 411, [[1, 5, 2, 6]}, [[1. 5], [4, 611, [[1. 6, 2], 3, 4]], [[2, 5, 3, 4, 6]],

[[1, 4.3, 6], [2,5]], [[1, 2, 5, 4, 6]], [[3, 4, 6, 511, [[1, 2, 5, 6], [3, 411, [[1, 5, 6], [2, 3, 411, [[3, 6, 4]],
([1,4,2,6,3]], [[1, 5], [2, 6, 4]}, [[1, 4, 6, 5, 3]], [[1, 2], [3, 5], [4, 6], [[1. 6, 5, 3, 4]]. [[1, 3], [2, 6, 4]],
[[1, 3, 6],[4, 51], [[1, 5, 2], [3, 6, 411, [[1, 4, 2, 3], [5, 6], [[1, 6, 5, 4, 311, [[2, 4, 6, 5, 3]],
([1,4],[2,6,5,3]], [[1, 4,5, 6], [2, 3]], [[1, 5, 6], [2, 4]]. [[1, 4, 3, 2], [5, 6], [[1, 5, 2], [3, 6],

[[1, 3, 5], [2, 4, 6], [[1, 2], [3, 5, 6]], [[2, 6, 3, 411, [[1, 2], [4, 6, 5]1. [[1, 3], [2, 4, 5, 6], [[2, 3, 5, 6, 4]],
[[2,6,4,3,5]], [[2, 6, 5, 3, 4]], [[1, 3, 5], [2, 6]], [[1, 4, 5], [2, 6, 3]], [[1, 51, [3, 6]], [[2, 3, 5, 4, 6]],

[[1, 3], [2, 6, 5], [[1, 4], [2, 6, 3]], [[1, 3, 4, 6]], [[1, 3, 2, 6, 5]}, [[2, 3, 6], [4, 5]], [[1, 6], [2, 5, 4, 3]],
([1,2,6,3]], [[1, 5, 6,4, 2], [[2, 6, 5, 4, 311, [[3, 611, [[1, 6], [2, 3, 4]], [[1, 4, 5, 2, 6]],
[[1,4,3],[2,5,6]],[[2, 4, 3, 6, 5], [[1, 5], [2, 6, 3]], [[1, 3], [2, 5], [4, 6]], [[1, 3], [2, 5, 4, 6]],
[[1,2,3,6]],[[1, 2, 4], [3, 5, 6], [[1, 3, 4], [5, 6]1, [[1, 3, 6, 2, 4]], [[1, 5, 4, 6, 311, [[2, 6, 3, 5]],

[[1, 5, 6]], [[2, 5, 4], [3, 6]], [[1, 3, 6], [2, 4, 5]1, [[4, 6, 511, [[1, 3, 4, 2, 6]], [[1, 3], [4. 5, 6],
([1,2,6,3,5]], [[1, 3, 6, 2], [[1, 6, 4], [2, 3, 5]1, [[1, 6, 4]], [[1, 2, 5], [3, 4, 6]], [[1, 2, 6, 4], [3, 5]],

[[2, 3, 5], [4, 6]], [[2, 6], [3, 511, [[1, 3, 4, 5, 6]], [[1, 4, 5, 6, 3]}, [[1. 4, 6, 3]], [[1, 2, 6], [3, 511,
([1,3,4],[2,6]], [[1, 4], [2, 5, 3, 6]], [[1. 5, 6, 3]]. [[1, 5, 3], [2, 6, 4]], [[1, 4, 5], [2, 6]],

[[1,2,5,4], 3, 6], [[1, 6, 2]1, [[1, 2, 3, 5], [4, 6], [[2, 4, 6], [3, 511, [[1, 4, 2, 6, 5]], [[1, 3, 4, 5], [2, 6],
([3, 5,4, 6]], [[1, 2,4, 6], [[1, 4, 6, 2], [3, 5], [[1. 3, 5], [2, 6, 4]], [[1, 3, 2, 5], [4, 6]]. [[1, 6, 2], [3, 5]],
[[2,3,4,6]],[[1,4,5,6,2]], [[1, 5], [2, 3, 4, 6]], [[1, 6], [2, 3, 4, 5], [[1, 6, 3, 2], [4, 5],

[[1, 3], [2, 4, 6,511, [[1, 4, 6], [2, 5, 3], [[1, 6, 3, 2, 511, [[1, 2, 4, 3], [5, 6], [[1, 2, 6, 5, 4]1], [[1, 3, 6]],
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[[2,5,3,6,4]], [[3, 4, 6]], [[1, 6, 2, 5, 4]], [[1, 3], [4, 6, 5], [[1, 3], [2, 6, 4, 5], [[1, 6, 4, 2, 5]],
([1,4,6],[2,3]], [[1, 6, 5,2,3]], [[1, 6, 3, 2, 4]], [[2, 5, 4, 6, 3], [[1, 6, 5], [3, 4]], [[1. 4, 2], [5, 6]],
[[1,6,4,3,2]], [[1, 6], [2, 3], [4, 5], [[1, 3, 5, 6, 2], [[1, 3], [3, 611, [[1, 6, 2, 5]], [[1, 6, 3], [4, 5]],
[[1,2,5],[4, 6], [[1, 3, 6], [2, 4]], [[1, 4], [2, 5, 6, 3]], [[2, 5, 4, 3, 6]], [[1, 2, 6, 5], [3, 4]], [[2, 5], [3, 6]],
[[3. 5, 6], [[1, 2], [3, 5, 4, 6]1, [[2, 3], [5, 6]}, [[1. 6, 2, 5, 3]], [[1, 2, 6, 4, 5]], [[1, 5, 3, 6, 4]],
[[1,2,6,5,3]],[[1, 3, 2], [4, 5, 611, [[1, 4], [2, 3, 6, 5]], [[1, 3, 6, 4]], [[1, 2, 5, 6, 4], [[1, 6], [3, 4, 511,
[[2,4,3,5,6]],[[1, 3, 6,2, 5]], [[1, 6, 4, 2, 3]], [[1, 2, 3, 6], [4, 5]], [[1, 3, 6, 2], [4, 5]], [[1, 6, 3]],
[[1,2,4,6,5]], [[1, 5], [2, 4, 6]], [[1, 3], [2, 4], [5, 6]], [[1, 2], [3, 611, [[1, 6, 3], [2, 5], [[2, 4, 3, 6]],

[[2, 5,4, 6]], [[1, 6, 3], [2, 5, 411, [[1, 6, 4, 3, 5]1, [[2, 4, 6, 5]], [[1, 6], [2, 5], [[2, 5], [3, 4, 6],

[[1, 2], [3,5, 6,4]] [[1, 2], [3, 4, 6, 511, [[1, 6, 5, 3, 2]], [[1. 4, 2], [3, 5, 6]], [[1, 2], [3, 6], [4, 5]],
([1,5,2,6,3]], [[1, 2], [3, 6, 511, [[1, 6, 5, 2]], [[2, 3, 6, 4, 5]], [[1, 6, 2], [3, 5, 4]], [[1, 4, 6], [2, 5]],

[[1, 2], [3,6,5,4]1, [[1, 4, 5, 2], [3, 6], [[2, 5, 6, 3]1, [[1, 6, 3, 5], [2, 4]], [[1, 3, 6, 5, 411, [[1, 3, 6, 4, 2]],
[[1,5,6],[2,4,3]], [[1, 4], [2, 6, 5]], [[3, 6], [4, 511, [[1, 6, 2], [3, 4. 5]}, [[1. 3, 2], [5, 6]], [[2, 6, 3, 4, 5]],
([1,5,2,3,6]], [[1, 2,5, 3], [4, 6], [[1, 4], [2, 5], [3, 6]1, [[1, 4], [5, 6]], [[1, 6, 2, 3]], [[1, 5, 6, 4]],
[[1,6,4,3]], [[1, 5], [2, 3, 6]1, [[1, 5, 3, 6], [2, 411 [[1, 2, 4, 6], [3, 5]], [[1, 4. 6, 2, 5], [[1, 4, 5], [3, 6],
[[2, 5], [3, 6, 4], [[2, 4], [, 611 [[1, 3, 5, 6]], [[2. 3, 5, 6]1. [[1, 2, 3], [5, 6], [[1, 6, 4, 3], [2, 5]],

[[1, 6, 4,2]], [[5, 6]1, [[1, 4, 2, 6], [3, 511, [[1, 2, 6, 3], [4, 5], [[1, 4. 3, 6, 5]}, [[1, 3, 6, 5]],
[[1,5,3,2,6]], [[L, 5], [2, 6, 3, 4]], [[1, 5, 6, 4, 311, [[1, 3, 6, 5, 211, [[1, 5, 4, 3], [2, 6]], [[1, 5, 3, 4, 6]],
[[1,6,2,4,3]], [[2, 6, 5], [3, 411, [[1, 5], [2, 6, 4, 3]], [[3, 4. 5, 6]], [[1, 5, 3, 611, [[2, 6], [4, S]],
[[1,3,4,6,5]],[[1,4,6, 3], [2,5]], [[2, 4], [3, 6, 511, [[2, 6, 4, 5, 31], [[2, 6, 5, 411, [[1, 3, 2, 5, 6]],
[[2,4,5,6,3]],[[1,4,6,3,2]], [[1, 6, 2,4]], [[1, 4, 5, 6]], [[2, 5, 3], [4, 6], [[1, 3, 2, 6], [4, 5]],

[[2, 6, 3], [4, 5], [[2, 6, 3]], [[2. 6]}, [[1, 2], [4, 5, 6]], [[2, 5, 6]], [[1. 4, 2, 3, 6]], [[1, 3, 6, 5], [2, 4]],
([1,2,3],[4, 6, 5], [[1. 5, 6,2,3]], [[1, 6], [3, 511, [[1, 6], [2, 5, 3, 411, [[1, 61, [4, 511, [[2, 4, 5, 6]],
[[1,4,5,3],[2,6]], [[1, 5, 6,4], [2, 3]], [[1, 2, 5, 6, 3]], [[1, 2], [3, 4, 5, 6], [[1, 3, 2, 4, 6]],

[[1,5,4],[3, 6], [[1, 5], [2, 4], [3, 6]1, [[1, 3, 5], [4, 6]], [[1, 6, 4], [2, 3]], [[1, 6], [2, 3, 5]],

([1,3], (2,5, 6,4]] [[1, 3, 5, 4, 6]], [[3, 5], [4, 6]1. [[1, 4, 2, 6]], [[1, 6], [2, 5]. [3, 4]], [[1. 4, 3, 6, 2]],
[[1,5,4,6,2]], [[1, 6], [2, 3]], [[1, 6, 3], [2, 4, 5]1. [[1, 6, 4, 5], [2, 311, [[2, 3], [4, 6]], [[1, 2], [4. 6]],
[[1,5,2],[3,4,6]1[[3, 5, 6, 4]], [[2, 3], [4, 6, 511, [[1, 2, 3], [4, 6]]. [[2, 4], [3, 5, 6], [[1, 3, 2, 4], [5, 6]],
[[1,3,4],[2,6,5]], [[1, 3, 6, 4], [2, 5]], [[2, 6, 4], [3, 5]1, [[3, 6, 511, [[1, 6, 4, 5]], [[1, 6, 5, 3],

(12, 3], [4, 5, 611, [[1, 4], [3, 5, 611, [[1, 4], [2, 3, 611, [[1, 2, 3, 6, 411, [[1, 4, 6, 511, [[1, 3], [2, 6, 5, 4]]}

> SnConjugates(pg6,[1):
1

> SnConjugates(pg6,[[1.2]11);
15
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> SnConjugates(pg6,[[1.2,3]11);
40

> SnConjugates(pg6,[[1.2,3,411);
90

> SnConjugates(pg6,[[1.2,3,4,5]11);
144

> SnConjugates(pg6,[[1,2,3,4,5,6]11);
120

> SnConjugates(pg6,[[1.2]1.[3.411);
45

> SnConjugates(pg6,[[1,.2],[3.4.511);
120

> SnConjugates(pg6,[[1,2].[3,4,5,6]1]);
90

> SnConjugates(pg6,[[1,2,3],[4.5,611);
40

> SnConjugates(pg6,[[1,2],[3.4].[5.611);
15

BENTUK-BENTUK CYCLE DI S7:
> grouporder(permgroup(7,{a=[[1,2]1,
b=[[1,2,3,4,5,6,711})):

5040

> pg7 := permgroup(7,{a=[[1,2]]1, b=[[1.2,3.,4,5,6,711}):
elements(pg7);
(L, [[1,4, 6,3, 5,711, [[1, 5, 7, 4, 2, 311, [[1, 6], [2, 7, 5], [3, 411, [[1, 7, 6], [2, 4, 3, 511, [[1, 2], [3, 7, 4, 6, 5]],

[[1,4],(2,7,3,6,5]],[[1, 3,5, 6], [4, 7], [[1. 6,7, 4,2, 5]], [[1, 7, 5], [2, 3, 6, 4]], [...5020 terms...],
[[1,2,6,4],(3,7,51],[[2,7, 5,4, 31], [[1, 71, [5, 611, [[1, 4, 71, [3, 5, 6]], [[1, 7, 3, 5, 4, 6]],
[[1,2,4,5,7,3]],[[1, 6], [2,3,7,4,5]], [[1, 4, 3], [2, 6, 5, 7]1, [[1, 7, 2, 4, 3], [5, 6], [[2, 3, 7, 4]]}

> SnConjugates(pg7,[1):;
1

> SnConjugates(pg7,[[1,21]1);
21

> SnConjugates(pg7,[[1.2,3]11);
70
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> SnConjugates(pg7,[[1.2,3,4]11);
210

> SnConjugates(pg7,[[1,2,3,4,5]1]);
504

> SnConjugates(pg7,[[1.,2,3,4,5,6]11);
840

> SnConjugates(pg7,[[1.2,3,4,5,6,711);
720

> SnConjugates(pg7,[[1.2]1.[3.411);
105

> SnConjugates(pg7,[[1.21,.[3.41.[5.611);
105

> SnConjugates(pg7,[[1.2].[3.4]1.[5.6.711);
210

> SnConjugates(pg7,[[1,2]1.[3.4.511);
420

> SnConjugates(pg7,[[1.,2].[3,4,5,611);
630

> SnConjugates(pg7,[[1.,2].[3.4,5,6,71D):
504

> SnConjugates(pg7,[[1.2.3].[4.5.6]11):;
280

> SnConjugates(pg7,[[1.,2,3],[4.5.6,7]11);
420

BENTUK-BENTUK CYCLE DI S8:
> grouporder(permgroup(8,{a=[[1,2]1,
b=[[1.,2,3,4,5,6,7,811})):;

40320

> pg8 := permgroup(8,{a=[[1,2]1,

b=[[1.,2,3,4,5,6,7,811}):

elements(pg8);

{01, [[1, 2, 3, 4], [6, 811, [[1, 8, 5, 31, [2, 7, 411, [[1, 81, [2., 4, 7, 3, 5], [[1, 4, 6, 7, 2, 8, 311, [[1, 8, 2, 4, 7, 5, 6]],

[[1,4,6,3,5, 711, [[1, 4], [3, 7], [6, 8], [[1, 8, 5, 2], [3, 6, 7, 411, [[1, 7], [2, 5, 4, 3, 8, 6]],
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[[1,6,2,3,8,5 711, [[1,8,7,3,2,4,6]], [[1, 7, 4], [2, 5, 6], [3, 811, [[1, 4, 7, 3, 51, [6, 8]],
([1.4,3,5,8],[2,7]], [[1, 8, 6,4], 2,7, 5, 3]}, [[1, 4,7, 5, 8]1}

SnConjugates(pgs,[1):
1

SnConjugates(pg8,[[1.21D);
28

SnConjugates(pg8,[[1.2,3]1D;
112

SnConjugates(pg8,[[1.2,3.4]1]1);
420

SnConjugates(pg8,[[1.,2,3,4,5]1]);
1344

SnConjugates(pg8,[[1,2,3,4,5,6]11):
3360

SnConjugates(pgs,[[1,2,3,4,5,6,7]11);
5760

SnConjugates(pg8,[[1.2,3,4,5,6,7,8]11);
5040

SnConjugates(pgs, [[1.21.[3.41D):
210

SnConjugates(pg8, [[1.2],[3.4.5]11):
1120

SnConjugates(pg8,[[1.2].[3.4,5,611);
2520

SnConjugates(pg8,[[1.,2].[3.4.5.6,711):
4032

SnConjugates(pg8,[[1.2],[3.4.5.6,7,81]1);
3360

SnConjugates(pgs,[[1,2,3],[4,5,6]11);
1120

SnConjugates(pgs,[[1.,2,3]1.[4.5.6,.711);
3360



SnConjugates(pg8,

SnConjugates(pg8,

SnConjugates(pg8,

SnConjugates(pg8,

SnConjugates(pg8,

SnConjugates(pg8,

SnConjugates(pg8,

[L1,

[L1,

[[1,

[[1,

[[1,

[[1,

[L1,
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2,3].[4.5.6,7.,811);
2688

2,3,4],[5.6,7,81D);
1260

2]1.13.41.[5.61D:

420

2]1.13.41.15.61.[7.81D):

105

21.1[3.41.[5.6,71D):

1680

2]1.13.41.1[5.6,7,81D);

1260

2]1.13.4.5]1.0[6.7.811D);

1120



