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ABSTRAK

Kurniawati, Anisa. 2011. Penyelesaian Kasus Beberapa Integral Tak Wajar
dengan Integran Memuat Fungsi Eksponensial dan Fungsi Logaritma. Skripsi,
Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam
Universitas Negeri Semarang. Pembimbing Utama Drs. Wuryanto, M. Si. dan
Pembimbing Pendamping Muhammad Kharis, S. Si, M. Sc.

Kata kunci: kalkulus, integral tak wajar, fungsi gamma, fungsi beta.

Matematika mempunyai peranan yang cukup besar dalam kemajuan ilmu
pengetahuan dan teknologi saat ini, baik dari segi keilmuan matematika maupun
dari segi teranpannya. Dalam matematika terdapat kajian mengenai kalkulus yang
diantaranya membahas teorema L’Hopital, integral tak wajar, fungsi gamma, dan
fungsi beta. Integral dengan batas tak hingga dapat disebut sebagai integral tak
wajar. Menyelesaikan suatu integral tak wajar dapat dilakukan dengan mencari
limit dari fungsinya. Fungsi gamma dan fungsi beta merupakan fungsi dalam
bentuk integral.

Permasalahan yang dibahas pada penelitian ini adalah bagaimana
menyelesaikan kasus beberapa integral tak wajar yang integrannya memuat fungsi
eksponensial dan fungsi logaritma.

Hasil penelitian menunjukkan bahwa fungsi gamma yang didefinisikan

sebagai l“(n)=fO°°x"‘1e‘xdx, fungsi beta yang didefinisikan sebagai

B(m,n) = folxm‘l(l — x)™ 1dx, dan sifat-sifat fungsi gamma dan fungsi beta
dapat digunakan untuk menyelesaikan kasus beberapa integral tak wajar.

Berdasarkan penelitian disimpulkan bahwa fungsi gamma dan fungsi beta
dapat digunakan untuk menyelesaikan kasus beberapa integral tak wajar yang
memiliki bentuk sesuai fungsi gamma dan fungsi beta serta memiliki bentuk-
bentuk khusus. Integral tak wajar dengan integran memuat fungsi logaritma dapat
diselesaikan dengan langkah mensubstitusi variabel x dengan e~*. Integral tak
wajar dengan integran memuat fungsi eksponensial dapat diselesaikan
menggunakan fungsi gamma dengan cara merubah fungsi tersebut sesuai dengan
bentuk fungsi gamma. Beberapa kasus integral tak wajar dapat diselesaikan
menggunakan fungsi beta dengan cara merubah fungsi tersebut sesuai dengan
bentuk fungsi beta, kemudian mencari nilai dari fungsi beta tersebut dengan
menggunakan hubungan fungsi gamma dan fungsi beta.

viii



DAFTAR ISl

L 15 1O PP i
PERNY ATAAN L. s aasssssas s ssssssnsnnsnnnnsnnsnnsnsnnnnns I
PENGESAHAN . ...t ettt e e e e e e e et a e e e e e e e s s e ntararaaaaeaeaaaas i
PERSEMBAHAN........ gl e e . oo ooooeeennnneeeeeeeeennans [\,
MOTTO..oeeeeeeee e SR B N B e \
PRAKATA .4 . B al...........ccccccn e A e Vi
ABSTRAIF. & .. % N AR viil
DAFTAR A% S8 ... wY. R .. By . %% . A% .. IX
BABFL PENRAFHULBENRESS. ........ N ... A0 B T N 1
18 § LaiaBelaEibisn. . "N, ... A ... LW 1
B2 § Magalah WEEEEE——— . S U— ... L 3
1.3 Pembatasan Masalah .............coc.ooiiiiiiiiiieiie i 3
I8 \ Tujuan PEREINISHEE N .. L5 . ............ J. . 3
1.5% Wanfaat... e BAL RER...CVRR.......... . ¥ ... 3
1.6 @ Sstematika Skripsm... 8 4. AL 0. ..................... LN .. .. 4
BAB 2 TINJAUAN PUSTAKA ...ttt ettt staesin e 6
25 R o e g S 6
2.2 Fakitgia............. 0 B BB BB E= O oo il 7
2.3 ANt TURBRRDL ™. reeoeereineencreerernenernereang® e8I ...ooernennnnnnahs 8
2.3.1  Integral Tak TeNtU ..ocvueeiiiieiiiiiiiiiiiiine e sre e sre e sree e 9
2.3.2 Integral lipat .......coooovieeiiiee e 10

2.4 Integral Parsial ...........coovviiiiie i 11
2.5 Perubahan Variabel-Variabel Dalam Integral.............c..cccooeeviiiinnnnnne, 13
2.6 LMoo 18
2.7 Teorema Nilai Rata-Rata Cauchy ...........cccccooiieiiiie i, 19
2.8 Penggunaan Aturan L Hopital.........ccoooiiiiiiiiiii e 22
2.9 Integral TaK WaAJar ........ccooiuiiiiiiiiiiic et 23



2.9.1 Integral Tak Wajar pada Selang Tak Hingga........c..cccccvvevvveeiinnnnne. 23

2.9.2 Integral Tak Wajar pada Selang HiNgga..........ccccevvviiienineiiieiinnnn, 27
2.10 Fungsi EKSPONENSIAL.........c.cooviiiiiiiieic e 29
2.11 FUNQST LOGAITEMA .....eiieieiiieiee et 29
2.12 FUNGST GAIMMA ....eiiiiiiiieiie et 29
2.13  Sifat-Sifat FUNGST GaMMA .......cocviiiiiiiiiiiie e 30
2.14 Fungsi Beta.........co..ee oot i i o enee e e nne e 32
2.15 Sifat-Sifat FUNGSI Beta ........ccooiiiiiiiei i 33
2.16 Hubungan Fungsi Gamma dan Fungsi Beta............cccooeriieiieiinennnnne, 36

BAB 3 METODOLOGI PENELITIAN ...ttt 39
3.1 Penemuan Masalah...............coeiiii e st et et 39
3.2 BEruniiBen MaSalll......... ... ... A% .. See. ... L 0 ... 39
3B  StucmBUstalEm S ... B L ) 40
3.4 Analisis Pemecahan Masalah.............cccoooiiiiiiiiiiiciie e, 40
35 | PERrikall SN .. T — ... ... R 41

BAB 4 HASIL DAN PEMBAHASAN ......cooiiiiieiiaieaesiie e e sine e ne e 42
4.1 Penyelesaian Integral Tak Wajar dengan Fungsi Gamma...................... 42
4.2 Penyelesaian Integral Tak Wajar dengan Fungsi Beta..................c........ 58

BAB SRENUTUP.........\00... 5 ... L. ... ... 68
51 WiMpulan.................. Wi .. .. ... Q8 .. 68
52 SH@NN................. PFERPUSTAKAAM oo ... 69

DAFTARPUSRAKA.....R.R. W . N B Sy ... 0 ... 70

LAMPIRAN ..... 00 ™ oo . IS 71



BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika mempunyai peranan yang cukup besar dalam kemajuan ilmu
pengetahuan dan teknologi saat ini, baik dari segi keilmuan matematika maupun
dari segi terapannya. llmu matematika berisi kumpulan teori-teori deduktif yang
aksiomatis, masing-masing mempunyai suatu sistem tertentu yang terdiri dari
pengertian-pengertian atau simbol-simbol yang sederhana, pernyataan-pernyataan
pangkal yang sederhana, dan pernyataan-pernyataan sederhana yang tidak perlu
dibuktikan. Akibatnya, kesimpulan yang diambil sangatlah logis dan terstruktur
secara sistematis. Matematika terapan banyak berperan dalam menyelesaikan
masalah-masalah di dunia nyata yang sukar diselesaikan dalam sistemnya,
sehingga tidak hanya melatih ketrampilan dalam mengerjakan dan menyelesaikan
soal-soal matematika saja, tetapi juga perlu mengkaji dan memahami konsep-
konsep matematika baik yang sudah diajarkan dalam perkuliahan maupun yang

belum diajarkan.

Dalam matematika terdapat kajian mengenai kalkulus yang diantaranya
membahas teorema L’Hopital, integral tak wajar, fungsi gamma, fungsi beta, dan
lain-lain. Fungsi gamma dan fungsi beta merupakan fungsi-fungsi istimewa yang
sering muncul dalam pemecahan persamaan differensial, proses fisika,
perpindahan panas, gesekan sumber bunyi, rambatan gelombang, potensial gaya,
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persamaan gelombang, mekanika kuantum, perhitungan probabilitas pada problem
di mekanika statistik dan lainnya. Fungsi gamma dan fungsi beta merupakan

fungsi dalam bentuk integral.

Suatu integral dengan batas tak hingga dapat disebut sebagai integral tak
wajar, seperti integral dengan batas atas tak hingga, integral dengan batas bawah
tak hingga, dan integral dengan batas atas dan bawah tak hingga. Menyelesaikan
suatu integral tak wajar dalam kalkulus dapat dilakukan dengan mencari limit dari

fungsinya.

Contoh:

1
1+x2

Berikut disajikan suatu ilustrasi untuk menghitung f_oooo

1
1+x

0 1 © 1
—dx = [ dx + [, dx

(o/¢]
Jelas f—oo —© 14x2 1+x2

0 b

lim dx + lim
a--o | 1+ x2 b-oo | 1+ x2
a 0

dx

= lim (—tan"'a) + gim (tan™'h)

a——oo

Contoh di atas merupakan salah satu cara dalam menyelesaikan integral tak wajar,
dengan kata lain masih ada cara lain dalam menyelesaikan integral tak wajar.
Sehingga memunculkan pertanyaan, apakah fungsi gamma dan fungsi beta dapat

digunakan untuk menyelesaikan integral tak wajar?



1.2 Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, permasalahan yang akan dibahas dalam
penelitian ini adalah bagaimana cara menyelesaikan kasus beberapa integral tak

wajar yang integrannya memuat fungsi eksponensial dan fungsi logaritma.

1.3 Pembatasan Masalah

Masalah yang dikaji adalah cara menyelesaikan kasus beberapa integral
tak wajar menggunakan fungsi gamma dan fungsi beta. Pada penelitian ini fungsi
gamma digunakan untuk menyelesaikan kasus beberapa integral tak wajar dengan

integran memuat fungsi eksponensial dan fungsi logaritma

1.4  Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui penggunaan
fungsi gamma dalam menyelesaikan kasus beberapa integral tak wajar dengan
integran memuat fungsi eksponensial dan fungsi logaritma, serta untuk
mengetahui penggunaan fungsi beta dalam menyelesaikan kasus beberapa integral

tak wajar.

1.5 Manfaat

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut.
(@D) Untuk memberikan informasi tentang penyelesaian kasus beberapa integral
tak wajar dengan integran memuat fungsi eksponensial dan fungsi

logaritma menggunakan fungsi gamma,



2 memberikan informasi tentang penyelesaian kasus beberapa integral tak
wajar menggunakan fungsi beta, dan
3 memberikan manfaat bagi pembaca pecinta matematika, khususnya untuk

pecinta kalkulus mengenai integral tak wajar dan fungsi-fungsi istimewa.

1.6  Sistematika Skripsi

Penulisan skripsi disusun dalam tiga bagian utama, yaitu bagian awal,
bagian inti, dan bagian akhir skripsi.
1.6.1 Bagian Awal
Bagian awal skripsi terdiri dari halaman judul, halaman kosong,
pernyataan keaslian tulisan, pengesahan, persembahan, motto, prakata, abstrak,
dan daftar isi.
1.6.2 Bagian Pokok
Bagian pokok dari penulisan skripsi ini adalah isi skripsi yang terdiri dari
lima bab.
(1) BAB1PENDAHULUAN
Bab ini memuat gambaran singkat tentang isi skripsi dan membahas tentang
latar belakang, masalah, pembatasan masalah, tujuan penelitian, manfaat,
dan sistematika skripsi.
(2) BAB 2 TINJAUAN PUSTAKA
Tinjauan pustaka berisi mengenai teori-teori yang mendukung dan berkaitan
dengan pembahasan skripsi sehingga dapat membantu penulis maupun

pembaca dalam memahami isi skripsi. Bab ini terdiri dari fungsi, faktorial,



©)

(4)

(%)

anti turunan, integral parsial, limit, integral tak wajar, fungsi eksponensial,
fungsi logaritma, fungsi gamma, fungsi beta, hubungan fungsi gamma dan
fungsi beta serta beberapa teorema yang mendukung.

BAB 3 METODOLOGI PENELITIAN

Metode penelitian berisi tentang proses atau langkah penelitian. Bab ini
meliputi penemuan masalah, perumusan masalah, studi pustaka, analisis
pemecahan masalah, dan penarikan simpulan.

BAB 4 HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini berisi penggunaan fungsi gamma dalam menyelesaikan kasus
beberapa integral tak wajar yang integrannya memuat fungsi eksponensial
dan fungsi logaritma, serta penggunaan fungsi beta dalam menyelesaikan
kasus beberapa integral tak wajar.

BAB 5 PENUTUP

Bab ini berisi tentang simpulan dan saran yang diperoleh dari hasil dan

pembahasan.

1.6.3 Bagian Akhir

Bagian akhir skripsi berisi daftar pustaka sebagai acuan untuk memberikan

informasi tentang buku dan literatur lain yang digunakan dalam penulisan skripsi.



BAB 2

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Fungsi
Definisi 2.1.1

Fungsi adalah suatu himpunan pasangan terurut (x,y) dengan syarat tidak
terdapat dua pasangan berbeda yang suku pertamanya sama. Himpunan semua
nilai x dinamakan daerah asal (domain) fungsi dan dinotasikan dengan Dy.
Sedangkan himpunan semua nilai y yang dihasilkan dinamakan daerah hasil
(range) fungsi dan dinotasikan dengan R, (Leithold, 1986:49).

Definisi fungsi di sistem bilangan real dapat dinotasikan sebagai f: D — R,
D c R. Dy disebut sebagai daerah asal dan R, disebut daerah hasil
(R; = {f(x)|x € D¢}, Ry = R).
Contoh:
Dipunyai persamaan y = 2x% + 5. Fungsi f:D — R dengan y = f(x) adalah
himpunan semua pasangan terurut (x,y) sehingga x dan y memenuhi persamaan
y = 2x% + 5, yaitu

f={(,y)|y =2x*>+5,x € D}.

Dari definisi f di atas, diperoleh
Dx=1=y=7,
2)x=2 =>y=13,

Jadi (1,7),(2,13) € f.



Beberapa pasangan terurut lain yang termuat pada fungsi f adalah
(0,5),(—1,7),(—2,13),(10,205) dan masih banyak pasangan terurut lainnya,
karena untuk setiap bilangan real x terdapat suatu nilai hasil y yang tunggal.
Bilangan x dan y adalah peubah/variabel. Untuk setiap f dari D € R ke R,
penggunaan huruf x adalah sebagai variabel bebas dan huruf y sebagai variabel

tak bebas yang bergantung pada x.

2.2 Faktorial

Definisi 2.2.1
Misalkan n adalah bilangan bulat positif. Besaran n faktorial (simbol n!)
didefinisikan sebagai hasil kali semua bilangan bulat dari 1 hingga n. Untuk
n = 0, nol faktorial didefinisikan sama dengan 1 (Siang, 2002:140).
n'=123....(n—1).n
0l =1.
Contoh:
Tulislah faktorial dari bilangan 1 sampai 10.

Penyelesaian:

1'=1
2'=12=2
3'=123=6

41=1.234 =24

5!=1.2345=120

6! =1.2.3.4.5.6 =720



7! = 1.2.3.4.5.6.7 = 5040
8! = 1.2.3.4.5.6.7.8 = 40320
9! =1.2.3.4.5.6.7.8.9 = 362880

10! = 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 = 3628800

2.3 Anti Turunan
Definisi 2.3.1

Dipunyai fungsi f terdefinisi pada selang terbuka I. Fungsi F yang
memenuhi F'(x) = f(x) pada selang I disebut anti turunan atau fungsi primitif f
pada selang | (Chotim, 2004:3).

[ f(x) dx melambangkan sebarang anti turunan f(x). Dalam notasi ini,
f (x) disebut integran.

Contoh:
Dipunyai f(x) = sin 2x dan F(x) = —%. cos 2x. Periksa apakah F(x) suatu anti

turunan dari f(x).

Pemeriksaan:

Jelas d[F(x)] _ d[—%cost]
dx dx

1 d(cos2x) d(2x)
20 d(2x) T dx

1
=-5 (—sin2x)2

= sin2x

= f(0.

Jadi F(x) merupakan suatu anti turunan dari f (x).



2.3.1 Integral Tak Tentu
Definisi 2.3.1.1

Anti diferensial adalah bentuk paling umum dari suatu anti turunan atau
fungsi primitif suatu fungsi.

Jika F'(x) = f(x) pada selang buka I, maka anti diferensial dari fungsi f
pada selang I adalah y = F(x) + C untuk sembarang nilai konstanta C (Chotim,
2004:4).

Definisi 2.3.1.2

Dipunyai fungsi f terdefinisi pada selang buka I dan F adalah suatu anti

turunan f pada selang I. Proses menentukan anti diferensial dari fungsi f

dinamakan integral tak tentu f pada I, ditulis dengan lambang

ff(x)dx =F(x)+C

dengan C sembarang nilai konstanta dan dibaca integral tak tentu dari f terhadap
variabel x (Chotim, 2004:4).
Contoh:
(1) Tentukan [(12x? + 2x)dx.
Penyelesaian:

Tulis f(x) = 12x2 + 2x dan F(x) = 4x3 + x2.

Jelas F'(x) = %

_d(4x® +x?)
B dx

d(x?®) d(x?)
4 dx + dx
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=12x2% + 2x
= f ().
Jadi F(x) adalah suatu anti turunan dari f (x).
(2) Hitung [ v (x + ) dx.
Penyelesaian:

1
Jelas f\/}(x + i) dx = [x2(x +x Vdx
3 1
= f(xZ +x_2) dx
3 1
=fx2dx+fx—2dx

2.3.2 Integral lipat
Teorema 2.3.2.1
Dipunyai fungsi f kontinu di [a,b] dan g kontinu di [c,d]. Buktikan

bahwa

(Lbf(x)dx> <fcdg(y)dy> = ff £ g(y)dydx

dengan R = [a, b] X [c, d] (Budhi, 2001: 211).

Bukti:

Jelas [} [} () gdydx = [ |[7 F)g(dy| dx
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= f b [f(x> f dg(y)dy] dx

= f e [ f dg(y)dy]

- ( | bf(x)dx> ( I dg(y)dy).

2.4 Integral Parsial
Teorema 2.4.1
Jika U=U(x) dan V =V(x) adalah fungsi-fungsi yang mempunyai
turunan pada selang buka I, maka
fU.dV = U.V — [ V.dU (Chotim, 2004:7).
Bukti:
Dipunyai d(U.V) = U.dV + V.dU.

Jadi [d(U.V) = [(U.dV +V.dU)

(:)U.szU.dV+fV.dU

(:)fU.deU.V—fV.dU.

Contoh:

Tentukan [ x2.sin x dx.

Penyelesaian:

Jelas [ x2.sinx dx = — [ x2.d(cosx).

Tulis x2 = U(x) dan cosx = V(x).
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Menurut Teorema 2.4.1 diperoleh

fxz.sinx dx = —fxz.d(cosx).
=— [xz.cosx —fcosxd(xz)]

= —x2.cosx + f cos x. 2xdx

= —x2.cosx + 2 [ x.cosx dx (1)
Perhatikan [ x.cosx dx.
Jelas [ x.cosx dx = [ xd(sin x).
Tulis x = U(x) dan sinx = V (x).

Menurut Teorema 2.4.1 diperoleh

fx. cosx dx = fxd(sinx)

=x.sinx—fsinxdx

= x.sinx — cos x. (2
Substitusi (2) ke persamaan (1), diperoleh
[x%.sinx dx = —x?.cosx + 2 [ x.cos x dx

= —x2.cosx + 2(x.sin x — cosx)

= —x2.cosx + 2x.sinx — 2 cosx + C.

Jadi [ x2.sinx dx = —x2.cosx + 2x.sinx — 2 cosx + C.
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2.5 Perubahan Variabel-Variabel Dalam Integral
Teorema 2.5.1
Dipunyai F suatu nilai fungsi dari x € R yang didefinisikan oleh F = f(x)

dan Z—z ada, dan x suatu nilai fungsi dari u € R yang didefinisikan oleh x = g(u)

dan Z—z ada. Jadi F merupakan suatu nilai fungsi dari u dan Z—z ada, dirumuskan

sebagai

dF _ dF dx

e = —— (Leithold, 1986:230).

Teorema 2.5.2

Peraturan perubahan variabel dalam integral tertentu diberikan sebagai berikut
X2 Uo
dx
f f(x)dx = f flx(uw)] 0 du
X1 Uuq

dengan f suatu fungsi kontinu di x € [x;,x,], dan x = x(u) terdefinisi pada
setiap u € [uy,u,], mempunyai turunan kontinu dengan x; = x(u,), x, = x(u,)
dan f[x(u)] kontinu untuk u; < u < u, (Soemartojo, 1987:65).

Bukti:

Jika F (x) adalah suatu anti turunan dari f (x), maka
| e dx = FGx) - Fx.

Tetapi F[x(w)] adalah integral tak tentu dari f[x(w)] Z—z, karena

dFf dF dx dx dx
@za-@zf(x) a=f[x(u)] T
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maka dapat ditulis

Uy p
[ 7B G du = Flxtun)] = Flx(un)] = FGo) = F ).
Jadi
fzf(x) dx = fzf[x(u)] > .
du

Analog dengan rumus di atas untuk integral lipat dua ditulis:

ffoy fGoy) dxdy = [f, flx(u,v),y(u,v)] |%| du dv. (2.5.2.1)

Fungsi-fungsi x = x(u,v),y = y(u,v) terdefinisi dan mempunyai turunan
kontinu dalam daerah R,,,, pada bidang uv. Titik (x,y) terletak dalam daerah R,
pada bidang xy, fungsi-fungsi inversnya u = u(x,y), v = v(x, y) terdefinisi dan
kontinu dalam R,.,,, sehingga hubungan antara R,,, dan R,,,, adalah satu-satu.
Karena fungsi f (x, y) kontinu dalam R,,,, maka f[x(u, v), y(u, v)] kontinu dalam
Ryy-

Fungsi-fungsi x = x(u, v), y = y(u, v) mempunyai invers, sehingga determinan

a(x,y)

Ten * 0.

matriks Jacobi | =

Misalkan:

x=rcosf,y =rsinf
Koordinat-koordinat lengkung yang dimaksud di sini adalah koordinat-koordinat
polar. Elemen luas hampir menyerupai empat persegi panjang dengan sisi-sisi

rAQ dan Ar.
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AO
Ar "

»
»

Diperoleh AA~(rA6)Ar sehingga rumus (2.5.2.1) menjadi

fff(x,y)dxdy: f f(rcos@,rsinf) rdo dr

Ryy Rrg
dx ox . dy . oy
las— =cosf,— = —rsinf,—= = n—= = rcos 0.
Jeasar s6,-2 3, sin 0 da > S

Jacobian J dalam hal ini adalah

dx O0x
a(x,y) ar L a0
30r,0) det dy oy
Jdr 00

_ cosf —rsin@
_det(sine rcosG)

=1 cos?0 +rsin? 6
=1r(cos? 0 + sin? 0)
=" = 0.
Nilai mutlak diberikan karena luas daerah bernilai positif.
Daerah R, dapat digambarkan di bidang r6 atau dilukiskan oleh pertidaksamaan

a<6<p, r(0) <7 <1 (6).

Jadi [f, r(rcos6,sind) rde dr = £ 1% f(r cos0,rsin0) r dr do.

71(6)
Integralnya diturunkan menjadi integral berulang dalam » dan 6. Kadang-kadang

penting untuk memecah daerah R, menjadi beberapa bagian dan memperoleh
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integral sebagai jumlah dari integral iterasi. Untuk beberapa persoalan, lebih
sederhana untuk mengintegrasikan dalam urutan do dr.

Daerah R, harus dilukiskan oleh pertidaksamaan

a<r<h, 0,(r) <0 <0,(r)
dan integralnya menjadi

b 62(r)

f f f(rcosO,rsin0) rdo dr.

a 04(r)

Contoh:
1. Tentukan nilai dari [ sin(4x + 2)dx.

Penyelesaian:
Tulisv =4x + 2 = dv = 4dx.
Jika x = 0 maka v = 2.

Jika x = m makav = 4w + 2.

Jadi fon sin(4x + 2)dx = f;mz sinv. % dv

41T+2

_1f-d
—-4 SInvav

2

— [cosv]3™+2

1
= —Z(cos(4n + 2) —cos2)

_1 2 ! (4 2)
= OS2 —cos T+

1
= 008 2 _Z(COS 41 cos 2 — sin 4w sin 2)

_1 2 1(1 2—-0)
=4 cos2—(lcos2 -



1
—ZCOSZ —ZCOSZ

=0.
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Dipunyai lingkaran dengan jari-jari r = a (a suatu bilangan positif) dan

jantung dengan jari-jari r = a(1+ cos@). Hitunglah luas daerah di luar

lingkaran di dalam jantung!
Penyelesaian:
Tulis L = luas daerah yang dicari.
Potongkan r = a dan jantung r = a(1 + cos 6).
Jelas a = a(1 + cos0)
S a—a(l+cosh) =0
©a—a—acosf =0
& —acosf =0

< cosO = 0.

Oleh sebab pergerakan @ dibatasi (dari 0 ke 2 atau —m ke 7).

Jelas cos® = 0 < 6 :gataue :—g.

Jadi ~L = [f,r dr do

]

T
2 r=a(1+cos0)
6=0 r

+
f rdrdf
=a

a(1+cos@)

1
.2
[27” ]a d6

%[(a(l + cos 9))2 - az] de

C—— gy °~——ua
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[(a?(1+ 2 cos@ + cos? 0)) — a?] dO

[l
O\Nh:l
N =

N

o
OY——pa °——un ° LY

a? [ [1+2cosO + cos?0 —1]d6

N =

a? | [2cos@ + cos? 0] do

N =

1 1
0 20 do
2 cos +2+2cos

1l
N =
Q
N

1 1
—2—a2[251n9+ 0+ — sm29]
laz[2+ +0— (0)]

2

1

.

=5a(2+3)

1

=§a2(8+n).

Jadi luas daerah yang dicari adalah ia2(8 + 1) satuan luas.

2.6 Limit
Definisi 2.6.1
Dipunyai fungsi f:1 — R,I c R, I suatu interval dan a titik limit dari I.
Limit fungsi f bernilai L untuk x — a ditulis
lim £ (x) = L
jika dan hanya jika untuk setiap ¢ > 0 terdapat bilangan positif &, sehingga

|f(x) — L| < e apabila 0 < |x — a| < & (Chotim, 2007:45).



Contoh:
. 8-27

Tentukan hmx_>3 xxT
Penyelesaian:

. x2-27 . (x=3)(x2+3x+9)
Jelas lim,,_,5 — = lim,_,; —

=lim(x® +3x+9)
x—3

=limx? + lim(3x + 9)
x—3 x—3

= (lim x)2 + 18

x—3
=32 +18
= 27.
Jadi lim,,_ 5 "ij L O

2.7 Teorema Nilai Rata-Rata Cauchy

Jika f dan g adalah dua fungsi yang memenuhi
(i) f dan g kontinu pada selang tertutup [a, b],
(i)  f dan g mempunyai turunan pada selang terbuka (a, b),
(iii) untuk setiap x € (a,b), g'(x) # 0
maka terdapat z € (a, b) sehingga

fb)-f(a) _ f1(2)
gb)-gla) g (2)

(Leithold, 1993:262).
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Bukti:

Ditunjukkan g(b) # g(a).

Andaikan g(b) = g(a).

Jelas g kontinu pada selang tertutup [a, b] dan mempunyai turunan pada selang
terbuka (a, b).

Jadi terdapat ¢ € (a, b) sehingga g'(c) = % = 0.

Ini suatu kontradiksi. Pengandaian harus diingkar.
Jadi g(b) # g(a) dan akibatnya g(b) — g(a) # 0.

. _ f(b)=f(a)
Tulis L = ) -a(a)

Definisikan h(x) = f(x) — f(a) — L. (g(x) — g(a)).

Dipunyai f dan g masing-masing kontinu dan mempunyai turunan pada selang
(a,b).

Jelas h suatu fungsi kontinu dan mempunyai turunan pada selang (a, b).

Jadi h'(x) = f'(x) — L. g'(x).

Jelas h(a) = f(a) — f(a) — (%) (g9(a) — g(a)) = 0 dan

h(b) = ) = f(@ — (L5L2) (9b) - 9(@) = 0.

g(b)=g(a)
Pilih z € (a, b) sehingga h'(z) = 0.
Jelas f'(z) — L.g'(z) =0
e Lg'@=f"(2

'@

s L _g’(z)'

fB)=f(@) _ fr(z)
gb)-g(a) gi(2)

Jadi terdapat z € (a, b) sehingga
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Dipunyai f:[—1,1] - R dan g:[-1,1] - R dengan f(x) =x3—3x+ 3 dan

'@ _ f=f(=1)
g'(e)  g()-g(-1)

g(x) = x3 + 3x2 — 9x. Tentukan nilai ¢ sehingga

Penyelesaian:

Jelas f dan g keduanya kontinu dan mempunyai turunan pada selang (—1,1).

Jelas f'(x) = 3x2—3dan g'(x) = 3x% + 6x — 9.
Jelas g'(x) # 0,Vx € (—1,1).

(o) _ f-f(=1)
g'(e)  gW-g(-1)

Pilih ¢ € (—1,1) sehingga

1@ _ fO-fD 33 _ 18
g'(e)  g(1)-g(=1) 3c2+6c—-9  —5-11

Jelas

o 3(c?-1) 4
3(c2+2c—-3) 16

©4(c?-1)=(c?*+2c-3)
©4c2—c?2-2c—-4+3=0
©3c2-2c-1=0
©Bc+1(c—-1)=0

e = —) &
C &

Jadic = — .
3
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2.8 Penggunaan Aturan L’Hopital

Teorema 2.8.1

Jika f(x) dan g(x) keduanya mendekati O dan juga mendekati +co, maka

GO (G}
g g'(x)
"lim " adalah untuk sembarang dari
lim , lim , lim hm , lim
X—+00 X——00 x—-a x—>a =0

(Ayres & Mendelson, 2006:154).
Dengan menggunakan Aturan L’Hopital, hitunglah beberapa limit berikut jika

ada.

1. Tentukan hmxﬁo jlka ada.
Penyelesaian:
Jelas lim,,_,, x = 0 dan lim,_,, 1 —e* = 0.

Maka Aturan L’Hopital dapat digunakan.

- . 1
Jadi lim,,_,, 1_367 = limy_ -
_ 1
-1
=-1.
2. Tentukan lim,._ e, i 100) jika ada.

Penyelesaian:
Jelas lim,_, o, In(x1%9) = oo dan lim,,_,,, x = .

Maka Aturan L’Hopital dapat digunakan.

ln(xwo)

Jadi lim,_, .,

~100.Inx
= lim ——

X— 00 X
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2.9 Integral Tak Wajar

2.9.1 Integral Tak Wajar pada Selang Tak Hingga
Definisi 2.9.1.1

Jika f kontinu untuk setiap nilai x € R dan c suatu bilangan real, maka

+ oo c b
f f(x)dx = al_i}ggf f(x)dx + bl_i)r_gloof f(x)dx

bilamana limit ini ada. Jika limit tersebut ada, maka integral tak wajarnya
dikatakan konvergen. Jika limitnya tidak ada, maka dikatakan bahwa integral tak
wajarnya divergen (Leithold, 1993:277).

Definisi 2.9.1.2

Jika f kontinu untuk setiap x > a, maka

f:wf(x)dx = bl_i)er fabf(x)dx

bilamana limit ini ada (Leithold, 1993:277).
Definisi 2.9.1.3

Jika f kontinu untuk setiap x < b, maka

f_: f(x)dx = al_i)r_noo fabf(x)dx

bilamana limit ini ada (Leithold, 1993:277).
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Pada definisi 2.9.1.1, 2.9.1.2, dan 2.9.1.3, jika limit tersebut ada, maka
dikatakan bahwa integral tak wajarnya konvergen. Jika limitnya tak ada, maka
dikatakan bahwa integral tak wajarnya divergen. Bila definisi 2.9.1.1 digunakan, ¢
biasanya diambil 0 (nol) (Leithold, 1993: 277).

Contoh :
1. Fungsi f(x) = xe™™ kontinu pada selang (0, +c0), integral tak wajar dari

fungsi f pada selang (0, +o0) adalah

+ b
x.e *dx = lim x.e ™™ dx.
0 N Jo

Untuk menghitung integral ini digunakan pengintegralan parsial dengan
u=ux,dv=e*dx, dandu =dx,v = —e™™.

Jadi

+co b
x.e *dx = lim x.e ™ dx
0 Laree g

b
= bl_i)rl’loo <—j(; Xd(e_x)>

b
— 1; _vp—Xx1b —X
= bl_l)r+noo ([ e +L e dx)
Nl . E_i | & 549
3 bl_1>1+noo( be 2 + [—e=*1})

= lim (=be®—e?+1)
b—->+o

b
=— lim -5 0+ 1.
b—-+o €

Untuk menghitung lim,_ e%, digunakan aturan L’Hopital. Karena

limy,_ ;e b = 400 dan lim,_, ;. e? = +o0, maka

) b _ 1
lim — = lim -

- = = 0.
b—+o € b—+x e
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Sehingga diperoleh
+ o
f xe *dx=0-0+1=1.
0
Jadi, integral tak wajar dari fungsi f pada selang (0, +o0) konvergen ke 1.
2. Hitunglah f1°°x—12dx.
Penyelesaian:

1 A d
Jelas [” = dx = lim,_, ffx—’;

x2
1 c
= lim ——]
c— 00 X 1
1
= lim (——+ 1)
Cc— 0o (
=0+1
=1.

3. Hitunglah ffooez"dx.
Penyelesaian:

0 . 0
Jelas [ e*dx =limg,_q [, e**dx

1 0
— g .
B al—l>r—noo [2 ¢ ]a

1
= lim =(1 —e?%)

a—>— 2

4. Hitunglah f0+°°ﬁdx.

Penyelesaian:

1

+ o0
Jelas [ =02

. a 1
dx = limg_ ;o fo S dx



5. Hitunglah [° e~*dx.
Penyelesaian:

Jelas fooo e*dx = lim,_, [ e *dx

= lim [—e™*]§

a—o

im [+
_al—>n;> ea

=1.

o 1

6. Hitunglah J__ e

dx.

Penyelesaian:

1
1+x2

o : 0 1 ) c 1
Jelas [~ dx = limp__o, [, T dx +lime N Tadx

1 c

= lim [tan™1x]) + lim [tan~! x]§
b——c c—H

= blim (tan~' 0 —tan~' b) + lim(tan~' ¢ — tan~1 0)

=[o—(-3)+[z-0]

=TI

26
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2.9.2 Integral Tak Wajar pada Selang Hingga
Definisi 2.9.2.1
Jika f kontinu di setiap x pada selang (a, b] dan jika lim,_, ,+ f(x) = too,

maka

Lbf(x)dx = tl_i)r;;r j;bf(x)dx

bilamana limit ini ada (Leithold, 1993:286).
Definisi 2.9.2.2
Jika f kontinu di setiap x pada selang [a, b) dan jika lim,._,,- f(x) = too,

maka

b t
faf(x)dx =xllrE_Lf(x)dx

bilamana limit ini ada (Leithold, 1993:287).
Definisi 2.9.2.3
Jika f kontinu di setiap x pada selang [a, b] kecuali di c, bila a < ¢ < b,

dan jika lim,_.|f (x)| = 4+, maka

b t b
Lf(x)dx:tl_i)rp_j;f(x)dx+sl_i)rcqrfsf(x)dx

bilamana limit ini ada (Leithold, 1993:287).

Contoh:

. 4 dx
1. Hitunglah [ =
Penyelesaian:

4dx_l. f4dx
0\/;_ 1M;_,o+ t Vx

. 4
= lim[2va],

Jelas



= Jim (4 -20)

=4-2V0
= 4.

dx
\/1—x'

2. Hitunglah fol

Penyelesaian:

1 dx t dx

Jelas 7 ﬁ = hmt_,l— fO \/ﬁ

o

=lim|—- |- x)_%d(l —x)
|

t
= lim [-2v1—x],

t—>1"
= lim(-2V1-t+2)
= 2VI—-1+2
= 2.
] 1
3. Hitunglah f, —dx.

Penyelesaian:

1 q
Jelas fO %dx = lim._ ;- f;ﬁdx
c
Bl
= lim [ x.(1—x?)"2dx
c—1"

0
c
1 1
= lim ——f(l —x%)"2d(1— x?)
c—>1" 2
0

= lim |—/1— xz];

c—>1"

= lim (— 1—c2+1)

c—1"
=1.
4. Hitunglah f03 \/9‘1_’(7.

Penyelesaian:

28
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| 3 dx =i t dx
elas Jy ooz = mea- Jy 5=

t

= Jim [sin™ (3)],

= lim [s;in‘1 (g) - sin‘l(O)]

t—3~

T
= sin~1(1) —sin~1(0) = >

2.10 Fungsi Eksponensial
Definisi 2.10.1
Fungsi eksponensial dengan basis b adalah fungsi dari bilangan real R ke

bilangan real positif R* yang didefinisikan sebagai berikut

f : R - R* dengan f(x) = b*, Vx € R (Siang, 2002:382).

2.11 Fungsi Logaritma
Definisi 2.11.1

Fungsi logaritma basis b adalah fungsi dari bilangan real positif R* ke
bilangan real R, yang didefinisikan sebagai berikut

f:R* - R dengan f(x) = log, x,Vx € R* (Siang, 2002:140).

2.12 Fungsi Gamma
Definisi 2.12.1

Fungsi gamma dinotasikan dengan I'(n) dan didefinisikan sebagai
I'(n) = f x"le~*dx
0

yang konvergen untuk setiap bilangan real positif n (Spiegel, 1974:285).



2.13 Sifat-Sifat Fungsi Gamma
Sifat1:T(1) = 1.

Bukti:

Dipunyai I'(n) = J,” x""1. e *dx.

JelasT(1) = fomxl‘l.e‘xdx

:f e *dx
0

b

= lim e *dx
b—co 0

b

= lirnf (—e™)d(—x)
b— 0

Nl __,—x1b

= Jimf-e~

= lim (—eP +e79)

3 gim (—e~t +1)

=1.
Jadi, terbukti bahwa I'(1) = 1.

Sifat2:T(n+ 1) =n!,n € N.

Bukti:

Untukn=1makal'(1+ 1) =TR2)=1'=1.

Jelas T'(2) = fooo 22~ T Ol
b
fx.e‘xdx
0
b

im —fxd(e‘x)

=1li
b

5
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b
= lim [—[x.e‘x](b, +fe‘xdx]

b—oo
0
= gi_{glo(—b.e‘b + (—e ™))

= lim(=b.e® —e? +1)

b—oo

b
-
b—oo e

1
= lim (__b + 1)
b—oo e

Jelas 1! = 1.
Jadi (1) benar.
JikaT'(k) = (k — 1)! benar.

Ditunjukkan I'(k + 1) = k.

Diperoleh
r'k+1) = f g EFD=T o7 d
0
:f xk. e *dx
0
a
= lim | (=x®)d(e™™)
a—co 0

a

lim <[—xk.e‘x]g —f e_xd(—xk)>
L 0

= lim ([—xk.e‘x]g + fae‘x.k.xk‘ld(x)>
0

a— o

a
= lim <[—ak.e‘“ —-0]+ kf e‘x.xk‘ldx>
0

=0+ kI'(k) (Menurut (2) maka I'(k) = (k — 1)!)
=k(k—-1)!
=kl
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Karena pernyataan I'(k + 1) = k! benar jika I'(k) = (k — 1)!.
Maka I'(n + 1) = n!,¥n € N benar.

Sifat 3:T(n+ 1) = nI'(n).

Bukti:

Dipunyai I'(n) = fooo x™ 1 e *dx.

JelasT(n+ 1) = fooo x (D=1 o=*dy

(o)
:f x™. e *dx
0
a
= lim x™. e *dx
a— oo

0

lim a(—x")d(e"‘)

a— oo 0
= lim ([—x”.e‘x]g —f e'xd(—x")>
a— oo 0
a
= lim ([—a".e‘“ - 0] + f e *.n. x"‘ldx>
a— oo O

a
= lim —a™. e + lim nf R o
0

a— oo a— oo
(o ¢]
=0+ nf x" 1 e Xdx
0

=nl'(n).
Jadi, terbukti bahwa I'(n + 1) = nI'(n).

2.14 Fungsi Beta

Definisi 2.14.1

Fungsi beta dinotasikan dengan B(m, n) yang didefinisikan sebagai
1

B(m,n) = f x™m (1 —x)" dx

0

yang konvergen untuk m > 0 dan n > 0 (Spiegel, 1974:286).

32



2.15 Sifat-Sifat Fungsi Beta

Sifat 1: B(m,n) = B(n,m).

Bukti:
Jelas B(m,n) = fol x™ 1 (1 —x)" dx.
Tulisx =1-—1y.
Jelas
L n—1
B(m,n) = f (L= )™t (1-(1-y)" dy
0

1
:f (1 _y)m—llyn—ldy
0

1
= f yn—l_ (1 - y)m—ldy
0

= B(n,m).
Jadi, terbukti bahwa B(m,n) = B(n, m).

Sifat 2: B(m,n) = 2 [?sin®™~1 6.cos*""1 6 dé.

Bukti :
Jelas B(m,n) = fol x™1(1 — x)" dx.

Tulis x = sin? @ & dx = 2 sin 0 cos 6.

Untuk x = 0 maka 8 = 0.

3

Untuk x = 1 maka 0 = >

Jelas
1

B(m,n) = f x™ 1 (1 —x)" dx

0

Vs
2

= f (sin?2 )™ 1,(1 —sin?@)*1.2.sin0.cosO db
0

33



T
2
= f (sin? 0)™ 1. (cos?6)*1.2.sin0.cos O db
0
T
2
=2 f sin?™=2 0 .sin 6 .cos*® 260 .cosO db
0

= 2f sin®™~19 .cos?" 19 dé.
0

Jadi, terbukti bahwa B(m,n) = 2 [2sin®"~1 0 .cos?*"~1 0 do.

0 tm-1

Sifat 3: B(m, n) = f() Wdt

Bukti:

Jelas B(m,n) = fol xR )" T

- _ t X t
Tulisx = ot o dx=d ( (1+t))

_ (1+t)—-t
(1+1)?
I
(1 +¢)?
Untuk x = 0,t = 0.

Untuk x = 1,t = oo.

Jelas

1

B(m,n) = f x el T 1dx

0

) fow ((1 i t))m_l <1 Q fr t))"‘l d ((1 i t))
[ () e
} fom (ﬁ)m_l ((1 -1k t))"‘ (1 .:t)z dt

o0 tm—lln—l 1
= : dt
fo A+om LA+ (1+1)2
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o] tm—l 1
= ) dt
fo (1 +t)mtn=2"(1+t)2

o] tm—l
= ———dt.
.I;) (1 + t)m+n
o  gm-1

Jadi, terbukti bahwa B(m,n) = [ ———dt

0 (14t)mtnm) =

m—1 q_p\n—1
Sifat 4: B((m,n) = r*.(r + 1)™ flﬁdt.

0  (r+p)imin)

Bukti:
Jelas B(m,n) = fol x™ 1 (1 —x)" dx.

Tulisx=(—rﬂ<:> dx:d(w)

(r+t) (r+t)

1 r+10D)r+t)—(t+1t)
i (r + t)2

_ r(r+1)
" (r+1t)? k

Untuk x = 0 makat = 0.
Untuk x = 1 makat = 1.

Jelas
1

B(m,n) = f BN (1 - x)f idm

0

(Y@ + D\ ) (r+ 1)t n_ld (r+ Dt
_fo<(r+t)> _<(r+t)> <(r+t)>

_fl r+ DO\ [+ -+ Dt n_lr(r+1)dt
a (r+1t) (r+1t) (r +t)?

B Lo+ )™ 1tm-1 11— )™ r(r+1)
B fo r+t)m1 ° (r+o)n1 T (r+1t)?



lr+D)™LOr+1D.r"Lr.(1—-0) g™ !
= -[o (r + t)m-1+n-1+2 dt

Yo+ 1D)m o tm (1 -t !
:f m+n dt
o (r+t)

1 tm—ll (1 _ t)n—l

:r.(r+1)f0 o1 o dt.

m—1(4_+\n—1
Jadi, terbukti bahwa B(m,n) = ™. (r + D™ [} G

dt.

2.16 Hubungan Fungsi Gamma dan Fungsi Beta
Fungsi beta terhubung dengan fungsi gamma menurut hubungan
B(m,n) = % (Wrede & Spiegel, 2007:301).
Bukti :
Dipunyai I'(m) = fow e,
Tulis t = x2.

Jelas dt = 2xdx.

Jadi T'(m) = fooo x2m=1) o=%" 2y (x

(o ¢}
ey 2]
:2f . O8E_xdx
0

(o e]
— a2
:2f x2m=1 e~ *"dx.
0

Bentuk di atas sama dengan I'(n) = 2 fooo y2n-1, e‘yzdy sehingga diperoleh

r'(m)I'(n) = (2 fooxzm‘l.e‘xzdx> <2 fooyzn‘l.e‘yzdy>
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= 4<f x2m-1, e‘xzdx> (f y2n-1, e‘yzdy>
0 0

= 4me fooo x2m=1_y2n=1 o=(x*+y%)qxdy. (1)
Jika diubah ke koordinat kutub, maka x = r cos 8, y = r sin 8 sehingga diperoleh
batas  dan 0 sebagai berikut.
Batas .
Untuk y = 0 dan x = 0 maka r = 0.
Untuk y = oo dan x = co maka r = co.
Sehingga 0 < r < co.
Batas 6.
Untuk y = 0, maka sin & = 0, sehingga 6 = 0.
n

Untuk y = oo, maka sin 8 = 1, sehingga 6 = >

Sehingga 0 <0 <

N

Sehingga dalam sistem koordinat kutub, integral ganda dua pada (1) menjadi

T
2 *® ;

F(m)I'(n) = 4[ f (r cos 0)>™~1(r sin §)2n—1, ¢ ~((rcos 0)*+(r sin 6)*) g1 qg
0=0 JYr=0

% -
.y - _ 5 i — 2
:4f f e Ml L costillll 0 o™ _Laile™ " rdrdo
6=0Yr=0

T

” 2
=4 <f (rz)(m+n)—1. e_rzrdr> f cos2™-19 .sin2"-19 46
=0 0=0

s
“ 1 2
2 (f (r2)(m+n)-1 g-r? —d(r2)> 2 f cos®™=19 .sin*"" 10 do
r=0 2 6=0

( f ) (r2)<m+n>—1.e-r2d(r2)>.B(n, m)
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=T(m+n).B(m,n).

Diperoleh T'(m)I'(n) = T'(m + n).B(m, n)

r(m)r(n)
< B(m,n) = Tont )’
Jadi, terbukti bahwa B(m, n) = %

PERPUSTAKAAN

UNNES




BAB 3

METODOLOGI PENELITIAN

Peranan metode dalam suatu penelitian sangatlah penting sehingga dengan
metode penelitian dapat mencapai tujuan penelitian yang telah ditetapkan. Melalui
metode penelitian, masalah yang dihadapi dapat diatasi dan dipecahkan dari
perolehan data atau informasi yang telah dikumpulkan.

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini meliputi beberapa hal

yaitu sebagai berikut.

3.1 Penemuan Masalah

Metode ini merupakan tahapan pertama dalam penelitian. Pada tahap ini,
penulis membaca dan menelaah beberapa sumber pustaka. Dari kajian tersebut,
penulis menemukan permasalahan umum yaitu penyelesaian integral tak wajar.
Permasalahan ini masih terlalu luas, sehingga diperlukan rumusan permasalahan

yang lebih spesifik.

3.2 Perumusan Masalah

Tahap ini dimaksudkan untuk memperjelas permasalahan yang telah
ditemukan vyaitu dengan merumuskannya sebagai berikut. Bagaimana cara
menyelesaikan kasus beberapa integral tak wajar yang integrannya memuat fungsi

eksponensial dan fungsi logaritma?
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Perumusan masalah di atas mengacu pada beberapa pustaka yang ada.
Selanjutnya, dengan menggunakan pendekatan teoritik, dapat ditemukan jawaban

dari permasalahan dan tujuan penulisan skripsi dapat tercapai.

3.3 Studi Pustaka

Studi pustaka merupakan penelaah sumber pustaka relevan yang digunakan
untuk mengumpulkan data maupun informasi yang diperlukan dalam penelitian
ini. Studi pustaka diawali dengan mengumpulkan sumber pustaka yaitu berupa
buku-buku maupun referensi yang menjadi dasar dalam penelitian ini. Setelah
sumber pustaka terkumpul dilanjutkan dengan penelaahan isi sumber pustaka
tersebut. Pada akhirnya sumber pustaka ini dijadikan landasan untuk melakukan

penelitian ini.

3.4 Analisis Pemecahan Masalah

Pada tahap ini dilakukan analisa dan pemecahan masalah yaitu dengan

langkah-langkah sebagai berikut.

a.  Mempelajari dan mengkaji bentuk umum integral tak wajar.

b.  Mempelajari dan mengkaji penyelesaian integral tak wajar yang integrannya
memuat fungsi eksponensial dan fungsi logaritma.

c.  Mempelajari dan mengkaji fungsi gamma dan fungsi beta serta hubungan
antara fungsi gamma dan fungsi beta.

d. Menggunakan fungsi gamma dan fungsi beta untuk menyelesaikan kasus

beberapa integral tak wajar.
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3.5 Penarikan Simpulan

Tahap ini merupakan tahap terakhir dari penelitian. Setelah menganalisis
dan memecahkan masalah berdasarkan studi pustaka dan pembahasannya
kemudian dibuat sebagai simpulan sebagai jawaban dari permasalahan yang telah

dirumuskan sebelumnya.



BAB 4

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Penyelesaian Integral Tak Wajar dengan Fungsi Gamma

1. Buktikan T G) = VT
Bukti:

co
0

(o]
_1
x4 {elm*“dx.
0

Tulis x = u? maka dx = 2udu.

Jelas I‘G) = x%_l.e‘xdx

Jadi T G) = fooo(uz)'%. e~ (W) 2udu = 2 fooo e~ du.
Tulis A = fooo e~(“*)du,

Jelas A% = [[ " e=()au][ [ e~ ") ay]

= f f e~ (W +v%) qudy.
0 0

Tulisu = r cosO dan v = rsin 0.

Jelas
ou Ju )
ar = cose,% = —7rsin0@,
ov . ov
™ = smG,% =rcoso,

u? +v? =12,

dan dudv = rdrd@.
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Jadi A2 = [z [ e .rdrd®

ﬁ'—
L—3

1
e ", > d(rz)‘ do

D

[l
L ——wia

T
2
= 1f(o 1) do
2
8=0
T
2
_ L f( 1) do
A
=0
1
=§[9]§
_7I
=7
lasA2 =" e 42-"=0
4 4
T T
PR A+£ A—£ =0
2 2
@A——ﬁ —ﬁ
T2 I
Jadia =2

“r(f)=s
“1()-ve

Hitunglah [.” x.e ™ dx.
Penyelesaian:

Jelas fooo x.e % dx

x27 1 e~*dx

Il
—g

Il
— o

(2)
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= 1!

=1
Jadi foooxl‘l.e‘xdx =1.
3. Hitunglah [;" e dx.
Penyelesaian:

Jelas [)” e~ dx

x0. e Xdx

x171 e Xdx

\‘8 0\8

(D

I
= NG

Jadi fooo e *dx = 1.
Hitunglah [~ x3.e ™ dx.
Penyelesaian:

Jelas fooo x3.e*dx

Jadi fooox3.e‘x dx = 6.
Hitunglah [.” x°.e~2* dx.
Penyelesaian:

o
Jelas [ x® e dx
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N =

f x%. e 2 d(2x)
0

= 2—17f(2x)6.e‘2" d(2x)

_ 45

F O

. o - 45
Jadi [ x6.e7%¥ dx = —.
6. Hitunglah [,° e **2In *dy,

Penyelesaian:

co
Jelas [~ e +2Inxdy

e—x+In xzdx

_ 2
e—*. elnx"dx

e *.x%dx

x3 1 e~ *dx

\8 0\8 O‘\g 0\8

Il
N N =1 O

Jadi [ e~*+2Inxgy = 2,
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7. Hitunglah foooxz.ezxdx.
Penyelesaian:

Jelas fooo x2. e?*dx

1 (o)
= _Ef x2. e~ (-29d(—2x)
0

1 [ee]
= —?f(—Zx)z.e‘(‘zx)d(—Zx)
0

1 [ee]
= —gf(—2x)3‘1.e‘(‘2x)d(—2x)
0

. [ 1

Jadi f;" x%. e®¥dx = —+.

8. Hitunglah f0°° Vx.e~*dx.
Penyelesaian:

Jelas f0°° Vx.e *dx

1
= f (x)2.e *dx
0

= f(x)z_ e Xdx
0

)
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N|§| [\%;—\

Jadi f" x.e~*dx =T,
9. Hitunglah [ <= dx.
Penyelesaian:

Jelas fom%dx
- 1
= f(x)"f.e"xdx
0
oo 1—1
=f(x)2 e *dx
0
(3)
2
V.
Jadi [ <= dx = .

w0 _1
10. Hitunglah [~ x75. e ~%*dx.

Penyelesaian:

g, ul
Jelas [ x75.e™dx

oo

2 1
= f 3 (8x)73.e7%*d(8x)

0
1[ 2
= Zf(Sx)§_1.e‘8xd(8x)
0

-1:()

Jadi fooox_é.e‘sxdx = ll“(g).

4
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11. Hitunglah fooo x2. e~ dx.

Penyelesaian:

Tulis x? =u

1

S X = U2
1 1

Sdx = Eu_fdu.

Jelas fom x2.e > dx

Il
N =
0\8 O"AS
|
|

N =

g

/N N

N——

N = N w

_|_
—_
N——

Il
Nl = N = N =
g |

N|
rl
N
N[~
~—

3

=

=[5

15

. (o .2
Jadi [, x%.e™ dx = =
12. Hitunglah f,” x2.e~2*"dx.
Penyelesaian:

[ee} 2
Jelas [, x%.e™* dx

[
:f—.xz.e‘zxzd(sz)
4x
0
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[ee]

f x.e 2% d(2x?)
0

[ee]

1 1 2
= —f —. (2x»)2.e7*"d(2x?)
22

r 3.4 2
f (2x%)27 " e 2*"d(2x?)
0

B 1

_—8\/§ T
1

=E 2T

Jadi fo x2. 2% dx =é\/2n.

13. Hitunglah fooo e dx.
Penyelesaian:

Jelas [" e dx

X
f—e‘xzdx
X
of

x—l —x2 d(xZ)

- % f (x2) 2e~d(x?)

1f .
= Ef(xz)f_le‘x d(x?)
0
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[l
N =
—
N
N =
N—

l\>|lI =
N

[ F

By

Jadi [, e~**dx =",

2
14. Hitunglah [,” /y.e™"dy.
Penyelesaian:
Tulis y3 = x

@y:i/}

1 2
Sdy = §x_3dx.

Jelas [° \[y.e ™ dy
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o =St
15. Hitunglah f," =—dt,s > 0.

Penyelesaian:

st
E_dt
t

Jelas [ =

1
t 2.e7Stdt

0\8

v 1 1

= f Vs. (st)_f.e_“.; d(st)
0

— ﬁf(st)_%_ et d(st)
P 4

= ﬁf(st)%—l.e‘“ d(st)
"

= ST
S

_aVE

<13

N

S
Ve
=

Jadi f e\;t dt =

alS

dx

16. Hitunglah folm.

Penyelesaian:
Tulis —Inx =u

S x=e "

& dx = —e “du
Jikax =0 = u = oo,

x=1=>u=0.

dx
Vv=Inx

Jelas fol



r1

= | —.e %du
| %
0
r 1

= f(u)_z.e‘”du
0

= f(u)z_ e %du
0

- (1)
2
= Jr.

Jadi [} === = V.
17. Hitunglah folxz lni)3 dx.
Penyelesaian:

Tulisx =e™
& dx = —e “du.
Jikax =0 = u = oo,
x=1=>u=0.
Jelas folx2 (lni)3 dx

0 3

[0e]

= —f e ?*(—e )(Ine*)3du

0

oo
= f ud.e 3%du
0

= 3—if(3u)3.e‘3ud(3u)
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1 (o)
= §I(3u)4‘1.e‘3”d(3u)
0

= 3—141“(4)
1
= §.3!
2
=
2
27
Jadi fol o (ln§)3 & %
18. Hitunglah fol(ln x)2dx.
Penyelesaian:
Tulisx =e™
S da,=— —e “du
Jikax =0 = u = oo,
x=1=>u=0.

Jelas fol(ln x)2%dx

0
= f(ln e ™) (—e™)du
= - [ (cw(-eau
0
= f(—u)z(e‘u)du
0

= f(u)z(e‘“)du

= [ @ e

0

=T(@3)
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= 2!
=2.
Jadi fol(lnx)zdx =2.

19. Hitunglah fol [ln G)r dx.
Penyelesaian:
Tulisx =e™
© dx = —e “du.
Jikax =0 = u = oo,
x = 1 u=

Jelas f; [in (1)]6 dx

0

=f[ln _u](e)”du

[ee]

= —f[lne“]ﬁ(—e)‘”du
0

ub. e %du

Il
—

0

f u’~1l e %du
(
!

0

7)

r
6
720.

sadi [} [in ()] dx = 720.

. 1, 1\"71
20. Buktikan T'(v) = f (In3)  dx,v > 0.

Bukti:
Tulisx = e
o dx = —e %du.

Jikax=0=>u:oo,

54



= I'(v).
Jadi f; (In i—)”_l dx = T(v).

21. Hitunglah [ (Inx)* dx.

Penyelesaian:
Tulisx =e™

© dx = —e t“du.
Jikax =0= u = oo,

x=1=>u=0.

Jelas fol(ln x)* dx

0
_ f (ne=)* . (—e ) du
= f(ln e % . (e™) du
0
= f(—u)“ (e ™) du
0

oo
:fu4.e‘u du
0
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Jadi fol(lnx)4 dx = 24.

22. Hitunglah fol(x In x)3dx.
Penyelesaian:
Tulisx =e™
S 0 F —ar Yu.
Jikax =0=u = oo,
Kk = NG u S

Jelas fol(xln x)3dx

0
= f(e‘” Ine *)3(—e %“)du

= f e 3% (Ine *)3e % du

0

o]

= f(—u)3e‘4” du

0

ule ™ du

1 1
3,-4u _
VE (4u)3e 4d(4u)

/
/

= —4—14'/-(411)36‘4” d(4u)

1 [oe)
= Ff(élu)“‘le“‘u d(4u)
0
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Jadi fol(xlnx)3dx =2

128
23. Hitunglah f; °[In () dx.

Penyelesaian:
Tulisx =e™

© 4N F —a u.
Jikax =0=u = oo,

x = I u =J

Jelas fol *n G) dx

0
= f(ln eu)%(—e‘“)du

[o/e]
1
us e “du
0
(o)



4.2 Penyelesaian Integral Tak Wajar dengan Fungsi Beta

1. Hitunglah fol x°. (1 — x)*dx.
Penyelesaian:
Jelas folxs. (1 —x)*dx
= B(6,5)
_T(e)r(5)
- T(11)
514!
~ 10!

W .
1260

1

Jadi f] x5, (1 — x)*dx = —.

1260

2
X
dx.

2. Hitunglah [ ==

Penyelesaian:
Tulis x = 2v © dx = 2dv.
Jikax = 0 makav =0,

x =2makav = 1.

Jelas f02 \/% dx
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1
2LF(—)
= 2
JRREERY
222 2)
16
—E.4\/E
642
- 15
WEE 6442
Jadlfox/z——_xdx_‘l_s—-

3. Hitunglah f01651nx+ln(1_x)3dx.

Penyelesaian:

1
Jelas fo oS Inx+in(1-2)% 7,

1
b f elnx®eln(1=2)% gy
0

1

0
1

= fxé—l(l _ x)4_1dx
0

= B(6,4)
T(6)T(4)

-0
5!3!

T
3.2.1
9.8.7.6
1

= W

Jad [ 5 e#in -0 g = L

504"
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4. Hitunglah fol

x* d
X.
V1-x2

Penyelesaian:

4
Jelas folﬁdx
1
1
:fx4(1—x2) 2 dx
0

1
1

= fx4 (1 — x%@ _a d(x?)
. 2x
1 7 1
= Ef x3(1—x2)"2d(x?)
0

1
= [eFa-ayac
0

1
=3 [Eita -t de
0

| =
N W
N =
|
/N
N =
N
|
/N
N =
N

5
5
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3
—16n.
3

S
Jadi fO ﬁdx = Eﬂ.

dx

5. Hitunglah fol —

Penyelesaian:

dx
V1-x3

Jelas fol

- %f 2 (1- 232 d(x?)
0

1
-2 a5 a-iae)
0

1
-3 e a-xrae)
0

—13(1 1)
~37\3"2/

6. Hitunglah J~ (11';)6 dy.

Penyelesaian:

Tulis x = 2
1+y

Sxt+txy=y
Sx=y—xy

Sx=y(1—-x)
X

@)y:l—x
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dy (1—-x)+x
dx (1—x)2
_1
(1—x)?
Jkay=0=x=0,

©dy = X.

y=o0=x=1

Jelas [ —X— dy

0 (1+y)°

1 . 1 T
:!(1fx) (1+1ix) TRy

X 6
_J‘ x2 (1—x+x)_ it p
) (1-x)2\ 1-x (1 —x)2 x
0
H -

- Of 1 izx)4 (1 i x) dx

1
.
= —(1—x)%dx
! (1—x)*
1

= f x%(1 — x)?%dx
0
1

= fx3‘1(1 —x)3 1dx

0

= B(3,3)

r(3)r)
NG
212!
T
4
~ 120
1

30°
Jadi [*—2X—dy =L

0 (1+y) y:3o'




7. Hitunglah foa y*/a% — y2dy.
Penyelesaian:
Tulis y? = a’x

&y =a'x

1 1
(:)dy:E.a.x 2 dx.

Jkay=0=x=0,

y=a=x=1

Jelas fa y* /a2 — y2dy

1
f(ax)2 azx—ax 2 dx

1
fa X .a.(l—x)f.x_idx

NIQ

1
=%f 2(1—x)2dx
0

a® [ 5
= —fxi'l.(l — et
2
0

_a6 B(S 3)
T \\2'2

[\J|9‘m
—
e
N Ul
N/
—
/N
N W
N——

r4)
31 /1y T
_a® 23 r(z)2 1)
2 3!
a® 3
_n.a6
327

Jadi foay“w/a2 —y2dy = n3—26
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8. Hitunglah fJ |== dx.
Penyelesaian:

Jelas fol 1;—" dx
1
1 1
= fx_z. (1—x)2dx
0
1

1 3
= fxf_l. (1—x)2""dx

0

_B(l 3)
P2

9. Hitunglah f02(4 — xz)% dx.

Penyelesaian:

Tulis x? = 4y
S x = Zﬁ
1
Sdx =y 2dy.

Jkax=0=y=0,
x=2=>y=1.

3
Jelas f02(4 —xzdx



‘ 3 1
= f(4—4y)2-y‘2 dy
0
1

3 1
= f8.(1—y)2-y’2 dy

0

(s, 1,
=8f<1—y)z‘ y2 1l dy
0

83(5 1)
TA\2’2

Jadi [2(4 — x2): dx = 3.

10. Hitunglah f: ug. (4 - u)g du.
Penyelesaian:
Tulis u = 4v
& du = 4dv.
Jkau=0=v=0,

u=4=v=1.

4 2 S
Jelas [ uz. (4 —u)z du

; 3 5
= f(4v)5. (4 —4v)z.4dv
0

1
3 5
= 4f 8.v2.32.(1—-v)2dv
0

1
3 5
= 1024f v2.(1—-v)2dv

0
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1

= 1024.[1)2 (1=-v)27 dv

22 (3)

= 1024.

1024 45
=120 32"
= 1

3 5
Jadi f4 uz. (4 —u)2 du = 12m.

11. Hitunglah f J_
Penyelesaian:
Tulis x = 3y
& dx = 3dy.
Jkax=0=y=0,
x=3=>y=1

dx

3
Jelas [ 0

1
Of %~ (3;v)2 %

d
zgf—yz
5 WYYy

1
1
= f(y —y3)"2dy
0
1

_1 _1
:fy 2_(1—y) 2dy

0
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BAB 5

PENUTUP

5.1 Simpulan
Simpulan yang dapat diambil dari hasil dan pembahasan pada Bab 4 adalah
sebagai berikut.
1. Integral tak wajar yang dapat diselesaikan dengan bantuan fungsi gamma
adalah:
a. Integral tak wajar yang memiliki bentuk sesuai dengan fungsi gamma.
b. Integral tak wajar yang integrannya melibatkan fungsi eksponensial
negatif.
Salah satu aplikasi fungsi gamma adalah penggunaannya dalam analisis
fungsi kepadatan peluang dimana fungsinya melibatkan fungsi
eksponensial negatif, seperti fungsi distribusi gamma, fungsi eksponensial,
fungsi distribusi normal, fungsi distribusi Weibull, fungsi distribusi
Rayleigh, fungsi distribusi normal standard.
c. Integral tak wajar yang integrannya melibatkan fungsi logaritma.
2. Dari beberapa contoh integral tak wajar terlihat bahwa integral tak wajar
dengan integran memuat fungsi logaritma dapat diselesaikan menggunakan

fungsi gamma dengan langkah mensubstitusi variabel x dengan e™.
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Integral tak wajar dengan integran memuat fungsi eksponensial dapat

diselesaikan menggunakan fungsi gamma dengan cara merubah fungsi

tersebut sesuai dengan bentuk fungsi gamma.

Integral tak wajar yang dapat diselesaikan dengan bantuan fungsi beta adalah:

a. Integral tak wajar yang memiliki bentuk sesuai dengan fungsi beta dan
sifat-sifat fungsi beta.

b. Integral tak wajar pada selang hingga dengan bentuk f L,p < 1.

(a —x)P

Beberapa kasus integral tak wajar dapat diselesaikan menélgunakan fungsi beta

dengan cara merubah fungsi tersebut sesuai dengan bentuk fungsi beta,

kemudian mencari nilai dari fungsi beta tersebut dengan menggunakan

hubungan fungsi gamma dan fungsi beta.

5.2 Saran

Saran yang dapat penulis berikan dari hasil dan pembahasan yang telah

diberikan adalah.

1.

Pembahasan ini hanya mengkaji integral tak wajar dengan integran memuat
fungsi eksponensial dan fungsi logaritma, maka diperlukan studi lebih lanjut
untuk membahas penyelesaian integral tak wajar dengan integran fungsi
lainnya, seperti fungsi trigonometri.

Alat yang digunakan untuk menyelesaikan integral tak wajar dalam
pembahasan ini adalah fungsi gamma dan fungsi beta. Oleh sebab itu, perlu
dilakukan pembahasan lebih lanjut untuk menyelesaikan integral tak wajar

dengan menggunakan alat lainnya, seperti teorema residu.
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Lampiran

> £(x)=1/(x"(1/2));

> plot(1/(x*(1/2)) ,x=0..4);
15

16

144

12

10 1

> plot(1/((1-x)*~(1/2)) ,x=0..1);

5

o

0z
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> h(x)=x/((1-x"2)"(1/2));

h(x) = —=
NE x2
> plot(x/ ((1-x*2)~(1/2)),x=0..1);
25—-
ED—_
15—-
ID—-
5
D ] T T T T T T T
i 02 04 04 0z

> a(x)=1/((9-x"2)*(1/2));
1

9 — x?
> plot(1/((9-x*2)~(1/2)) ,x=0..3);
9_

a(x) =

o
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> b(x)=x"2/((2-x)"(1/2));

2
b _ X
(x) S
> plot(x*2/((2-x)~(1/2)), %=0..2);
100
50 4
60 -
40_
20 4
T 7 T T
0 03 1 1.5
> s(x)=x%4/((1-x%2)*(1/2));
() = —
S\xX) =
\/1—x2
> plot(x*4/((1-x*2)"(1/2)) ,x=0..1) ;
25 -
30 -
154
1|:|—:
5
D- T T T T
0 02 04 06 03
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> t(x)=1/((1-x"3)"(1/2));

1
t(x)=
N l—x3
> plot(1/((1-x*3)~(1/2)) ,x=0..1);
20
15 ]
10
5
o 02 04 0% 02
> c(x)=((1-x)/x)*(1/2);
(x) = 1 —x
X
> plot(((1-x)/x)~(1/2) ,x=0..1) ;
30 4
20 4
10
D T T T T
0 02 0.4 06 03

74



> d(x)=1/((3*x-x"2)"(1/2)) ;

d(x) = ——1

\/3x—x2

> plot(1/ ((3*x-x*2)~(1/2)) ,x=0..3);

124

104

> plot(1/(-1n(x))*(1/2) ,x=0..1) ;

30+

20

L
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> £(x)=(1n(x))"2;

> plot((1In(x)) "2,

504

30 4

20

10 4

x=0..1);

> £(x)=(1n(1/x))"

> plot((1n(1/x))~

150000

100000 4

50000

6o

6,x=0..1);

0 0z 0.4 0a 0.s
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> £(x)=(1n(x))"4;

> plot((1In(x))"*4,x=0..1);

2500 —
2000 —
1500 —
1000 —

500 4

77



	COVER
	PERNYATAAN
	PENGESAHAN
	PERSEMBAHAN
	MOTTO
	PRAKATA
	ABSTRAK
	DAFTAR ISI
	BAB 1 PENDAHULUAN
	Latar Belakang
	Masalah
	Pembatasan Masalah
	Tujuan Penelitian
	Manfaat
	Sistematika Skripsi

	BAB 2 TINJAUAN PUSTAKA
	Fungsi
	Faktorial
	Anti Turunan
	Integral Tak Tentu
	Integral Lipat

	Integral Parsial
	Perubahan Variabel-Variabel Dalam Integral
	Limit
	Teorema Nilai Rata-Rata Cauchy
	Penggunaan Aturan L'Hopital
	Integral Tak Wajar
	Integral Tak Wajar pada Selang Tak Hingga
	Integral Tak Wajar pada Selang Hingga

	Fungsi Eksponensial
	Fungsi Logaritma
	Fungsi Gamma
	Sifat-Sifat Fungsi Gamma
	Fungsi Beta
	Sifat-Sifat Fungsi Beta
	Hubungan Fungsi Gamma dan Fungsi Beta

	BAB 3 METODOLOGI PENELITIAN
	BAB 4 HASIL DAN PEMBAHASAN
	Penyelesaian Integral Tak Wajar dengan Fungsi Gamma
	Penyelesaian Integral Tak Wajar dengan Fungsi Beta

	BAB 5 PENUTUP
	Simpulan
	Saran

	DAFTAR PUSTAKA
	Lampiran

