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ABSTRAK

Yunihapsari, Astin, Wita. 2011. Menentukan Invers Moore Penrose Dari Matriks
Kompleks. Skripsi, Jurusan Matematika dan Fakultas Ilmu Pengetahuan Alam
Universitas Negeri Semarang. Pembimbing Utama Dr. Kartono, M.Si. dan
Pembimbing Pendamping Drs. Darmo.

Kata Kunci : Bilangan Kompleks, Ruang Vektor, Matriks, Graf.

Invers Moore - Penrose adalah salah satu jenis matriks invers yang

dinotasikan dengan A™. Invers Moore - Penrose merupakan perluasan dari konsep

invers matriks. Jika invers matriks yang sudah kita kenal adalah invers dari suatu
matriks bujur sangkar dan non singular (determinannya tidak nol), maka Invers
Moore - Penrose ada untuk setiap matriks baik matriks bujur sangkar yang
singular maupun yang tidak bujur sangkar. Tujuan dari penulisan skripsi ini
adalah untuk mengetahui sifat dan metode dalam mencari Invers Moore — Penrose
matriks kompleks, apakah Invers Moore - Penrose dari matriks bebas juga
merupakan matriks bebas, dan syarat apa saja yang harus dipenuhi.

Metode penelitian yang digunakan dalam skripsi ini adalah penemuan
masalah, perumusan masalah, studi pustaka, analisis pemecahan masalah,
penarikan simpulan. Dalam pembahasan dijelaskan mengenai sifat dan metode
dalam mencari Invers Moore — Penrose matriks kompleks, apakah Invers Moore -
Penrose dari matriks bebas juga merupakan matriks bebas, dan syarat apa saja
yang harus dipenuhi. Dari pembahasan dapat disimpulkan bahwa Invers Moore —
Penrose mempunyai enam sifat dan dua metode untuk mencari Invers Moore —
Penrose, tidak semua matriks bebas memiliki Invers Moore — Penrose yang bebas,
dan ada dua syarat yang harus dipenuhi agar Invers Moore — Penrose dari suatu

matriks bebas juga merupakan matriks bebas.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matriks dan operasinya merupakan hal yang berkaitan erat dengan bidang
aljabar linear. Konsep dari suatu matriks sangat berguna dalam menyelesaikan
beberapa permasalahan pada“ilmu, matematika modern. Penyelesaian permasalahan
matematika dalam bentuk>matriks tersebut dapat-dilakukan dengan beberapa cara.
Salah satu cara tersebut adalah menggunakan.invers matriks.

Matriks adalah-susunan segirempat siku-siku dari bilangan-bilangan. Bilangan-
bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks. (Anton, H; 1987:
22). Matriks adalah, kumpulan: bilangan® berbentuk perségi panjang yang disusun
menurut baris dan kolom. Dengan representasi- matriks; perhitungan dapat dilakukan
dengan lebih terstruktur. Pemanfaatannya misalnya dalam menjelaskan persamaan
linier, transformasi koordinat, dan lainnya.Matriks seperti halnya variabel biasa dapat
dimanipulasi, seperti dikalikan, dijumlah, dikurangkan dan didekomposisikan.
(http://en.wikipedia.org/wiki/matriks_(matematic))

Penggunaan matriks invers sangatlah penting dalam menentukan solusi dari

sistem persamaan linear Ax = B yang sesuai, yakni x = A™'5. (Anton, H; 1987:

49). Oleh karena pentingnya penggunaan matriks invers maka tulisan ini akan

membahas salah satu jenis matriks invers, yakni Invers Moore - Penrose.
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http://id.wikipedia.org/wiki/Bilangan

Invers Moore - Penrose adalah salah satu jenis matriks invers yang dinotasikan

dengan A™. Invers Moore - Penrose merupakan perluasan dari konsep invers matriks.

Jika invers matriks yang sudah kita kenal adalah invers dari suatu matriks bujur
sangkar dan non singular (determinannya tidak nol), maka Invers Moore - Penrose
ada untuk setiap matriks baik matriks bujur sangkar yang singular maupun yang tidak
bujur sangkar. (Thomas Blitz :1081-3810)

Pada skripsi sebelumnya telah dijelaskan mengenai matriks invers tergeneralisir
dan matriks invers tergeralisir Moore - Penrose, dan hubungan matriks invers
tergeralisir dengan matriks tergeralisir Moore - Penrose. Dalam skripsi ini penulis
tertarik untuk melanjutkan skripsi sebelumnya dengan membahas lebih lanjut
mengenai Invers Moore - Penrose pada matriks kompleks dengan membatasinya pada
matrik kompleks sejati dan matriks bebas dengan membatasinya pada matriks A
berukuran n x n. Pembahasan ini akan dikaitkan dengan digraph dan graf bipartite

sub-sub matriks dari matriks bebas tersebut dengan Invers Moore - Penrosenya.

1.2 Masalah

Dari latar belakang di atas diperolen permasalahan yang timbul dalam
penyusunan skripsi ini adalah :
1. Bagaimana sifat-sifat Invers Moore — Penrose matriks kompleks?

2. Bagaimana metode dalam mencari Invers Moore — Penrose matriks kompleks?



3. Apakah Invers Moore - Penrose dari matriks bebas juga merupakan matriks
bebas?
4. Syarat apa saja yang harus dipenuhi agar Invers Moore - Penrose dari matriks

bebas juga merupakan matriks bebas?

1.3 Batasan Masalah

Dalam skripsi ini permasalahan yang dibahas adalah menentukan Invers Moore —
Penrose matriks kompleks dengan membatasinya hanya pada matriks kompleks sejati

dan matriks bebas dengan membatasinya pada matriks A berukuran n x n.

1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan dari penelitian ini'adalah :
1. Mengetahui sifat-sifat Invers Moore — Penrose matriks kompleks.
2. Mengetahui metode dalam mencari-Invers Moore — Penrose matriks kompleks.
3. Mengetahui apakah Invers Moore - Penrose dari matriks bebas juga merupakan
matriks bebas.
4. Mengetahui syarat apa saja yang harus dipenuhi agar Invers Moore - Penrose

dari matriks bebas juga merupakan matriks bebas.



1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari penyusunan skripsi ini adalah :
1. Bagi peneliti

Dapat mengetahui sifat-sifat Invers Moore — Penrose matriks kompleks,
mengetahui metode dalam mencari Invers Moore — Penrose matriks kompleks,
mengetahui apakah Invers Moore - Penrose dari matriks bebas juga merupakan
matriks bebas, mengetahui syarat apa saja yang harus dipenuhi agar Invers

Moore - Penrose dari matriks bebas juga merupakan matriks bebas.
2. Bagi universitas

Dari hasil penelitian ini dapat dijadikan masukan dan bahan koreksi dalam
menentukan Invers Moore - Penrose dari matriks kompleks dan matriks bebas

dengan membatasinya pada matriks A berukuran n X n.

1.6 Sistematika Skripsi

Dalam penulisan skripsi ini secara garis besar dibagi menjadi tiga bagian
pokok, yaitu bagian awal, bagian isi, dan bagian akhir. Pada bagian awal berisi
halaman sampul, halaman judul, abstrak, lembar pengesahan, motto dan

persembahan, kata pengantar, daftar isi.



Pada bagian isi skripsi terdiri dari lima bab. Bab 1 Pendahuluan. Pada bab ini
mengemukakan tentang latar belakang, permasalahan, tujuan dan manfaat penelitian,
dan sistematika penulisan skripsi. Pada bab berikutnya adalah tinjauan pustaka yang
diangkat sebagai bab 2. Bab ini berisi uraian teoritis atau teori-teori yang mendasari
pemecahan tentang masalah-masalah yang berhubungan dengan judul skripsi. Bab 3
adalah metode penelitian yang berisi tentang metode yang digunakan dalam
penelitian yang meliputi penemuan masalah, perumusan masalah, studi pustaka,
pemecahan masalah, serta penarikan simpulan.

Bab selanjutnya yaitu bab 4 berisi semua hasil dan pembahasan mengenai
bagaimana sifat-sifat Invers Moore — Penrose matriks kompleks, bagaimana metode
dalam mencari Invers Moore — Penrose matriks kompleks, apakah Invers Moore -
Penrose dari matriks bebas juga merupakan matriks bebas, syarat apa saja yang harus
dipenuhi agar Invers Moore - Penrose dari matriks bebas juga merupakan matriks
bebas. Bab terakhir merupakan bab 4, yaitu bab penutup. Bab ini berisi tentang
simpulan dan saran yang diberikan penulis berdasarkan simpulan yang diambil.

Bagian akhir skripsi berisi daftar pustaka dan lampiran-lampiran yang

mendukung skripsi.



BAB 2

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 BILANGAN KOMPLEKS

Definisi 2.1.1

Bilangan kompleks adalah suatu pasangan terurut dari dua bilangan real a dan
b, yang dinyatakan olenh a,b . Lambang bilangan kompleks, kita gunakan z, yang
berartiz = a,b ataua + bi. (Supriyono; 1992:1)

Secara geometris, bilangan kompleks dapat ditinjau sebagai titik atau pun
vektor di bidang x,y dimana sumbu x disebut sumbu riil ;sumbu y disebut sumbu

imajiner, dan bidangnya disebut bidang kompleks. (Anton, H; 1987: 389)

Sumbu Imajiner
A

(bagian imajiner z) b z=a+ bi

> » Sumbu riil
(Bagian riil z)

Gambar 2.1.1 Penyajian bilangan kompleks dalam koordinat



Definisi 2.1.2

Dua bilangan kompleks a + bi dan c + di, didefinisikan sama, dituliskan
a+bi = c+dijikaa = cdanb = d. (Anton, H; 1987: 390)

Operasi aljabar dari bilangan kompleks di pandang sama dengan operasi aljabar
vektor dalam R2. Jika diketahui z, = a + bi dan z, = ¢ + di, maka
Penjumlahan bilangan kompleks

Zi+2z;= a+bi+ c+di a+c + b+di

Pengurangan bilangan kompleks

Zi #Zo pta dbi — e¥di =, a&C N D — dei
Perkalian bilangan kompleks

Z1.Z;= la+bi . c+di = ac—bd + bc+ad i
Pembagian bilangan kompleks

zy _a+bi  ac+bd A bc — ad
Z, c+di . €2+d? c%4+ d?

Dengan c dan d tidak boleh sama dengan nol. (Anton, H; 1987: 390)

Contoh 2.1.1

Diketahui z; = 2 + i dan z, = =7 — 5i, maka
Zi+z,= 2+1 + =7—-50 =-5—-4i
Zi—2Z,= 2+i — =7—=5i =9—-6I
Z1.Z, = 24+i. =7-=5i =-9-17i

Zl_ 2+i _ _19 3 .
z, —7-50 74 74




Definisi 2.1.3

Jika z = a + bi sebarang bilangan kompleks, maka konjugat/ sekawan z yang
dinyatakan oleh z (dibaca “z garis”), didefinisikan oleh z = a — bi. (Anton, H; 1987:
394)
Contoh 2.1.2
Konjugat dari bilangan kompleks z = 4 + i adalah z = 4 — i.
Definisi 2.1.4

Modulus/ Nilai Mutlak bilangan kompleks z = a + bi, dinyatakan oleh z ,
didefinisikan oleh z = a2 + b2. (Anton, H; 1987: 395)

Contoh 2.1.3

Bilangan kompleks z = 8 + 6i memiliki harga mutlak

z = 8%4+6%= 100 =10.

Definisi 2.1.5

Matriks Kompleks adalah matriks dengan entri-entri bilangan kompleks.
(Schaum’s; 2004: 34)
Contoh 2.1.4

20 i

. _ 3
Matriks Kompleks A = 5 31



2.2 RUANG VEKTOR

Definisi 2.2.1
Misalkan V' sebarang himpunan yang tidak kosong, dimana telah didefinikan
operasi-operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar. Himpunan V dikatakan
ruang vektor jika memenuhi aksioma sebagai berikut
1. Untuk setiapu,veV, makau+veV.
2. u+v=v+u untuk setiapu,vev.
3. u+v +w=u+ v+w,untuksetiapu,v,weV.
4. Terdapat 0 € V sehinggau + 0 = 0 + u = u, untuk setiap u e V.
5. Untuk setiap u € V, terdapat —u e V sehinggau+ —u = —u +u=0.
6. Untuk sembarang skalar k dan untuk setiap u € V, maka ku e V.
7. k u+v = ku+ kv, untuk sembarang skalar k dan untuk setiap u,v e V.
8. k+ 1 u= ku+ lu, untuk sembarang skalar k, [ dan untuk setiap u € V/.
9. kl u=k lu,untuk sembarang skalar k, [ dan untuk setiap u e V..

10. 1.u € V, untuk setiap u e V.

(Anton, H; 1987: 137)
Contoh 2.2.1
Diketahui u= ay+bii,ci+dii,e; +fii, v= a,+ byi,c, +d,i,e; +
fol ,w = az+ bsi,c3 +dsi,e3+ fzi  adalah vektor-vektor di dalam V =
{(x,y,z)|dengan x,y,z adalah bilangan kompleks} dengan mendefinisikan operasi

penjumlahan
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u+v= a;+bii,cq +dyi,eq + fil + a,+ byi,cy +dyie; + fol
= a;+a,+bji+byi,ci+c,+dii+dyi,eq +e,+ fii + fol
Dan perkalian skalar
k.u=k ay+bii,ci +dqii,e; + fii
= ka, + kbyi, kcy + kdqi, ke, + kfii
Akan diperlihatkan bahwa IV merupakan ruang vektor.
Aksioma 1
u+v= a;+bii,cqg +dii,eq + fii + a,+ byi,c; +dyi,e; + fol
= a;+ay+ byi + byi,ci+c, +dii+dyeq +e;+ fii +
fri €V.
Aksioma 2
u+v= a;+bii,cq +dii,eq + fil + a,+ byi,c; +dyie; + £l
= a;+a;+bji+byi,cq+cy+dii+dyieq ey + fLi + fol
= a,+a; + byl +bii,c; +¢; +dyi+dii, ey +e + fl + fil
= ay + byi,c; +dyi,e; + fo1 + aq + byi,cq +dyi, e + fil
=v+u
Aksioma 3
u+v +w= a,+a,+bii+byi,c;+c,+dii+dyieq +e,+ fii+
fol + az+ bsi,c3+dsi, ez + f3i
= a;+a,+az+bii+byi+bs,c;+cy +c3+dii+dyi +dsi e +

92+e3 +f1l+le+f3l
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= a;+bii,cq +dii,eq + fii + a, +byi,c, +dyiey + foi +
az + bsi, c3 + dsi, ez + f3i

—u+w+w)
Aksioma 4
Terdapat 0 = 0,0,0 €V, sedemikian sehingga
u+0= a; +byi,cq +dii,e +f1i + 0,00 = a; +byi,cq +dii,eq +fii =
u, untuk setiap v, € V.
Aksioma 5

-l us=u=— a;+byi,c, + dlze; + f1i €EV
Terdapat —v; € V, sedemikian sehingga
U+ —U S0t b, CARE VRN ¥ 1 Sl [, C, T dql,e; =i =
0,0,0 , untuk setiap v; € V.
Aksioma 6
k.ou=k ay+bii,c; +dii,e; + fii
= kay + kbyi, kcy + kdqi, ke, + kfii €V.
Aksioma 7
ku+v =k ay+a,+byi+byi,ci +c; +dji+dyie; +e,+ fii+ [l
= kay + ka, + kbyi + kbyi, kcy + kcy, + kdyi + kd,i, ke, + ke, +
kfii + kfyi
=k a, + byi,c; +dyi,eq + f1i +k a, + byi,c, +dyi,e; + frl

=ku + kv
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Aksioma 8
k+lu= k+1 a;+byi,cq +dqi,eq + fil
= kay + kbyi + lay + lbyi, kcy + kdyi + lc; + 1dqi, ke; + kfii + leg +
lfii

=k a, + byi,c; +dqi,eq + f1i +1 a; + byi,cq +dqi, e + fil

=ku+lu
Aksioma 9
klu= k.l a +bi,c; +dii,e; + fii
=k la, + lbyi,lc, + ld, i, le, '+ If;i
=k (lu)
Aksioma 10

l.u=1. aq o bli, C1 - dli, €1 +f11, = aq + bli, C1 i dli, é1 + fll eV.
Karena memenuhi semua aksioma dari ruang vektor, maka himpunan V =

{(x,y,z)|dengan x, y, z adalah bilangan kompleks} adalah ruang vektor.

Definisi 2.2.2
Sebuah vektor w dinamakan kombinasi linear dari vektor-vektor v,,v,, ... , v,
jika vektor tersebut dapat diungkapkan dalam bentuk w = kyv; + kv, + ...+ kv

di mana k4, k, ...k, adalah skalar. (Anton, H; 1987: 145)
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Definisi 2.2.3

Jika vy, v,, ... , v, adalah vektor-vektor pada ruang V dan jika masing-masing
vektor pada V dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear v, v,, ... , v, maka vektor-
vektor ini merentang V. (Anton, H; 1987: 146)
Contoh 2.2.2

Diketahui vektor-vektor v, = i,0,0 ,v, = 3i,2i,0 ,v3 = (2i,1,3i) di dalam
V ={(x,y,z)|dengan x, y, z adalah bilangan kompleks. Himpunan semua kombinasi
linear v, v, dan v5 disebut Rentang (v;, v,, v3)

kivi + kv 4 kv = ky i,0,0 +k, 30,2i,0 + k;(2i,1,30)
=Wk, /0,04 ik, 2ik5, 00 2iks, iks, 3iks
= iky + 3ik, + 2ik,, 2iks + iks + 3ik;
Dengan k4, k,, ks adalah skalar tertentu.
Untuk k; = k, = k3 = 1 diperoleh 6i,3i,3i yang merupakan kombinasi linear dari
i,0,0, 3i,2i,0 dan 2i,i,3i .

Definisi 2.2.4

Jika S ={vy,v,,...,v,} adalah himpunan vektor maka persamaan vektor
k,vi + kv, + ...+ kv, =0 hanya mempunyai satu pemecahan k; =0,k, =
0,..,k. =0maka S dinamakan bebas linear (linearly independent). Jika ada
pemecahan lain, maka S kita namakan himpunan tak bebas linear (linearly

dependent)/ bergantung linear. (Anton, H; 1987: 151)
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Contoh 2.2.4
Dengan menggunakan contoh diatas akan diselidiki apakah v; = i,0,0 ,v, =
3i,2i,0 ,v3 = (2i,i,3i) bebas linear atau bergantung linear. Diambil kq,k,, k5
sedimikian sehingga
kivy + kv, + ksvs = ky i,0,0 +k, 3i,2i,0 + k3(2i,1,30)

— ikl,0,0 + 3ik2,2ik2,0 N 2ik3,ik3,3ik3

=-0,0,0 ...(1)
Dari sini diperoleh sistem persamaan
81 3ik, +2ik. A% .. 73
200, i A a(R)
3iks = 0...(4)
Dengan melakukan substitusi terhadap persamaan (2), (3) dan (4) diperoleh k; =
k, =k; =0.
Karena persamaan (1) hanya dipenuhi oleh k, = k, = k; = 0, maka terbukti bahwa

v, = 1,0,0 ,v, = 3i,2i,0 ,v3 = (2i,1,3i) bebas linear.



2.3 MATRIKS

Definisi 2.3.1

15

Matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan. Bilangan-

bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks. (Anton, H; 1987:

22). Matriks adalah kumpulan bilangan berbentuk persegi panjang yang disusun

menurut baris dan kolom. Bilangan-bilangan yang terdapat di suatu matriks disebut

dengan elemen atau anggota matriks. Dengan representasi matriks, perhitungan dapat

dilakukan dengan lebih terstruktur. Pemanfaatannya misalnya dalam menjelaskan

persamaan linier, transformasi koordinat, dan lainnya. Matriks seperti halnya variabel

biasa dapat dimanipulasi, seperti dikalikan, dijumlah, dikurangkan dan didekomposisi

kan. (http://en.wikipedia.org/wiki/matriks_(matematic))

a1 Q12 0 Qip
a a vee a
VR N Y- (1)
Am1 Amz " OAmn
Contoh 2.3.1
Matriks A = ; 5 3_ i adalah matriks persegi berukuran 2 x 2.
3 2-i
Matriks B = 4i 5  adalah matriks yang berukuran 3 x 2.
7 6+ 20
1 20 3

Matriks € = —2i 4 5 — i adalah matriks yang berukuran 3 x 3.

3 5+4i 8


http://id.wikipedia.org/wiki/Bilangan
http://en.wikipedia.org/wiki/matriks_(matematic))
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Definisi 2.3.2

Jika A adalah matriks m x r dan B adalah matriks r X n, maka hasil kali AB
adalah matriks m x n yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut. Untuk mencari
entri dalam baris i dan kolom j dari AB, pilih baris i dari matriks A dan kolom j dari
matriks B. Kalikanlah entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut

bersama-sama dan kemudian tambahkanlah hasil kali yang dihasilkan. (Anton, H;

1987: 25)
Contoh 2.3.2
. . s ST U2 + A o i
Diketahui matriks 4 = 1 5 dan B = o Vo A 3
el H 2ie 2SS P ol -10+15i
Mak@AIB % o RS b aWE 108 —15411;
Definisi 2.3.3

Jika A adalah sebarang matriks m x n, maka transpos A dinyatakan oleh At dan
didefinisikan dengan matriks n X m yang kolom pertamanya adalah baris pertama
dari A, kolom keduanya adalah baris kedua dari A, demikian juga dengan kolom
ketiga adalah baris ketiga dari A4, dan seterusnya. (Anton, H; 1987: 27)

Contoh 2.3.3
3 2-i 1 2i 3

3.,B=4i 5 ,C= =2i 4 5-1.

Diketahui matriks A = i 94
l 7 6+ 2i 3 5+i 8
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I
©
ﬂ

Maka Transpos matriks dari AT

1 -=2i 3
21 4 5+1.
3 5—-i 8
Definisi 2.3.4

Jika A adalah matriks dengan elemen bilangan kompleks, maka transpos
konjugat dari A dinotasikan dengan A* dan didefinisikan sebagai matriks hasil yang
diperoleh dengan mengubah elemen-elemen yang bersesuaian dari A dengan
konjugatnya, kemudian mengubah letak elemen-elemen dalam matriks, dari yang

baris menjadi kolom dan kolom menjadi baris. Jika A = A*, maka matriks A

merupakan matriks Hermitian. (Anton, H; 1987: 425)

Contoh 2.3.4
e H = 1 2 3
Diketahui matriks A = 4 , B¥=, 47 5 ,C="=2i 4 5—1
: 764 2i 3 s5+if B
. : 1 2 3
Makaa' WX Y PSS el = i Juff 5
: 3 Sl 3

Dari sini dapat terlihat matriks A dan B tidak sama dengan tranpos konjugatnya,
sedangkan C = C*. Oleh karena itu, A dan B bukan merupakan matriks Hermitian

dan C adalah matriks Hermitian.
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Definisi 2.3.5
Matriks bujur sangkar A dengan unsur kompleks dinamakan Uniter jika

A™1 = A*. (Anton, H; 1987: 426).

Contoh 2.3.5
1-i —1+i 1+i 1-i
H = _ 2 % * 2 2
Diketahuid = %, .5, ,makad = -~ %
2 2 2 2
1-i —1+i 1+i 1-i 1+i 1-i 1-i —1+i
+ [ 2 2 e 1 O 2 2 2 W
AN bt o A5 T P TR e an e 4 A
2 2 2 2 2 2 2 2

Karena AA* = I = A* A maka matriks A merupakan matriks Uniter.
Definisi 2.3.6

Jika A adalah matriks bujursangkar, dan jika terdapat matriks B yang ukurannya
sama sedemikian rupa sehingga AB = BA = I, dimana A disebut dapat dibalik
(invertible) dan B disebut sebagai invers (inverse) dari A. Jika matriks B tidak dapat

didefinisikan, maka A dinyatakan sebagai matriks singular (Anton & Rosses, 2004:

46).

Contoh 2.3.6

Diketahui matriks A = Ll} 2-3|—i danB=A"1= _22+i —23—1
Dimana B.A = _22+i —23—1' 2 2-3|—i = é (1) =1
DaAB=y Li g =g g =
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Definisi 2.3.7

Dimensi umum dari ruang baris dan ruang kolom dari suatu matriks A disebut
rank dari A dan dinyatakan sebagai rank(A); dimensi ruang nul dari A disebut
sebagai nulitas (nullity) dari A dan dinyatakan sebagai nulitas A (Anton &

Rosses.2004: 294).

Contoh 2.3.7

. Ny ¥ A
Diketahui 4 = 5 o

i 1 2

Akan dicari rank dari matriks A, dengan Aot b,~b; -

T |
0 0
Karena jumlah maksimal baris dari matriks A yang bebas linear adalah 1, maka
rank A = 1.
Definisi 2.3.8

Misalkan A adalah matriks berukuran n x n. Diagonal parsial dari matriks A
didefiniskan sebagai himpunan n elemen yang terletak pada baris dan kolom yang
berbeda.
Contoh 2.3.8

ai1 Q12 Qg3
Diketahui A = @21 Q22 az3 . Diagonal parsial dari matriks A tersebut adalah
az; dzz dzs

Ay1,022,033 , (12,023,031 , Q13,023,032 , 13,032,037 danyang lain.
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Definisi 2.3.9
Misalkan A adalah matriks berukuran nxn. Term rank dari matriks A
didefinisikan sebagai jumlah maksimal dari elemen tak nol pada diagonal parsial

matriks A dan dinotasikan dengan term rank(A).

Contoh 2.3.9
. . . w2+ 2 P O G _
Diketahui matriks A = 4 34 w5 = 0 5 .Term rank A = 2 dan term
rank B = 1.
2.4 Graf
Definisi 2.4.1

Graf adalah pasangan himpunan V,E dengan V adalah himpunan tak kosong
dari titik dan E adalah himpunan sisi yang menghubungkan sepasang titik (bisa
berupa himpunan kosong). Graf biasanya dinotasikan dengan G. (Sutarno, Heri, dkk,
2003: 59)

Contoh 2.4.1
V1 1)

V4 V3
Gambar 2.4.1 Graf G

Graf G tersebut memiliki

V= vy,v5,v3,v, danE = {vy 12}, {v,,v3}, {va va}, {v4,v1}}.
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Definisi 2.4.2
Dua sisi atau lebih yang menghubungkan pasangan titik yang sama dinamakan

dengan sisi ganda. (Sutarno, Heri, dkk, 2003: 60)

Contoh 2.4.2
[
Sisi ganda
U3
(41 Vs
Gambar 2.4.2. Graf yang memiliki sisi ganda
Definisi 2.4.3

Sebuah sisi yang menghubungkan sebuah titik dengan dirinya sendiri
dinamakan dengan lup (simpul). (Sutarno, Heri, dkk, 2003: 60)

Contoh 2.4.3

Lup

v
vy 2

Gambar 2.4.3. Graf yang memiliki lup
Definisi 2.4.3
Graf tanpa lup dan sisi ganda dinamakan dengan graf sederhana, sebaliknya

graf yang memiliki lup atau sisi ganda dinamakan graf tidak sederhana.
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Contoh 2.4.3
v,
vy A oV,
Gambar 2.4.4. Graf sederhana
Definisi 2.4.4

Misalkan G adalah suatu graf yang memiliki himpunan titik V dan daftar sisi E.
Subgraf dari graf G adalah graf yang semua titiknya merupakan elemen dari ¥V dan

semua sisinya merupakan elemen dari E.

Contoh 2.4.4
X V3 U,® V3
@ (b)
V4 2 oV,
Gambar 2.4.5. (a) subgraf G (b) graf G
Definisi 2.4.5

Misalkan G adalah graf dan v,, v, adalah titik-titik dari graf G. Jika v; dan v,
dihubungkan dengan sisi e, maka v, dan v, dikatakan berdekatan (adjacent).
Dikatakan juga, bahwa v; dan v, insiden dengan sisi e serta sisi e juga dikatakan

insiden dengan titik v; dan v,.



23

Contoh 2.4.5

V1 1]

V4 V3

Gambar 2.4.6. Graf G

Pada gambar 2.4.5, titik v, berdekatan dengan v, dan wv,, tapi tidak berdekatan
dengan vs. Kemudian sisi { v;, v, } insiden dengan titik v; dan v,, tapi tidak insiden
dengan v; dan v,.
Definisi 2.4.6

Graf Dbipartite adalah graf yang memiliki himpunan titik yang dapat
dikomposisikan ke dalam dua himpunan yang saling terpisah, sehingga tidak terdapat
titik yang berada di dalam himpunan titik yang sama saling bedekatan (adjacent).

Graf bipartite dinotasikan dengan B.

Contoh 2.4.6
[t 1‘2 U3
°® °®
Uq Uy Uz

Gambar 2.4.7. Graf B
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Pada contoh di atas graf B adalah graf bipartite dengan dua himpunan titik, yaitu
U= u;,uyu; danV = vy, v, vs . Titik yang berada dalam satu himpunan tidak
ada yang berdekatan.
Definisi 2.4.7

Digraf adalah grafik yang terdiri dari titik dan busur, di mana busur tersebut
menghubungkan titik satu ke titik yang lainnya dan memiliki arah. Digraf biasanya
dinotasikan dengan D.

Misalkan D adalah digraf, himpunan titik dari digraf biasanya dinotasikan
dengan V. Sedangkan daftar busur biasanya dinotasikan dengan A.

Contoh 2.4.7

Gambar 2.4.8. Digraf D
Pada contoh di atas digraph D memiliki himpunan titik
W = wi,w,,ws,w, dan himpunan busurnya adalah

Uq' W1;W1 ) WZ;WZ ] W3:W3 ] W4-:W4- ] W1IW2 ) WZ’W3 ) W3JW4 ) W4-!W1
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METODE PENELITIAN

Peranan metode dalam suatu penelitian sangatlah penting sehingga dengan
metode penelitian dapat mencapai tujuan penelitian yang telah ditetapkan. Melalui
metode penelitian, masalah yang dihadapi dapat diatasi dan dipecahkan dari
perolehan data atau informasi yang telah dikumpulkan.

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian  ini meliputi beberapa hal
yaitu sebagai berikut:

3.1 Penemuan Masalah

Metode ini merupakan tahapan pertama dalam penelitian yaitu dengan
pencarian ide atau gagasan materi dari bidang kajian yang dipilih dan dijadikan
permasalahan untuk dikaji pada penelitian ini.

Dalam aljabar elementer konsep invers hanya dibatasi sampai pada matriks
persegi non singular. Jika A matriks persegi non singular maka terdapat matriks X
sedemikian sehingga AX = XA = I. Matriks X yang bersifat demikian disebut invers
dari matriks A. Jika A matriks berukuran m x n atau A matriks singular maka tidak
selalu terdapat matriks X yang bersifat demikian. Berdasarkan pernyataan tersebut
peneliti menemukan masalah yang akan dipecahkan dalam penelitian ini yaitu tentang

invers dari matriks A berukuran m X n yang selanjutnya disebut matriks invers

25
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tergeneralisir yang bersifat khusus yang disebut Invers Moore — Penrose, dengan
membatasinya pada matriks kompleks sejati dan mengenai Invers Moore — Penrose

matriks bebas dengan membatasinya pada matriks A berukuran n X n.

3.2 Perumusan Masalah

Tahap ini di maksudkan untuk memperjelas permasalahan yang telah
ditemukan yaitu dengan merumuskannya sebagai berikut.
Berdasarkan masalah yang telah ditemukan, peneliti merumuskan masalah

sebagai berikut :

5. Bagaimana sifat-sifat Invers Moore — Penrose matriks kompleks?

6. Bagaimana metode dalam mencari Invers Moore — Penrose matriks kompleks?

7. Apakah Invers Moore - Penrose dari matriks bebas juga merupakan matriks
bebas?

8. Syarat apa saja yang harus dipenuhi agar Invers Moore - Penrose dari matriks

bebas juga merupakan matriks bebas?

3.3 Studi Pustaka
Studi pustaka merupakan penelaah sumber pustaka relevan yang digunakan
untuk mengumpulkan data maupun informasi yang diperlukan dalam penelitian ini.

Studi pustaka diawali dengan mengumpulkan sumber pustaka yaitu berupa buku-
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buku maupun referensi yang menjadi dasar dalam penelitian ini. Setelah sumber
pustaka terkumpul dilanjutkan dengan penelaahan isi sumber pustaka tersebut. Pada
akhirnya sumber pustaka ini dijadikan landasan untuk melakukan penelitian ini.
Dalam penelitian ini pokok bahasan yang ditelaah adalah bilangan kompleks,
ruang vektor, matriks, dan graf. Hasil telaah akan menjadi landasan untuk

memecahkan masalah.

3.4 Analisis Pemecahan Masalah

Pada tahap ini dilakukan analisa dan pemecahan masalah yaitu dengan langkah-

langkah sebagai berikut.

5. Mengkaji sifat-sifat Invers Moore — Penrose matriks kompleks.

6. Mengkaji metode dalam mencari Invers Moore — Penrose matriks kompleks.

7. Mengkaji apakah Invers Moore - Penrose dari matriks bebas juga merupakan
matriks bebas.

8. Mengkaji syarat apa saja yang harus dipenuhi agar Invers Moore - Penrose dari

matriks bebas juga merupakan matriks bebas.

3.5 Penarikan Simpulan

Sebagai akhir dari penelitian ini, dilakukan penarikan simpulan mengenai sifat-

sifat Invers Moore — Penrose matriks kompleks, metode dalam mencari Invers Moore
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— Penrose matriks kompleks, apakah Invers Moore - Penrose dari matriks bebas juga
merupakan matriks bebas, dan syarat apa saja yang harus dipenuhi agar Invers Moore

- Penrose dari matriks bebas juga merupakan matriks bebas.

PERPUSTAKAAN

UNNES




BAB 4

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada skripsi sebelumnya telah dijelaskan mengenai matriks invers tergeneralisir
dan matriks invers tergeralisir Moore Penrose, dan hubungan matriks invers
tergeralisir dengan matriks tergeralisir Moore Penrose. Pada skripsi ini penulis
tertarik untuk melanjutkan skripsi sebelumnya dengan membahas lebih lanjut
mengenai Invers Moore - Penrose pada:matriks bebas dengan membatasinya pada
matriks A berukuran n X n.

Invers Moore - Penrose merupakan salah satu jenis invers matriks yang
biasanya disimbolkan dengan A*. Dalam skripsi ini penulis tertarik untuk
menentukan Invers Moore - Penrose dari suatu matriks kompleks dengan melihat
ranknya, kemudian akan dilanjutnya mengenai matriks bebas, dan menentukan Invers
Moore - Penrose matriks bebas.

4.1 Invers Moore - Penrose

Definisi 4.1.1
Diberikan matriks A berukuran (m x n). Matriks A* merupakan Invers Moore -
Penrose dari matriks A jika memenuhi
1. AATA=A

2. ATAAT = AT
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3. AA* * = AAT

4, A*A = A*A

(AA* hermitian)

(A* A hermitian)

Dengan A* merupakan transpose konjugat dari matriks A.

Contoh 4.1.1

1+

Diketahui A4 = )
20

20 2+4i

4i '’

akan dibuktikan

merupakan Invers Moore - Penrose dari matriks A.

Bukti

1-2i

bahwa At = _*°

2—4i
45

Matriks A merupakan Invers Moore - Penrose dari matriks A jika memenuhi

T — 71
wa_ 1420 2440 45 a5 1420 2+4i
L 87 %& 3 N =y 4i
45 45
9 18
4 1+2Q\2+4 78 Mgl UFe2i 2440 _
2i 4i 18 36 2i 4i
45 45
Jadi AA*A = A
1-2i -2 B2 21
_ a5 451420 244 5
2 AN = aoh oy dri it
45 45 45 45
1-20 —2i 25 20—10i  1-2i =2i
_ 45 45 45 45  _ 45 45
2—4i —4i 20+ 10i 20 2—4i —4i
45 45 45 45 45 45

Jadi A*AA* = A*

= A+

30

-2
45
—4i
45



' 20
25
_ 45
20 + 10i
45
Jadi AA*T * = AA*
120 —2i
'y 45 45
4, ATA * = 2-ai -4l
45 45
Jadi ATA *= ATA
1-2i =2i
— 45 45
Karena At = 2ehi S3ai
45 45

2 -2
2+ 40 45 45
4 e e
45 45
20 — 101
45 _ +
20 = AA
45
1+2i 244i
20 47

memenuhi ke-4 definisi di atas jadi A*

merupakan Invers Moore - Penrose dari A =

Contoh 4.1.2
2i 3
Diketahui A= 2 3i
0 O

i
1,
0

* 25 20-10i *
45 45
204100 20

45 45

* 9 18 F 9 18
L 45 259N 4515
oWy 18 % 36 % 13 86

45 45 45 45

1+2i 244
20 4i

akan dibuktikan bahwa At =

merupakan Invers Moore - Penrose dari matriks A.

Bukti
20 3 i
1. AA*A = 2 3i 1
0 0 O

1. 1
—3i 10
5 5
1 1.
-3 0
6 6
1 1
-Li = 0
10 10

=A%A

1-2i
45

2—4i
45

N
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—2i
45
-4
45
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—~ - O

=4

Jadi AA*A

+
<

I
o o =

e~
— O o
— | 1_1

—
m—~

1_51_61_m
|

~
— | O o
— N 1_1

"~
"~

L
_ !
Il

B4

Jadi A*AA™*

1_51_61_m

— ~

o
v oS

_ +
I <
<X
~ O Il
o AN | LN — |
Ao Iy _
S = o
T~
QN o
F IO AN 0
Il Il
*
|T
<<
<<
™

Jadi AA* * = AA*

*

3
3i
0



33

Jadi A*A "= A*A

Y 1 9
5 5
Karena A* = % —%i 0 memenuhi ke-4 definisi di atas jadi A" =
1l A T
10 10
- 1 0
15 51 20 9 0
A y 4 0 merupakan Invers Moore - PenrosedariA= 2 3i 1.
1 ] 0 0 0
——i = 0
10 10

Seperti telah dijelaskan sebelumnya, Invers Moore — Penrose ini merupakan
salah satu jenis invers semu yang bisa digunakan untuk mencari invers matriks A
yang tidak bujur sangkar maupun singular yang mempunyai determinan 0. Menurut
definisi Invers Moore — Penrose salah satu syaratnya adalah jika A*A atau AA*
Hermitian. Hal ini bisa dipenuhi apabila matriks yang digunakan adalah matriks
kompleks yang sejati. Jadi Invers Moore — Penrose ini hanya bisa digunakan apabila

matriks A mempunyai entri bilangan kompleks sejati.

4.2 Sifat — Sifat Invers Moore - Penrose

Jika A adalah sebuah matriks, maka Invers Moore - Penrose dari A memiliki

beberapa sifat, yakni
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1. Jika Aadalah matriks persegi yang non-singular, maka Invers Moore -
Penrose dari A adalah A*. Dengan kata lain A* = A7

Bukti

Akan dibuktikan bahwa A* = A~1 memenuhi ke-4 kriteria

1.AATA=AA"TA=IA=A

2. ATAAY = ATLAF E IA ' e 4]

3, AAT *&F A1 BT = Lot

4, A = /¥ ASEE = ASAE TRl

Karena memenuhi keempat kriteria dari Invers Moore - Penrose, maka terbukti

bahwa A* = A™1.

. Invers Moore - Penrose bersifat reversible. Dalam pengertian bahwa Invers Moore

- Penrose juga memiliki invers, yakni AT * = A.

Bukti

Misalkan B = A*, akan ditunjukan bahwa B* ='A memenuhi ke empat kriteria

dari Invers Moore - Penrose

1. BB'B = ANl At AT 2lf

2.B*BBt = AAtA=A=B*

3. BB* *= A*A*=A*A=BB"

4. B*B *= AAY *=AA* =B*B

Karena memenuhi ke empat kriteria dari Invers Moore - Penrose, maka terbukti

bahwa Bt = A.
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3. Invers Moore - Penrose dari matriks nol adalah matriks transposnya sendiri.

Bukti

Misalkan A = 0 (merupakan matriks nol yang berukuran mxm), akan

dibuktikan A* = 0T (merupakan Invers Moore - Penrose dari matriks 4 yang juga

merupakan matriks nol yang berukuran m x m ) memenuhi ke empat kriteria dari

Invers Moore - Penrose

1. AA*A=00T0 = 0 = A.
Hasil perkalian antara matriks O yang berukuran m x m dengan matriks O
yang berukuran m x m (matriks tersebut dimisalkan dengan 0,). Kemudian
hasil perkalian ‘0O, yang berukuran m x m dengan matriks O yang berukuran
m x m akan menghasilkan matriks nol yang berukuran m x m. Dengan kata
lain matriks hasil yang terakhir tersebut adalah matriks O.

2. ATAAY = 0T00T = 0T = A™.
Hasil perkalian antara matriks OT yang berukuran m x m dengan matriks O
yang berukuran m xm (matriks tersebut dimisalkan dengan 0,). Kemudian
hasil perkalian 0, yang berukuran m x m dengan matriks OT yang berukuran
m x m akan menghasilkan matriks nol yang berukuran m x m. Dengan kata
lain matriks hasil yang terakhir tersebut adalah matriks 0.

3. AAtY *= 00T *=00T = AA*,
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Bahwa hasil perkalian dari matriks 00T merupakan matriks nol yang berukuran
m x m (matriks persegi). Dan matriks Hermitian dari matriks nol yang berupa
matriks persegi adalah dirinya sendiri.

4, AtA*= 0T0 *=07T0 = A*A.
Bahwa hasil perkalian dari matriks 0T 0 merupakan matriks nol yang berukuran
m x m (matriks persegi). Dan matriks Hermitian dari matriks nol yang berupa
matriks persegi adalah dirinya sendiri.
Karena memenuhi ke empat kriteria dari Invers Moore - Penrose, maka terbukti
bahwa 0% = OT.

4.Perkalian dengan skalar terhadap matriks A adalah berbanding terbalik terhadap

perkalian skalar dengan A*. Dengan kata lain k4 * = k1A*.

Bukti

Misalkan P = kA. Akan ditunjukan bahwa P* = k™*A" memenuhi ke empat

kriteria dari Invers Moore - Penrose

1. PP*P = kAk 1A*kA = kk *kAATA = IkA=kA =P

2. PYPPt = kT1AYkAKTIAY = kT1kkT1ATAAT = [kT1ATY = Pt

3. PPT * = kAk™1AT gl Adila=n ddilF= N1 AT = [AAT =
kk=*AAT = kAk~'A* = PPt

4. PYP * = k71AYkA * = k7kATA * = AAY * = AAT = JAAY =

k=*kA*A =k *A*kA = PP
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Karena memenuhi ke empat Kriteria dari Invers Moore - Penrose, maka terbukti
bahwa ad * = a 1At
. Invers Moore - Penrose dari suatu matriks adalah tunggal.
Bukti
Misal A,* dan 4,*, masing-masing adalah Invers Moore - Penrose dari matriks A.
Akan dibuktikan bahwa A, * = 4,*
AT=A,7AAT
= /ALYy

AAs A 574,90

A(A;%) TAT A At

A el A AR

S A TAA T\ B e T (i)
A=A, 44,7

:A2+ A2+ *A*

=4, At T AAA T

=4 (ADA (AT A)

=A, AA, AALT

= A, VAALY (ii)

Dari (i) dan (ii) terlihat bahwa A,* = A4,". Jadi terbukti bahwa Invers Moore -

Penrose bersifat tunggal.
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6. Pada Invers Moore - Penrose berlaku A* + = A* *.
Bukti
Misalkan B = A, akan ditunjukkan bahwa B* = A* * memenuhi ke empat
kriteria dari Invers Moore - Penrose
1.BB*B=A* A* *A*= AA*A *=A*=B
2.B*BBt = AT *A* AT * = A*AAT *=A= B*
3 BB & 4" AW W= Al fetlinler — A* AT =B B™
4, BB £ A"V ASEE )t REANE N AW = PR
Karena memenuhi ke empat kriteria dari Invers Moore - Penrose, maka terbukti

bahwa A* t = At *.

4.3 Metode Untuk Mencari Invers Moore - Penrose

Misalkan A adalah suatu matriks yang berukuran m x n. Langkah awal dalam
mencari Invers Moore - Penrose dari matriks A adalah menentukan rank matriks A
dan dimisalkan dengan r. Selanjutnya, terdapat dua metode untuk menentukan Invers
Moore - Penrose dari matriks 4, yakni
4.3.1 Metode 1

Pada metode pertama ini dipergunakan untuk mencari Invers Moore - Penrose
dari suatu matriks A yang tidak full rank. Adapun langkah-langkah untuk mencari

Invers Moore - Penrose dari matriks tersebut, yakni



Langkah 1

Langkah 2

Langkah 3

Langkah 4
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Memilih submatriks dari matriks A yang berukuran r x r dan memiliki
rank r. Kemudian submatriks tersebut dimisalkan dengan A,;.
Menempatkan submatriks A, di bagian kiri atas dari matriks A semula
dengan melalui penukaran baris-baris dan kolom-kolom.

Mengambil matriks satuan [, (matriks identitas yang berukuran
mxm).

Misalkan dalam langkah 2 diperoleh dengan menukarkan elemen-
elemen pada baris ke-i dengan elemen-elemen pada baris ke-j, maka
kita dapat membentuk matriks P yang diperoleh dari matriks I,,,
dengan menukarkan elemen-elemen pada baris ke-i dengan elemen-
elemen pada baris ke-j.

Kemudian mengambil matriks satuan [, (matriks identitas yang
berukuran nx n).

Misalkan dalam ‘langkah 2. diperoleh dengan menukarkan elemen-
elemen pada kolom ke-k dengan elemen-elemen pada kolom ke-l,
maka kita dapat membentuk matriks Q yang diperoleh dari matriks I,,,
dengan menukarkan elemen-elemen pada kolom ke-k dengan elemen-
elemen ke-I.

Menghitung

PAQ — All A12
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Matriks A;; merupakan submatriks yang diperoleh dari langkah 2 dan
matriks Ay,,A,;,A,, merupakan matriks-matriks bagian yang
diperoleh setelah langkah 2.

Langkah 5 Mengambil

Dengan matriks I, merupakan matriks satuan yang berukuran r x r.

Langkah 6  Dan diperoleh A* dengan menggunakan rumus
At N0C* CCO4L BR TLB*P

Akan dibuktikan bahwa A" = QC* €C* 7! B*B "'B*P  memenuhi

ke empat Kriteria dari Invers Moore - Penrose.
Bukti

Melalui langkah-langkah dari metode 1 tersebut dapat dikatakan bahwa PAQ

merupakan hasil kali dari BC, selama B*B dan CC™ invertibel, maka

All A12
A21 A22

PAQ =

Oleh karena n — r kolom terakhir pada PAQ merupakan kombinasi linear dari r

kolom pertama dari PAQ, maka terdapat matriks F sehingga A;, = A;1F dan
AZZ = AZlF'

Karena submatriks A;; berukuran r x r dengan rank r, maka A;, invertibel.

Oleh karena itu diperoleh F = A,; A, dan A,,A4,1 *4,,.

Sedemikian sehingga
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Aqq I F = Ay Ay _ A Ap

B = . - =
Ay " Az Az1Apy 11‘112 Az1 Az

= PAQ

Karena P dan Q diperoleh dari matriks identitas yang mengalami operasi elementer
baris dan kolom, maka P dan Q invertibel, sehingga diperoleh
PAQ = BC
A=P1BCQ?

Kemudian akan ditunjukkan bahwa A* = QC* €C* ~1 B*B ~1B*P  merupakan
Invers Moore - Penrose dari-A = P"*BCQ~! yang memenuhi kriteria dari Invers
Moore - Penrose.
1. AA*A = PriBCOSF JOGRCC™ =B B 4NN P ' ER(0 !

AATA=P1BCQ 1= A
2. ATAA* = Qc* ¢c* ~* B*B ~'B*P P'BCQ™' QC* cCc* 7! B*B "1B*P

ATAAT s QC* GE¥ =V B*BL U HIP At
3. AA* *= P7'BCQ™! QC*cC*~! BB “B*P

AAT B QC* CC* —1 i Pty P-IBCQ_l *

AAt *= B*B -1 B*p * b INE 1 = & p-1p CQ_l *

AAT *= B*P* B*B ~1* cc* -1+ QC* * CQ_l x p-1p =

AA* *=P*B B*B ~! cC* _1CQ*Q_1C*B*P_1*

AA+ *=P*B B*B —1B*P—1*

AAY *=P71B B*B “1B*P = AA".

4, AYA*= Qc* cc* "' B*B 7'B*P P7lBCQ! *
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A*tA *= P_lBCQ_l * QC* CcC* -1 p*g -1p*p *
AtA = p-1B CQ_l * pB*B ~1 p*p * Qc* cc* -1 =

A*A *=Q~Y*c*P*P~v*P*B B*B ~' CC* ~(CQ*

A*tA *= Q_l*C* CC* _1CQ*

A*A *=QC* CC* ~1CQ~1 = A*A.

Karena A* memenuhi ke empat kriteria dari Invers Moore - Penrose, sehingga
Invers Moore - Penrose dari A = P~*BCQ ! adalah

AT =G C G~ pESA B P!

Contoh 4.4.1
Py, 8
Pada Contoh 4.1.2 diketahuiA = 2 3i 1
0 0 O

Akan dicari Invers Moore - Penrose dari matriks tersebut.

Langkah awal adalah mencari rank dari matriks A. Karena elemen-elemen pada baris
1 dan baris 2 dari matriks A membentuk himpunan vektor yang tidak bebas linear,
maka rank A = 1 = r (tidak full rank). Sehingga metode yang dipergunakan untuk

mencari Invers Moore - Penrose dari matriks tersebut adalah metode 1.

Langkah 1 Mengambil A;; = 221' 331' .
Langkah 2 Karena pada langkah 1 mengambil submatriks A,; yang sudah

terletak pada Kiri atas dari matriks A semula, maka tidak perlu

melakukan penukaran elemen-elemen baris atau kolom.



Langkah 3

Langkah 4

Langkah 5

Langkah 6

1 0 0
Mengambil matrikssatuanl; = 0 1 0 =P =0Q
0 0 1
20 3 i
Menghitung PAQ =A= 2 3i 1 A A
0 0 0 A21 A22
2i 3 .
Mengambil B = N 2 e 2 2
Ay 0 0 3 —3i
: . g Ol % 0
Kemudian mencari B*B ~! =
0 18 0 &2
18
1 1i 1
o RS BN " "
F=A11 .A12= 2 31: S 1 == -1‘ _l.
6 6
1 1 0
C = [r [T 2 ’C* = (1) T
0 Lo
2
E T/ A
Kemudian mencari CC* ' = 2 =
0 0

Dan diperoleh A* dengan menggunakan rumus
AT E D GNE GNY BPi0%y B* P

0

1T e, ! 4 = .

A*t=0 1 0.0 1 3 0.8(1).—21. 2
1 = 3 —-3i

0 0 1 > o 01 O =

4

- 0 1. 1

2 1 T

5 0 6 6

0

0"

o O

(=N ]

ON|R

= o o

43
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l

— R
5

A= ~Ii o0
6
1

i — 0
10

1

5
1
6

1
10

Dan dengan definisi 4.1.1 memenuhi ke empat kriteria dari Invers Moore -

20 3 i
Penrose, maka Invers Moore - Penrose dari A= 2 3i 1 adalah
0O 0 O
—1; L 0
5 5
A= 2 =50 0
6 6 }
_&J L=
10 10

4.3.2 Metode 2
Metode kedua ini diberlakukan untuk matriks A yang full rank, dibedakan
menjadi 2, yakni
a. Bila matriks A € €,y full colom rank dan jika A*A hermitian maka A* dapat
dicari dengan rumus A* = A*4 ~14*
Akan dibuktikan bahwa A* = A*A ~*A* memenuhi ke empat kriteria dari
Invers Moore - Penrose.
Bukti
1.AATA=A A*A "TATA=AI=A
2.ATAAY = A*A TTA*A A*A TAT =1 A*A T1AT = A*A AT = A
3. AAY *= A A*A T1A* = A A*A T1A* = AAT

4, AVA*= AAMAA*=I"=1= A'A TA'A=A%A
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Karena A* = A*A ~1A* memenuhi ke empat kriteria dari Invers Moore - Penrose

maka AT = A*A ~1A* merupakan Invers Moore - Penrose dari matriks A.

Contoh 4.3.2a

2 2
Diketahui matriks A = 0 i , dengan rank=2, atau full colom rank.
i 0

Akan dicari Invers Moore - Penrose dari matriks A yang memenuhi A* =

A*A T1A.
Diperoleh A" = 5 0_ L oAA= R sehingga A*A hermitian A*A ~1 =
2471450 4 5
a)-_-2 2.2
°, & sehingga Invers Moore - Penrose dari A = -0 i adalah
I 3 G i 0
5 4 2 4 5
= == = i —=i
+ * —1 A% 9 9 2 O —l _d 9 9 9
A_AAA_45'2—i0_2 5 £
9 9 9 “9' 9

Akan dibuktikan bahwa A* yang telah diperoleh merupakan Invers Moore -

Penrose yang memenuhi definisi Invers Moore - Penrose

B Y, P TV INES-I 2
1.AAYA = (g . 2 i 0" g
i 0 il ol o Clagl™ ()
2ok 5 202 2k L5y
— 9 9 9 9 9 9
2.A+AA+_E Cs.oa, 0 ig U5y
5 9l l i 0 5 9l l
5.
-l ==l
— 9 9 —A+

NN i SR} N
NS
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2 2 2 ii _EL
 _ .9 9 9
3. AAT = 0 i ., o
i 0 5 Tol 3
8 2i 20" 8 2i 2i
9 9 9 9 9 9
2i 4 2i 4
9 9 9 9 9 9
2i 4 5 2i 4 5
9 9 9 9 9 9
F ol 5 *
LR of S . *
W S oa 9 9 ; w1 0N O8N
4, ATAN 5 V-l Yy —01—01—A+A
o Sl &' (%0

Karena ke empat kriteria terpenuhi maka A* merupakan Invers Moore -
Penrose dari A.
b.Bila matriks A € C,,4n full row rank dan jika A*A hermitian maka A* dapat
dicari dengan rumus A* = A* A*A 7!
Akan dibuktikan bahwa A* = A* A*A ~! memenuhi ke empat kriteria dari
Invers Moore - Penrose.
Bukti
1. AATA=AA* A*A TTA=]A=A
2. ATAAY = A* A*A Tt dal el N A4 1= At
3. AAY * = AA* ATA T =1 =1=AA" A*A "1 = AAT
4, ATA*= A" A"A "TA =A% A*A 1A= A%A
Karena A* = A* A*A ~! memenuhi ke empat kriteria dari Invers Moore - Penrose

maka AT = A* A*A ~! merupakan Invers Moore - Penrose dari matriks A.



Contoh 4.3.2b
Diketahui matriks A = 1. 2

i
0
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, dengan rank=2 ,atau full row rank.

Akan dicari Invers Moore - Penrose dari matriks A yang memenuhi

At =4 A"A 1

2.1 dimana

i
DiperolehA*= 0 1 r
0 - £

Iy 58

Moore - Penrose dari 4 = = (1) 6 adalah
1E , i
l p— e
At 4+ TSy T | s
] i 2
L0 gy
3 3

sehingga A*A hermitian A*A ~1 =

W~ WI|N

sehingga Invers

Akan dibuktikan bahwa A* yang telah diperoleh merupakan Invers Moore -

Penrose yang memenuhi definisi Invers Moore - Penrose

E &
1 0 E > o ()il
- L L 2 jps=
1'AAA_—i 1 0 3 3 " —i 1 0 —i
2. 1
__l [
3 3
1 L 1 L
3 3 1 0 3 3
A4+ = L 2 L L 2
2.ATAAT = . . i1 0 3 .
2. 1 2. 1
3 3 3 3
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1 i
33
- Loz
3 3
21
3t 73
L,
1 & — e 0% 1 O
R : L z = = = +
S _ i Sew= 0 1 0o 1 =44
20,8 1
__l -
3 3
. S .
P ab> 1%0 i
+4 ¥ At i
4. A*A a8 A .
Zgs 1
__l i
3 3
2. % FEEERSN, b P
- S\ i
Al el N VAl _ i
3 3 3 il By 3
i1 2 Ih 2
N 348 3 3

Karena ke empat kriteria terpenuhi maka A* merupakan Invers Moore -

Penrose dari A.

4.4 Invers Moore - Penrose Matriks Bebas
Definisi 4.4.1
Diketahui himpunan bilangan kompleks H = c¢4,c5,...,c, , dimana dua

elemen diantaranya tidak ada yang sama. Himpunan H tersebut dikatakan bebas
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aljabar, jika p c4,cy,...,c, # 0, untuk setiap polinomial tak nol dengan koefisien
rasional tak nol p x4, x5, ..., x,, .

Contoh 4.4.1

1. Suatu himpunan bilangan kompleks € = 2i,3i adalah bukan bebas aljabar
karena dapat ditemukan suatu polinomial p x;,x, = 3x; — 2x,, sedemikian
sehingga p 2i,3i = 0.

2. Suatu himpunan bilangan kompleks C = 2i,2 + 3i adalah bukan bebas aljabar
karena dapat ditemukan suatu polinomial p x;,x, = 1,5x; — x, + 2, sedemikian
sehingga p 2i,3i = 0.

3. Suatu himpunan bilangan kompleks C = 2,3,2 + 3i adalah bebas aljabar karena
tidak dapat ditemukan p x;, x5, x5 , sedemikian sehinggap 2,3,2 + 3i = 0.

Lemma 4.4.1

Misalkan C; dan C, merupakan himpunan berhingga dari bilangan kompleks,
sedemikian sehingga setiap elemen C, dapat dinyatakan sebagai bentuk rasional dari
suatu elemen C;, begitu pula sebaliknya, setiap elemen C; dapat dinyatakan sebagai
bentuk rasional dari sebuah elemen di C,. Jika C; bebas aljabar jika dan hanya jika

kardinal C; = kardinal C,.

Bukti

= Diketahui himpunan tak kosong dari bilangan kompleks C; dan C,. Kemudian

terdapat fungsi injektif dan surjektif dari C; ke C,, juga sebaliknya terdapat fungsi
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injektif dan surjektif dari C, ke C;. Diketahui pula C; adalah bebas aljabar. Jika C,
juga bebas aljabar, maka kardinal C; = kardinal Cs.

& Diketahui himpunan tak kosong dari bilangan kompleks C; dan C,. Kemudian
terdapat fungsi injektif dan surjektif dari C; ke C,, juga sebaliknya terdapat fungsi
injektif dan surjektif dari C, ke C,;. Diketahui pula C; adalah bebas aljabar. Jika
kardinal C; = kardinal C,, maka C, adalah bebas aljabar.

Contoh 4.4.2

Diketahui ¢, = 2,3,243i dan C, = 4,6,4+ 6i . Terdapat fungsi f:C; —

C, yang didefinisikan dengan f c¢; = 2¢; (di mana i = 1,2,3) adalah fungsi bijektif.

Karena setiap elemen C; dapat dinyatakan sebagai bentuk rasional dari suatu elemen

di C,. Sebaliknya, setiap elemen C, dapat dinyatakan sebagai bentuk rasional dari

suatu elemen C,. Dikarenakan C; = kardinal C, = 3 dan €, adalah bebas aljabar,

maka C, juga bebas aljabar.

Definisi 4.4.2

Suatu matriks dikatakan matriks bebas jika himpunan dari semua elemen-
elemen yang tidak nol pada matriks tersebut adalah bebas aljabar.

Contoh 4.4.3

2+3i 1

5 3 Matriks A tersebut adalah matriks bebas

Diketahui matriks A =

karena himpunan dari semua elemen-elemen yang tidak nol dari matriks A tersebut
adalah bebas aljabar. Dengan pengertian tidak dapat ditemukan p x;, x5, x3,x,

sedemikian sehinggap 2+ 3i,1,2,3 =0.
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Teorema 4.4.2

Term rank dari matriks bebas sama dengan ranknya.

Bukti

Matriks bebas adalah matriks bilangan kompleks dimana himpunan dari semua
elemen-elemen tidak nol pada matriks tersebut adalah bebas aljabar. Karena elemen-
elemennya adalah bebas aljabar, maka terdapat baris-baris atau kolom-kolom yang
bebas linear. Sedangkan rank dari matriks tersebut adalah jumlah maksimal baris atau

kolom yang bebas linear, maka term rank sama dengan ranknya.

Contoh 4.4.4
2+3i 2 3
Diketahui matriks 4 = 0 4. (0 . Matriks tersebut adalah matriks bebas,
0 5 0

karena himpunan bilangan elemen tak nol dari matriks tersebut adalah bebas aljabar.

2 QAT 243 2 3 c
A= 0 4 0 by~by 2 =4=6i 0 —6 by~b; >
0N\5 0 0 5 0
2431 TN 2430 2 3

—4—6i 0 =6, .
AN 15 pe b anmeas O U4
— 0 — 0 _of #8

2 ¢ 2
Karena jumlah maksimum baris dari matriks A yang bebas linear adalah 2, maka
rank A = 2.
Diagonal parsial dari matriks A tersebut adalah

2+3i,40, 200, 305, 340, 200 dan 2+3i05. Karena jumlah
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maksimal dari elemen tak nol pada semua diagonal parsial matriks A adalah 2, maka
termrank A = 2.
Dari sini terlihat bahwa rank A = termrank A .
Definisi 4.4.3

Diketahui A = a;; adalah matriks berukuran m X n, di mana i = 1,2,...,m
dan j=1,2,..,n. Himpunan U = uq,u,,..,u, adalah himpunan titik-titik
sejumlah m dan V = vy, v,, ...,1, adalah himpunan titik-titik sejumlah n. Di mana
U dan V adalah himpunan yang terpisah. Kemudian graf bipartite dari matriks A

dinotasikan dengan B(A) didefinisikan sebagai graf yang memiliki titik U UV dan

himpunansisi E = w,v; w €U, v €V, a; #0 .

Contoh 4.4.5
a3 33
Diketahui matriks A= 0 4 (0 . Graf bipartite B(A) adalah graf yang
0 5 0

memiliki titik U UV, di mana U = uq,u,,u; danV = v,,v,,v; serta himpunan
sisi E = uq,v;, U,V , U,V3, Uy, Uy, U, U, . Graf bipartitenya dapat

digambarkan sebagai berikut

Uq u, Uz

Gambar 4.4.1 Graf bipartite B(A)
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Definisi 4.4.4

Diketahui A = a;; adalah matriks berukuran n X n, di mana i = 1,2, ...,n dan
j=12,..,n. Himpunan W= w;,w,, ...,w,, adalah himpunan titik-titik sejumlah n.
Digraf dari matriks A dinotasikan dengan D(A) didefinisikan sebagai

graf yang memiliki titik W dan himpunan busur
A= w;,w; a#0 . Berdasarkan definisi tersebut, D I, didefinisikan
sebagai graf yang memiliki titik W dan busur — w;, w; w;,w; € W,dengani=j ,

di mana I,, merupakan matriks identitas yang berukuran n x n.

Contoh 4.4.6
[ 1 gOR
Matriks I, = b 1l , digrafnya adalah
W1 W
Gambar 4.4.2 D(I,)
1 0 0
MatriksI3; = 0 1 0 ,digrafnya adalah
0N W
w1
wy w3

Gambar 4.4.3 D(13)
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2+3i 2 3
MatriksA = 0 4 0 ,digrafnya adalah
0 5 0
W
W3
12
Gambar 4.4.4 D(A)

Definisi 4.4.5

Transitive Clousure dari suatu digraf D(A) didefinisikan dengan digraf yang
mengandung busur dari w; ke wy, jika pada C dapat ditemukan path dari w; ke w,.
Jika tidak dapat ditemukan path dari w, ke w,, maka transitive clousure dari digraf

tersebut adalah dirinya sendiri. Transitive clousure dari D(A) dinotasikan dengan

D A.

Contoh 4.4.7

Misalkan D (A) adalah w, Ws
Wq Wy

Gambar 4.4.5 D(A)
Karena dapat ditemukan path dari w; ke w4 dan path dari w; ke w,, maka transitive

clousurenya adalah
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Wy Wy

Gambar4.46D A .
Definisi 4.4.6
Diketahui A adalah matriks berukuran n x n dengan r = 1 adalah rank dari
matriks A. Matriks A 1:r adalah submatriks dari A yang berukuran r X r dan

memiliki rank .

Contoh 4.4.8
2+4+3i 2 3
Berdasarkan Contoh 4.4.4 diketahui A= 0 4 0 memilikirank A =2 =
0 5 0
r,maka A I:r dapat berupa A = 2;31. i atau A = 2 ‘BBi é ]

Dalam pembahasan berikutnya, matriks bebas yang digunakan adalah matriks bebas
yang berukuran n x n (matriks persegi).
Teorema 4.4.3

Jika A,,,, adalah matriks bebas dengan rankr dan D I, €D A 1:r , maka

C K

matriks A,,.,, dan A*,,,,, dapat dituliskan sebagai A = L danat= 5 X

0 Y Z
dengan C=A1:r,DIr €DC €D C €D S,BK <B YT ,B(L) < B(X").

Di mana K dan L adalah sub matriks sisa dari A,, Yyang secara berturut-turut
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berukuran r x n —r dan n —r x r. Sedangkan S adalah sub matriks dari A",y
yang berukuran r x r dengan rank r, X,Y dan Z adalah sub matriks dari A*,,.,, yang
secara berturut-turut berukuranr xn —r,n—r xr,dann—r xn —r.

Bukti

Diketahui 4 =

E di mana C = A 1:r ,K dan L adalah sub matriks sisa

o X

dari A yang secara berturut-turut berukuran r Xxn —r dan n —r X r. Matriks A

S X

tersebut memiliki A* = di mana S adalah sub matrik A* yang berukuran

r xr, X, Y dan Z adalah sub matriks dari A* yang secara berturut-turut berukuran
rxn—r,n—rXxr, dan n—r xn-r. Dengan Teorema 4.4.2, maka K atau L
adalah matriks nol. Jika dipilih K adalah matriks nol dan C bukan matriks nol serta
diketahui B K € B YT ,B(L) € B(X") maka matriks Y adalah matriks nol X

adalah bukan matriks nol.

Akan dibuktikan bahwa At = )S, )Z( adalah Invers Moore - Penrose dari
_C K
A= L 0"
L. C K S, (e S
l'AAA_L 0 'Y 7 T reEgseTSy
_CS+KY CX+0 C K _C K
~ LS+0 LX4+0°L 0 L 0

Matriks C adalah sub matriks A yang berukuran r x r dengan rank r dan S adalah
sub matriks dari A* yang berukuran r x r dengan rank r juga. Oleh karena itu, C

dapat dikalikan dengan S dengan matriks hasil berukuran r x r (dimisalkan
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dengan CS). Matriks K adalah matriks nol berukuran r x 1 dan dikalikan dengan
matriks nol berukuran 1 x r. Oleh karena itu, K dan Y dapat dikalikan dengan
matriks hasil matriks nol berukuran r x r (dimisalkan dengan KY). Sehingga
CS + KY (bukan matriks nol yang berukuran r x r). Matriks CS + KY dapat
dikalikan dengan C yang berukuran r X r. Sehingga menghasilkan matriks yang
berukuran r x r (dimisalkan dengan ( CS + KY C). Matriks CX adalah bukan
matriks nol yang berukuran r x 1 dapat dikalikan dengan L yang berukuran 1 X r
dan menghasilkan matriks CXL yang berukuran r X r. Kemudian CS + KY C
dapat dijumlahkan dengan CXL dan menghasilkan matriks r x r (matriks tersebut
adalah C).

Analog untuk elemen-elemen matriks yang lain.

Mk _ S U C SR LS
'AAA_Y ZZ°L 0" 1 Y §2
_ SCAXL OgSs “ETT S L

0 0 "KI'% i Sap/

Penjelasannya analog dengan kriteria (1).

= AA*

gt v= C KOS X *  CS+KY CX+0
' T L0

T e LSl L Xl

Penjelasannya analog dengan kriteria (1).

=A*A

4 ox X C K “_ SC+XL 0
. ATA T = 7L o0 =

S
Y 0 0

Penjelasannya analog dengan kriteria (1).



58

Karena A* memenuhi ke empat kriteria dari Invers Moore - Penrose sehingga terbukti

¢ X adalah At = 5 X

bahwa Invers Moore - Penrose dari 4 = L 0 v 7°

Akibat 4.4.4

Jika A adalah matriks bebas, jumlah elemen tak nol dari Invers Moore - Penrose
At lebih besar atau sama dengan jumlah elemen tak nol dari matriks A.
Bukti
Pada Teorema 4.4.3 menyatakan bahwa D C €D C €D S ,B K <
B YT ,B(L) € B(XT"). Dan herdasarkan tinjauan pustaka mengenai definisi subgraf,
subgraf dari D S (atau D € ) adalah graf yang semua titik dan busurnya adalah
anggota dari himpunan titik dan busur pada D S memiliki paling sedikit sebanyak
titik dan busur dari D C .Secaraanalog, B K € B YT ,B(L) € B(XT) juga terbukti

dan Z = 0. Oleh karena itu, A™ memiliki paling sedikit sebanyak elemen tak nol dari

matriks A.
Contoh 4.4.9
Z2-HRE BEwZaS
Diketahui matriks bebas A = 0 4 0 memiliki rank A = 2 = r. Dengan
0 Py
menggunakan metode 1 dalam mencari Invers Moore -  Penrose
1_3; L,z 0,15,
11 22 451 451 451 451
At = 0 % i . Dari sini dapat dilihat bahwa jumlah
A -1z -1
22 451 451

elemen tak nol A* lebih besar dari jumlah elemen tak nol A.
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Contoh 4.4.10
2+3i 0 O
Diketahui matriks bebas A= 0 2 3 memiliki rank A = 2 = r. Dengan
0 0 0
menggunakan metode 1 dalam mencari Invers Moore -  Penrose
Z_2i 0 0
13 13
At = 0 12—3 0 . Dari sini dapat dilihat bahwa jumlah elemen tak nol A*
3
0 =

13

lebih besar dari jumlah elemen tak nol A.

Dari kedua contoh tersebut dapat dilihat bahwa A* memiliki elemen tak nol
lebih besar atau sama dengan jumlah elemen tak nol dari A.
Teorema 4.4.5 berikut menyatakan syarat perlu dan syarat cukup untuk Invers Moore
- Penrose A* dari sebuah matriks bebas A adalah bebas.
Teorema 4.4.5

Misalkan A adalah matriks bebas yang berukuran n x n dengan rank r. Di
mana A 1:r tidak terletak pada bagian kiri atas dari matriks A semula. Kemudian
dapat diambil matriks P dan Q sedemikian sehingga A’ = PAQ memenuhi D [:r <
D A 1:r (sehingga A" memiliki submatriks yang berukuran r x r dengan rank r
terletak pada Kiri atas dari matriks A’ tersebut). Di mana P dan Q adalah matriks
identitas yang telah dilakukan operasi elementer terhadapnya. Dituliskan bahwa

¢ K dan A't = 5 X

4= 9 Y Z
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Dengan C = A’ 1:r dan S adalah matriks r X r dengan rank r. Pernyataan berikut

ini adalah ekuivalen

1. A* adalah bebas

2. A dan A* memiliki jumlah elemen tidak nol (atau nol) yang sama
3DC €DS,BK =BYT ,BL =B(X")danZ = 0.

Bukti

1 = 2 Pernyataan tersebut ekuivalen dengan Lemma 4.4.1.

2 = 1 Pernyataan tersebut ekuivalen dengan Lemma4.4.1.

2 = 3 lJika A dan A* memiliki jumlah elemen tidak nol (atau nol) yang sama dan
pada Teorema 4.4.3 menyatakan bahwaD ¢ €D S ,B K € B YT ,dan
BL €B X' ,maka DC =D S,BK =BY' ,BL =B X" dan
Z=0.

3 > 2 JkkabDC =DS,BK =BY" BL =B X" dan Z=0, maka A
dan A* memiliki jumlah elemen tidak nol (atau nol) yang sama (pernyataan
tersebut benar).

Contoh dari Teorema 4.4.5 mengikuti contoh 4.4.11.
Akibat 4.4.6
Misalkan A adalah sebuah matriks bebas. Jika A* bebas, makaD ¢ =D C =

DS.
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Bukti

Pada Teorema 4.4.3 menyatakan bahwa D ¢ =D C =D S, dan pada Teorema
4.4.5 menyatakan bahwa D ¢ =D S ,makaterbuktiD C =D C =D S .
Contoh 4.4.11

Pada gambar 4.4.7 menyatakan hubungan antara matriks bebas dengan Invers Moore
- Penrosenya yang tidak bebas, di mana D I, €D C €D C <D S ,BK <
BYT ,BL €B XT .Pada gambar 4.4.8 menyatakan hubungan antara matriks
bebas dengan Invers Moore - Penrosenya: yang bebas juga, di mana D C =

D SYBK =BY'/ BRL" #& x idanz = 0

B 7
A= i ’g= 0 4 0
e
0 < [ AL
T 122 % Z5h) 451° ABT " 451°
Y 41 41
12 —15
22 451 451
Wl 2 W1 W2

DI, DC =D C =D(S)
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U- U- Un Un

B(K) B(L) B XT B YT

Gambar 4.4.7 Matriks bebas dan Invers Moore - Penrosenya yang tidak bebas

BTN O \O
A=Eg= b o NG
0 VEe N
o 5

138 13"
SR 28
£SOl It |00
0 3§
13

D) gvn L =D €GPS

u1 u?

BK =BYT BL =B XT
Gambar 4.4.8. Matriks Bebas dan

Invers Moore-Penrosenya juga bebas
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4.5 Struktur Invers Moore - Penrose Matriks Bebas
Definisi 4.5.1

Diketahui 9= 1.2,..,1 lelemen bilangan bulat positif adalah
himpunan berurut dari [ elemen dan Qp;, = ¥ ¥ = Vv1,Y2 -, ¥k ,k <1 adalah
elemen dari Q;.Untuk suatu i € y,y —i menotasikan himpunan dengan jumlah
elemen sama dengan kardinal y\ i dan untuk setiap i € y, i;y menotasikan
himpunan dengan jumlah elemen sama dengan kardinal i,y4,¥5, ..., Yk -
Contoh 4.5.1
Misalkan y € 93, = 1,23, 1,24, 2,3,4, 1,34 kemudian jika diambil i = 2,
makay\ i = 1,3, 1,4, 3,4 . Dan jika diambil i = 1, maka y € Qs , yang bisa
diambil adalah {2,3,4} karena tidak memuat bilangan 1. Sehingga i;y = 1,2,3,4 .
Definisi 4.5.2

Misalkan A adalah suatu matriks bebas berukuran n x n, kemudian y adalah
elemen dari @, ; dan & adalah elemen dari Q,,4. Matriks A y 6 adalah matriks yang

berukuran kardinal y x kardinal 6 di mana elemen ke i,/ sama dengan a,, .
]

Matriks A i:y j: 6 adalah matriks yang berukuran kardinal i;y X kardinal j:6 .

Contoh 4.5.2

Misalkan A adalah suatu matriks yang berukuran 3 x 3, di mana
ai1 42 Adg3

A= Qz1 Qy; Gaz3 danrank A =2=r.
a3z; dzz dszz
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Dengan Q,, = @,3= 1,2, 1,3, 2,3 . Dan y,§ adalah himpunan bilangan elemen
dari Q,3. Kemudian jika diambil y = y4,7, = 1,3 dan 6§ = 6,8, = 1,3 .
Matriks A y § adalah matriks yang berukuran 2 x 2, dengan

Elemen ke 1,1 sama dengan Ay,s, = Q11

Elemen ke 1,2 sama dengan Ay,s, = 13,

Elemen ke 2,1 sama dengan Ay,s, = 31, dan

Elemen ke 2,2 sama dengan Ay,s, = 433 (dart matriks A semula).

a1 g3

SehinggaAy § = Qsp Gaq

Teorema 4.5.1
Jika A merupakan suatu matriks bebas yang berukuran n x n, dengan rank r >

2 dan elemen dari matriks A dinotasikan dengan a;; serta elemen dari Invers Moore -

Penrose A" dinotasikan dengan a;;, maka

v€0r—1mid Y 6€0,_qnizs detA y & detA j;y 1,6
PEQrm TEQrn detA pT detA pT

aij =

Bukti

Untuk matriks A yang berukuran 3 x 3 dengan A = danr A =2.

o 0 Q
O QAUT
o © O

Berdasarkan Teorema 4.4.5, akan dicari a1, a1, @21, dan a,,.
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pdant Apt Aprt detApt |detApt |detAptdetApt
p= 1,2

a b ad — bc a b ad — bc ad — bc ?
r= 12 c d c d
g M g 0 s 0 0
r= 13 c 0 Gae ()
p= 12 b 0 = b 0 0 i
1= 23 d 0 d 0
a3 a b 0 a b 0 0
| | P 00 0 0
= a O 0 a 0 0 0
R\ 0 0 0 0
PR b 0 s b 0 0 5
r= 23 0 0 0 0
9= L b c 0 b c 0 0
1= 12 0 0 0 0
p= 23 c 0 0 c 0 0 0
= 13 0 0 0 0
p= 23 d 0 0 d 0 0 0
1= 23 0 0 0 0

Jumlah = ad — bc ?
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Mencari  yeg, ;. J €Y €0, 1 nies detA y & detA j;y ;6 untuk ayy

iL,j,v,0 Apt |detAprt Aprt detApt |detAptdetApTt
j=1ly= 2 a b
d d d ad — bc d(ad — bc)
i=1,6=(2) ‘
0 0 5 0 0
i=16=(@3) ]
j=lLy=.3
0 0 ’ g 0 0
i =1, 3= (2)
LY
0 0 ; 8 0 0
i=16=(3)
Jumlah = d(ad — bc)
Sehi N crolcHiy S d(ad=bc) _  d
ehingga diperoleh a1, = —-——= = ——".
Dan dengan cara yang sama diperoleh a, = ad_—_bbc
K@

%21 = ad — bc

a
O,y = —————
22 7 ad — be

d —b 0
d—b d—b
Sehingga A* = OO
ad—bc ad—bc

0 0 0

Dan untuk matriks yang berukuran lainnya, dibuktikan dengan cara yang sama.
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Contoh 4.5.3
2+3i 0 O
Diketahui matriks bebas A = 0 2 3 . Akandi cari A* dengan menggunakan
0 0 0

Teorema 4.5.1. Karena baris 1 dan 2 dari matriks A adalah bebas linear, maka
rank A =2 =r.
Sesuai dengan Teorema 4.4.5, akan dicari a;1, @y, dan ay,.

Mencari  jeg,,, ceg,,detA p T detA pt

p dant Apt Apt detApt |detApt |detAptdetApTt
p= 1,2 ; \
24 % ORI | B | 2RI D AN 6 —20 + 48i
11 ; 0= A 0
p= 1,2 ! -
2+ 3 el || ST | JE o _45 4 108i
1\ 0 3 &
p=glR ORND . 0 0 0 5
__ 4\ 2 0 20
p= 13" 5413 0 2430 0
0 0 0
Iy O 0 = <3
p=13 1 5.3 0 2430 0
0 0 0
= 13 0 0 0 0
p= 13 0 0 0 0 0 0 0
= 93 0 0 0 0
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p= 23 0 2 0 0 2 0 0
= 12 0 0 0 0
p= 23 0 3 0 0 3 0 0
= 13 0 0 0 0
0= A% 2 3 ; 2 3 0 "
L 53 0 0 0 0
Jumlah = —65 + 156i

Mencari  yeg, ;) EV 50, nies detA Y 6 detA j;y 1;6 untuk ayy

i,j,v,0 Apt detAprt Aprt detApt |detAptdetAprt

j=1L,y= 2 2

2 2 ZB& g 4+ 6i 8 + 12i
b = R
j=1ly= 2 .

3 3 ZB& g 6 + 9i 18 + 27
i=f &= (3)

0 0 223‘8 0 0
i = 1,6 N2)
j=1L,y= 3 g

0 0 Zz3l8 0 0
S

Jumlah = 26 + 39i
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Sehingga diperoleh a;, =

3i . 2
131 . Dan dengan cara yang sama diperoleh a,, = 3 dan

A3 = 13—3 Sehingga A* = 0 —

Definisi 4.5.3

Misalkan z = a + bi, berdasarkan definisi mengenai harga mutlak bilangan
kompleks yang dinotasikan dengan z, di mana z = aZ + b2 Kemudian untuk
panjang suatu vektor atau norm dari v = z,2,,..,2, dalam C™ didefinisikan

dengan

1
= Z1Z4 + VAYA) IR ZnZn 2

N
N
N| =

Contoh 4.5.3

Misalkan v = (2 + i, 1 + 2i), maka

1
v = R¥%i% 2?2

ST

= 2 Ati + 1 ooy

B
Teorema 4.5.2
Jika r = 0, maka At = AT = 0 sehingga B(A) dan B(A") tidak memiliki titik.

Jika r = 1, maka baris dan kolom dari A dapat ditukar dan A atau AT memiliki bentuk

v 0  Dimana v adalah vektor yang tidak nol. Sehingga A* = :—*2, Oleh karena itu,

u;, vj adalah sebuah titik di B(A") jika dan hanya jika B (A) terdapat titik u;, v; .



70

Bukti

Jika r =0, maka A* = AT = 0. Hal tersebut bersesuaian dengan sifat dari
Invers Moore - Penrose yang ke tiga, yang menyatakan bahwa Invers Moore -
Penrose dari matriks nol adalah matriks transposnya sendiri. Sehingga graf bipartite
dari A dan A*nya tidak memiliki titik.

Jika r =1, maka dengan penukaran baris dan kolom, matriks A memiliki
bentuk v 0  di mana v merupakan vektor yang tak nol. Misalkan A adalah matriks

a, + byi  a, + byi

0 0 . di mana v=

berukuran 2 x 2(r =1), dengan A=

a; + byi aq + byl  Karena A adalah yang tidak full rank, maka akan dipergunakan

metode 1 untuk mencari Invers Moore - Penrose dari 4, dengan k = 1.

Langkah 1 Mengambil A;; = a; + byl .

Langkah 2 Karena pada langkah 1 mengambil submatriks A,; yang sudah
terletak pada kiri atas dari matriks A semula, maka tidak perlu
melakukan penukaran elemen-elemen baris atau kolom.

Langkah 3 Mengambil matriks satuan I, = 1 =P = Q.

Langkah 4 Menghitung.

a, +b;i a,+ b,i Ay Agp
PAO = A = 1 1 2 PAga—
¢ 0 0 Az Ay

Langkah 5 Mengambil

Aqq a, + bqi ,
B = = 1°'"1" B*= aq;—bi O
A21 0 1 1

: . _ -1
Kemudian mencari B*B ~' = a,2+b,* .
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F=A4,,14 F byt ay+ by = 202
= . = a l . a 1 =
11 12 1 1 1 1 al + bli
_ _ a1a2+b1b2+ alaz—blbz i
C - I‘r F - 1 a12+b12 !
. 1
- a1a2 + b1b2 — a1a2 " b1b2 l
a2+ b,°
& = 1
= a1 - bll az e bzl
a’ + b12
Kemudian mencari CC* ~! = G+
a12+b12+a22+b22
Langkah 6 Dan diperoleh A* dengan menggunakan rumus
At = 0 Gl C—gl i | 25l
1 a2 + b’
A* 3\1 : — L =
al_bll aZ_bZL a12+b1 +a22 +b2
a;’>+ bl2
! b;i 0 1
—_ Uime l
5 o Gl i
a,;*>+ b,y
a1 = bll 0
. a2+ b2+ azf + b,”
az - bzl 0

a2 + by® + a2 + by’
Akan dilakukan pengecekan apakah A* yang diperoleh dengan menggunakan metode

1 tersebut memenuhi ke empat kriteria dari Invers Moore - Penrose.



a1—b1i 0
1 AA+A _ aq + bll a, + bzl a12+b12+a22+b22 aq + bll a, + bzl
' -0 0 ' ___%chd o 0 0
a12+b12+a22+b22
_ 1 0 a;+bii a;+by
0 1° 0 0
_ a;+bii ay+byi
0 0
=A
al—bli al—bli
+ + A a12+b12+a22+b22 a1 + bll az + bzl a12+b12+a22+b22
2. A AA 2 az_bzi 3 0 0 ) az—bzi
a12+b12+a22+b22 a12+b12+a22+b22
2 2 3 h
a1 +b1 al_bll az _bzl
a2 + b’ + a2+ by a2 +b" + a2+ by’
a, — bzl a; — bll a22 + bzz :
alz aF b12 o azz + bzz a12 + b12 < azz B bzz
a1 iy bll
a2+ bi° + a2 + by’
a2 W bzl
a2 + by® + a2 + by’
a1 - bll
a2 + by* + a2 + by*
- az = bzl
a,% + b;* + a,? + by’
= At
a1 - bli 0 -
. . 2 2
3. AAT ¢ = a1+b1l a2+b2l a12+b1 +a22+b2
’ 0 0 ' a, — bzl

a2 + by ® + a? + b,?

72
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_ 10"
0 1
1 0
0 1
= AA"
al—bli O *
4 A+A * a12+b12+a22+b22 al + bll' az + bzl
' - az—bzi O ) 0 O
a12+b12+a22+b22
alz + b12 al - bll az . bzl y
_a? b’ + 0 b a? b+ a? 4 by
az_bzi al_bli a22+b22
a2+ b *+ a2 +by° a2+ b’ +ay? + by’
a12 + b12 a1 T bll az -1 bzl
a2 +b% + a2+ b,° a;2+b°+ay?+b,’
a, — bzl a; — bll azz + bzz

a2 +b > +a2+b,° a?+b"+a2+b,”
= A%4A
Karena A* yang diperoleh tersebut memiliki ke empat kriteria dari Invers Moore -

a, + byl ay + byl

Penrose, maka Invers Moore - Penrose dari A4 = 0 0 adalah
ai—bql 0
At = a12+b1%+a,2+by>
a,—b,i 0
a12+b1%+a,2+by>

A tersebut dapat diuraikan menjadi

1 a; — bll 0
a12+b12+a22+b22 az - bzl O ’

At = di mana a,2+b,° +a,2+b,>= v 2 dan

a1 - bll

@ —bai 0 adalah transpose konjugat dari A. Sehingga Invers Moore - Penrose
2 — U2
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dari matriks A yang memiliki » = 1, dapat diperoleh dengan A* = 4 Dan 4*

v 2

memiliki bentuk vg di mana w adalah vektor yang tidak nol. Serta hal ini
mengakibatkan, bahwa B(A) memiliki titik u,,v; , u;,v, dan B A memiliki
titik uy,v; , uy, v, . Dalam pengertian bahwa w;, v; adalah titik dari B A* jika

dan hanya jika wu;, v; adalahtitikdariB A .

Untuk matriks yang berukuran lain dan r = 1, dibuktikan dengan cara yang sama.

Contoh 4.5.5
28 32 3
Jika diketahuiA = 0 0 0 dengan rank A = 1. Akan dicari Invers Moore
0 0 0
- Penrose dari A.
1 1
Dimisalkan v= i 2 3, sehingga v = 22432 +22+3%22= 262 dan
v 2 =26.
2—-3i 0 0
Kemudian A* = 2 0 0 ,sehingga
3 0 0
A*
At = S 2
1 2-3i 0 0
At = 26 2 0 0
3 0 0
2  3i 0 0
26 26
2
At = — 0 0
26
3
— 0 0



BAB 5

PENUTUP

5.1 SIMPULAN

Berdasarkan pembahasan tentang Invers Moore — Penrose dari matriks kompleks
yang dibatasi pada Invers Moore — Penrose matriks bebas berukuran n X n, dapat
disimpulkan, yaitu sebagai berikut.

1. Invers Moore — Penrose matriks kompleks memiliki sifat-sifat
a. Jika A adalah matriks persegi yang non-singular, maka Invers Moore - Penrose
dari A adalah A*. Dengan kata lain A* = A™1.
b.Invers Moore - Penrose bersifat reversible. Dalam pengertian bahwa Invers
Moore - Penrose juga memiliki invers, yaitu A* * = A.
c. Invers Moore - Penrose dari matriks nol adalah matriks transposnya sendiri.
d. Perkalian dengan skalar terhadap matriks A adalah berbanding terbalik terhadap
perkalian skalar dengan A*. Dengan kata lain kA * = k=A™,
e. Invers Moore - Penrose dari suatu matriks adalah tunggal.
f. Pada Invers Moore - Penrose berlaku A* * = A* *
2. Metode dalam mencari Invers Moore — Penrose matriks kompleks
a. Pada metode pertama ini dipergunakan untuk mencari Invers Moore - Penrose

dari suatu matriks A yang tidak full rank.
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b. Metode kedua ini diberlakukan untuk matriks A yang full rank, dibedakan
menjadi 2, yaitu bila matriks A € C,,,, full colom rank dan bila matriks
A € Cpyn full row rank.
3. Tidak semua matriks bebas memiliki Invers Moore — Penrose yang bebas
4. Syarat yang harus dipenuhi agar Invers Moore — Penrose dari suatu matriks bebas
juga merupakan matriks bebas adalah
a. A,y dan A%, .., memiliki jumlah elemen tidak nol ( atau nol) yang sama
b. Digraf dari sub matriks A,,.,, yang berukuran r x r dengan rank r. Graf bipartit
dari sub matriks A*, ., yang berukuran r x n — r sama dengan graf bipartit
dari transpose sub matriks A* ., yang berukuran n —r x r, begitu pula graf
bipartit dari sub matriks A,», yang berukuran n —r X r sama dengan graf
bipartit dari transpose sub matriks A*,., yang berukuran r x n —r. Sub

matriks A* .., yang berukuran n — r X n — r sama dengan nol.

5.2 SARAN
Berdasarkan simpulan di atas disarankan untuk penelitian berikutnya dapat
dibahas mengenai Invers Moore — Penrose dari matriks kompleks dan matriks bebas

yang berukuran m x n, dan jenis-jenis matriks invers lainnya.
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