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Kata Pengantar 

 

 

Puji syukur kami panjatkan kepada Tuhan Yang Maha Esa atas limpahan rahmat dan 

hidayah-Nya sehingga Prosiding Seminar Nasional MIPA Universitas Negeri Yogyakarta 

(UNY) 2011 ini dapat selesai disusun sesuai dengan tenggat waktu yang telah ditentukan 

oleh panitia. Seluruh makalah yang ada dalam prosiding ini merupakan kumpulan makalah 

yang telah lolos proses seleksi yang dilakukan tim reviewer dan telah disampaikan dalam 

kegiatan seminar nasional yang diselenggarakan pada tanggal 14 Mei 2011 di Fakultas 

MIPA UNY. 

 

Seminar Nasional MIPA UNY 2011 diselenggarakan bersamaan dengan peringatan Dies 

Natalis UNY ke-47 dengan tema “Pemantapan Keprofesionalan Peneliti, Pendidik dan 

Praktisi MIPA Untuk Mendukung Pembangunan Karakter Bangsa”. Dalam rangka 

mengangkat tema tersebut, Seminar Nasional MIPA UNY 2011 menampilkan makalah 

utama “Pendidikan Sains Dan Pengembangan Karakter Bangsa Untuk Merintis Jalan 

Menuju Hidup Bahagia” yang disampaikan oleh Drs. Amin Genda Padussa dari Jurusan 

Pendidikan Fisika Universitas Negeri Yogyakarta. Selain makalah utama yang mengangkat 

tema pengembangan karakter, dalam seminar ini juga disampaikan hasil kajian dan 

penelitian dalam bidang MIPA dan Pendidikan MIPA yang dilakukan oleh para peneliti di 

universitas dan lembaga penelitian yang ada di Indonesia. Makalah-makalah yang 

disampaikan terbagi atas empat bidang utama, yaitu: bidang matematika dan pendidikan 

matematika, bidang fisika dan pendidikan fisika, bidang kimia dan pendidikan kimia, serta 

bidang biologi dan pendidikan biologi.  

 

Semoga prosiding ini dapat ikut berperan dalam penyebaran hasil kajian dan penelitian di 

bidang MIPA dan pendidikan MIPA sehingga dapat diakses oleh khalayak yang lebih luas 

dan bermanfaat bagi pembangunan bangsa. 

 

 

 

Yogyakarta, Juni 2011 

 

 Tim Editor 
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Sambutan Ketua Panitia 

Assalamu’alaikum Wr. Wb. 

Alhamdulillahi robbil ‘alamin. Segala puji syukur kita panjatkan kehadirat Allah s.w.t., 

Tuhan yang Maha Esa, atas segala limpahan karunia-Nya kepada kita semua yang berupa 

kesehatan dan kesempatan untuk saling bertemu, bertukar ilmu, dan berdiskusi  dalam 

kegiatan Seminar Nasional Penelitian, Pendidikan, dan Penelitian MIPA Tahun 2011 di 

FMIPA UNY.  

Kegiatan seminar tahunan ini merupakan salah satu dari agenda kegiatan Dies Natalis 

UNY yang ke-47. Panitia seminar mengundang dua pembicara utama, yakni Prof. Kamsul 

Abraha, Phd dari FMIPA UGM dan Drs. Amin Genda Padusa dari FMIPA UNY. Atas 

nama panitia, kami menghaturkan terima kasih kepada beliau berdua atas kesediannya 

menjadi pembicara utama.  

Seminar nasional kali ini diikuti oleh kalangan dosen, guru, peneliti, praktisi, dan 

pemerhati MIPA maupun pendidikan MIPA yang berasal dari berbagai provinsi di 

Indonesia. Di samping makalah utama, terdapat juga makalah-makalah yang disajikan pada 

sesi paralel yang terbagi menjadi sembilan bidang keahlian, yakni: Kimia, Pendidikan 

Kimia, Matematika, Pendidikan Matematika, Fisika, Pendidikan Fisika, Biologi, 

Pendidikan Biologi, dan Pendidikan IPA.  

Pada kesempatan ini, panitia menyampaikan rasa terima kasih yang tak terkira kepada 

Rektor Universitas Negeri Yogyakarta, Prof. Dr. Rochmat Wahab atas dukungannya serta 

Dekan FMIPA UNY, Dr. Ariswan, atas dorongan, dukungan, dan fasilitas yang disediakan. 

Selain itu, rasa terima kasih kami sampaikan pula kepada segenap sponsor yang ikut 

menyukseskan dan meramaikan kegiatan ilmiah ini. Tak lupa, sebagai ketua, saya 

memberikan penghargaan yang tinggi kepada seluruh anggota panitia serta para mahasiswa 

yang telah bekerja keras secara ikhlas demi kelancaraan pelaksanaan seminiar ini.  

Atas nama panitia, kami mohon maaf yang sebesar-besarnya bilamana dalam kami 

melayani masih terdapat hal-hal yang kurang berkenan, baik pada waktu pendaftaran, 

pelaksanaan, maupun pelayanan pasca seminar. Akhir kata, kami berharap semoga seminar 

ini memberikan sumbangan yang signifikan bagi kemajuan bangsa Indonesia, terutama 

dalam memajukan bidang MIPA beserta pendidikan MIPA. Selamat berseminar! 

Wassalamu’alaikum Wr. Wb. 

 

                             Ketua, 

                                                                                                               Sugiman 
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SAMBUTAN DEKAN PADA  

SEMINAR NASIONAL FMIPA UNY 

 

 Pertama- tama marilah kita panjatkan puji syukur ke hadirat Allah SWT yang telah 

melimpahkan berbagai kenikmatan kepada kita sekalian. Salah satu nikmat yang sekarang 

kita rasakan adalah nikmat kesehatan sehingga kita dapat menyelenggarakan seminar 

nasional ini. 

 Selanjutnya perkenankan saya menyampaikan penghargaan dan ucapan terima 

kasih kepada Ketua Panitia beserta seluruh jajaran kepanitiaan seminar nasional penelitian 

dan pendidikan MIPA yang telah mempersiapkan terselenggaranya seminar nasional ini. 

Hal ini sangat penting untuk saya sampaikan mengingat FMIPA Universitas Negeri 

Yogyakarta (UNY) sedang bekerja keras untuk menggapai pengakuan publik sebagai 

fakultas yang berkualitas dalam melaksanakan sistem manajemen mutu menuju world 

class university (WCU). Kualitas di atas adalah kualitas yang berimbang dalam seluruh 

bidang Tri Darma Perguruan Tinggi, dengan tetap mengedepankan karakter mulia dalam 

melaksanakannya. Secara khusus perkenankan pula saya sampaikan terima kasih kepada 

senior kami Bapak. Drs. H. Amin Genda Padusa Dosen Jurdik. Fisika FMIPA UNY dan 

Prof. Kamsul Abraha, Ph.D dari Jurusan Fisika FMIPA UGM  yang telah berkenan 

menjadi pembicara kunci pada seminar nasional ini. 

 Seminar nasional dengan tema ”Pemantapan Keprofesionalan Peneliti, Pendidik 

dan Praktisi MIPA untuk Mendukung Pembangunan Karakter Bangsa” tentu saja akan 

bermanfaat bagi pengembangan ilmu matematika dan IPA pada masa yang akan datang. 

Pengembangan tersebut tentu saja  baik ditinjau dari sisi materi, penelitian maupun 

teknologi pembelajarannya dan pembentukan karakter yang mencerminkan sifat- sifat pada 

ilmu ke-mipa-an  itu sendiri. Kita telah paham bahwa pemahaman terhadap ilmu 

pengetahuan dan teknologi akan dicapai manakala pemahaman terhadap ilmu dasarnya 

sangat memadai. Dimulai dari persoalan mipa sederhana sampai pada aplikasi bidang 

Fisika, Kimia, matematika, dan Biologi dalam teknologi yang sesuai dan bahkan pada 

bidang Ekonomi sekalipun. Oleh karena itu penelitian Bidang MIPA dan teknik 

pembelajaranya perlu dilakukan terus menerus agar aplikasi pada bidang- bidang di atas 

dapat dipahami oleh pembelajarnya. Seminar nasional ini harus mampu mendorong para 

peneliti dan prakstisi pendidikan bidang Matematika dan IPA dapat meramu bidang ini, 

sehingga mudah dipahami oleh siswa di dalam kelas, mampu melakukan penelitian, dan 

mengimplementasikan terapannya pada teknologi yang sesuai. 

 Akhirnya saya mengucapkan terima kasih atas partisipasinya dalam seminar  yang 

diselenggarakan oleh FMIPA UNY ini dengan harapan semoga memberikan pencerahan 

bagi kita khususnya yang selalu telibat dalam penelitian, pembelajaran dan aplikasi bidang 

MIPA dalam kehidupan kita masing- masing. 

  

Dekan 

 

Dr. Ariswan 

NIP 19590914 1988031 003  
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ENUMERASI DIGRAF TIDAK ISOMORFIK 

 
Mulyono 

 

Jurusan Matematika FMIPA UNNES 

Email: arifahsaptari@yahoo.co.id 

 
Abstrak 

Digraf tidak isomorfik yang dimaksud pada tulisan ini adalah digraf 

sederhana yang tidak isomorfik yang dibentuk dari n titik. Kajian ini merupakan 

penggabungan antara aljabar abstrak dengan teori graf. Aljabar abstrak dengan 

teorema Polya-nya digunakan untuk menyelesaikan masalah enumerasi digraf 

sederhana. Tulisan ini memaparkan teknik menghitung banyaknya digraf yang tidak 

isomorfik dengan teorema Polya. Berdasarkan kajian pada digraf sederhana ini 

diperoleh hasil: ada 3 digraf yang tidak isomorfik untuk 2 titik,  ada 16 digraf yang 

tidak isomorfik untuk 3 titik, dan ada 218 digraf yang tidak isomorfik untuk 4 titik.  

Kata kunci: enumerasi, digraf sederhana, teorema Polya, digraf tidak isomorfik 

 

PENDAHULUAN 

Masalah enumerasi yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah masalah enumerasi yang 

berhubungan dengan perhitungan banyaknya digraf sederhana yang tidak isomorfis antara digraf 

sederhana satu dengan yang lainnya. Digraf sederhana di sini adalah digraf yang tidak mempunyai 

sisi paralel dan loop. 

Pada dasarnya tulisan ini merupakan penggabungan dua bidang ilmu yaitu antara bidang 

aljabar (abstrak) dan bidang teori graf, artinya aljabar abstrak melalui teorema Polya akan 

digunakan untuk menyelesaikan masalah enumerasi pada digraf sederhana. Teorema Polya 

ditemukan oleh George Polya (1887-1985), seorang ahli berkebangsaan Hungaria yang berimigrasi 

ke Amerika Serikat pada tahun 1940. Teorema Polya dibagi menjadi dua yaitu: Teorema Polya I 

dan II. Teorema Polya I menjelaskan tentang banyaknya orbit yang berbeda dari himpunan 

berhingga  terhadap grup yang beraksi. Grup yang beraksi/bertindak pada himpunan  memiliki 

pengertian suatu grup yang dapat diterapkan pada himpunan  dengan dikenai suatu aksi tertentu. 

Teorema Polya II selain menjelaskan banyaknya orbit yang berbeda juga menjelaskan bentuk/jenis 

orbit yang berbeda tersebut. Permasalahan enumerasi yang akan dibahas pada tulisan ini adalah: 

bagaimana enumerasi digraf tak isomorfik dari digraf sederhana dengan menggunakan Teorema 

Polya.  

 

PEMBAHASAN 

Definisi dan Teorema pada Aljabar yang Mendukung Teorema Polya 

Berikut beberapa definisi dan teorema yang terkait dengan teorema Polya. 

Definisi 1  Grup 

Himpunan  dengan operasi  yang didefinisikan padanya disebut Grup , bila 

memenuhi syarat: 

1.  (sifat tertutup terhadap operasi ) 

2.  (ada elemen identitas e). 

3.  (setiap elemen di  mempunyai 

invers). 

4.  (sifat asosiatif) 
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Definisi 2  Permutasi 

Permutasi pada himpunan A adalah fungsi  yang bijektif. 

 

Definisi 3  Grup Simetri 

Jika  maka grup yang memuat semua permutasi dari  dinamakan grup 

simetri pada  unsur dan simbolkan dengan .  Grup simetri  memuat elemen sebanyak 

.   

 

Definisi 4  Orbit, Penstabil, dan Karakter Permutasi 

Apabila G adalah subgrup dari grup simetri  dan untuk , maka: 

1.  yaitu himpunan semua bayangan elemen  oleh permutasi g di 

G. Gx disebut orbit x terhadap G. 

2.  adalah himpunan semua permutasi di G yang mengakibatkan x 

sebagai titik tetap. Himpunan  disebut penstabil x di G. 

3.  adalah himpunan semua titik-titik tetap dari permutasi 

. Himpunan  disebut karakter permutasi g di himpunan X. 

Definisi 5  Grup Berhingga 
Grup G disebut grup berhingga jika memiliki sejumlah berhingga anggota. Banyaknya 

anggota dalam grup G disebut order G dan disimbolkan dengan . 

 

Definisi 6  Koset 

Jika H adalah subgrup dari grup G dan g adalah anggota G maka:  

 disebut koset kiri dari H yang memuat g dan  

 disebut koset kanan dari H yang memuat g. 

 

Definisi 7  Kelas 

Kumpulan dari himpunan koset kiri (kanan) H yang berbeda dari grup G akan membentuk 

partisi grup G, yaitu: 

1. Setiap anggota G akan berada paling sedikit pada satu koset kiri (kanan) H 

2. Dua koset kiri (kanan) yang berbeda tidak memiliki anggota yang sama. 

Partisi yang mempunyai sifat seperti ini disebut kelas. 

 

Teorema 1  Kardinalitas 

Jika H adalah subgrup dari grup G dan  maka setiap koset kiri (kanan) H memiliki 

kardinalitas k. 

 

Teorema 2  Lagrange 

Order grup berhingga dapat dibagi oleh order sembarang grup bagiannya. 

 

Teorema 3  Orbit-Penstabil 

Jika X adalah G-Set dan  maka  : 

1.   
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Teorema 4  Teorema Burnside - Frobenius 

Misal G adalah grup permutasi yang beraksi pada X dengan G dan X adalah hingga. Jika k 

adalah banyaknya orbit di X pada G, maka: 

 

 
Definisi 8  Cycle 

Suatu permutasi  dinamakan cycle apabila  paling banyak mempunyai 1 orbit yang 

memuat elemen lebih dari 1. Panjang cycle didefinisikan sebagai banyaknya elemen dalam 

orbit terbesar. 

 

Definisi  9  Indeks Siklik 

Diberikan G adalah grup permutasi dengan order m dari suatu himpunan yang banyak 

anggotanya n dan  bertipe cycle . Indeks siklik g didefinisikan 

sebagai:   

dan indeks siklik grup G didefinisikan:  

 
Definisi 10  Pewarnaan 

Fungsi f dari himpunan berhingga X ke himpunan Y disebut pewarnaan X. Himpunan 

berhingga Y disebut warna, sedangkan himpunan semua jenis pewarnaan X terhadap warna Y 

disebut himpunan C. Dua pewarnaan  disebut ekivalen (tak dapat dibedakan) 

terhadap grup G, grup permutasi di X jika  sehingga  untuk 

. 

 

Definisi 11  Pola 

Kelas-kelas ekivalen yang mempartisi himpunan C dengan relasi tak dapat dibedakan disebut 

pola-pola di C terhadap grup G. 

 

Definisi 12  Persediaan Pola (Pattern Inventory/PI) 

Misalkan fungsi bobot  memetakan himpunan Y ke sebuah himpunan 

.  

Persediaan pola C terhadap grup G adalah: 

        
  adalah koefisien yang menyatakan banyaknya pewarnaan  yang dapat 

dibedakan (banyak pola) sehingga warna  bersesuaian dengan  anggota,  

bersesuaian dengan  anggota,…, dan   bersesuaian dengan  anggota. 

 

Teorema 5    Permutasi dan  Grup 

Diberikan  dan X,Y adalah himpunan berhingga, juga diketahui bahwa G 

adalah grup permutasi yang beraksi pada X. Untuk tiap  didefinisikan pemetaan  dari 

 ke  dengan sifat:  

 untuk  dan , maka berlaku bahwa: 
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1.  adalah permutasi di . 

2.  adalah grup       

 

Teorema 6  (Teorema Polya I) 

Diberikan  dengan  dan . Jika G merupakan grup 

permutasi yang beraksi pada X dengan indeks siklik  maka 

banyaknya pola di C terhadap G adalah . 

 

Teorema 7  (Teorema Polya II) 

Persediaan pola warna,  adalah merupakan indeks 

siklik dari  pada  

+…+  dengan . 

 

Penerapan Teorema Polya pada Digraf Sederhana 

Apabila n titik pada digraf sederhana G dikenai permutasi, maka  pasangan titik 

terurut (artinya ij  ji) dari himpunan titik tersebut juga mengalami permutasi. Dalam hal ini 

pasangan terurut pada suatu himpunan dapat dipandang sebagai sisi, yang ujung-ujungnya adalah 

pasangan titik tersebut.  

Jika himpunan permutasi pada titik-titik suatu digraf sederhana membentuk grup simetri 

yaitu , maka permutasi dari pasangan titik-titik (sisi) juga membentuk grup simetri yaitu . Jadi 

grup  (permutasi titik pada digraf) akan membangkitkan grup (permutasi sisi pada digraf). 

Berdasarkan Teorema  Polya ini dibuat digraf sederhana yang tidak isomorfik. Berikut akan 

dibahas bagaimana menentukan banyak digraf sederhana yang tidak isomorfik untuk 2 titik, 3 titik, 

dan 4 titik. 

 

1. Digraf sederhana dengan  titik 

Diketahui digraf sederhana G dengan himpunan titik . Misal  adalah grup 

simetri yang terbentuk dari himpunan , maka banyaknya anggota dari  adalah . 

Seluruh bentuk hasil perkalian cycle yang saling asing dari grup  yaitu:  

 

 
 Permutasi pada dua titik suatu digraf sederhana membentuk grup simetri yaitu , maka 

permutasi dari pasangan titik-titik (sisi) juga membentuk grup simetri yaitu . Jadi grup  

(permutasi titik pada digraf) dengan  akan membangkitkan grup  (permutasi sisi pada 

digraf) dengan . Pasangan titik-titik (sisi) yang mungkin terbentuk dari dua titik adalah 

 buah, yaitu 1  dan 21 (12 artinya sisi berarah dari titik 1 ke titik 2 

dan 21 artinya sisi berarah dari titik 2 ke titik 1). 

Diperoleh hasil kali cycle di  adalah sebagai berikut: 

 

 
Tipe cycle dan indeks siklik dari anggota-anggota  yaitu: 

(1). Untuk tipe cyclenya yaitu  dan indeks sikliknya = . 

(2). Untuk  tipe cyclenya yaitu  dan indeks sikliknya = . 
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Sehingga indeks siklik dari  adalah  

 

                       

                                    ……. (1) 

Ada dua keadaan yang mungkin terjadi di antara dua titik. Keadaan tersebut adalah 

(1).  Keadaan tidak ada sisi berarah antara dua titik  

(2).  Keadaan ada sisi berarah antara dua titik 

Jika  adalah keadaan yang mungkin terjadi di antara dua titik maka, . Dari persamaan (1) 

diperoleh , dan berdasarkan Teorema Polya I diperoleh 

 

    
Jadi banyaknya digraf tak isomorfik yang terbentuk dari dua titik ada sebanyak 3 graf. 

Jika keadaan-keadaan di antara dua titik  diberi bobot , maka  

(1).  keadaan tidak ada sisi berarah antara dua titik. 

(2).  keadaan ada sisi berarah antara dua titik. 

Misal .  

Berdasarkan Teorema Polya II, indeks siklik dari  dengan mensubsitusikan 

, dan  menjadi 

 

        

      . 

Artinya dari  titik akan dihasilkan 1 digraf tanpa sisi, 1 digraf dengan 1 sisi , dan 1 digraf 

dengan 2 sisi. 

 

 

 

       Gambar 1.    Bentuk-bentuk digraf sederhana untuk  = 2 titik  

                            yang tak isomorfik 

 

2. Digraf sederhana dengan  titik 

Diketahui digraf sederhana G dengan himpunan titik . Misal  adalah grup 

simetri yang terbentuk dari himpunan , maka banyaknya anggota dari  adalah . 

Seluruh bentuk hasil perkalian cycle yang saling asing dari grup  yaitu:  

                   

             

          

 Permutasi pada tiga titik suatu digraf sederhana membentuk grup simetri yaitu , maka 

permutasi dari pasangan titik-titik (sisi) juga membentuk grup simetri yaitu . Jadi grup  

(permutasi titik pada digraf) dengan akan membangkitkan grup  (permutasi sisi pada 

digraf) dengan . Pasangan titik-titik (sisi) yang mungkin terbentuk dari tiga titik adalah 
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 buah, yaitu .  Diperoleh hasil kali cycle di 

 adalah sebagai berikut: 

           

                 

                 

Tipe cycle dan indeks siklik dari anggota-anggota  yaitu 

(1). Untuk  mempunyai tipe cycle  dengan indeks sikliknya adalah  

.    

(2). Untuk  mempunyai tipe cycle  dengan indeks sikliknya adalah  

. 

(3). Untuk  mempunyai tipe cycle  dengan indeks sikliknya adalah  

. 

(4). Untuk  mempunyai tipe cycle  dengan indeks sikliknya adalah    

 

(5). Untuk  mempunyai tipe cycle  dengan indeks sikliknya adalah  

. 

(6). Untuk  mempunyai tipe cycle  dengan indeks sikliknya adalah 

. 

Tampak bahwa anggota-anggota  yang mempunyai tipe cycle dan indeks siklik yang sama akan 

diubah ke anggota-anggota  yang mempunyai tipe cycle dan indeks siklik yang sama pula, 

sehingga indeks siklik dari  adalah  

  

                                  

                                                   ...                (2) 

Ada dua keadaan yang mungkin terjadi di antara dua titik. Keadaan tersebut adalah 

(1)  keadaan tidak ada sisi berarah antara dua titik 

      (2)  keadaan ada sisi berarah antara dua titik  

Jika  adalah keadaan yang mungkin terjadi di antara dua titik maka, . Dari persamaan (2) 

diperoleh , dan berdasarkan Teorema Polya I diperoleh 

                 

 

                                = 16 

Jadi banyaknya digraf sederhana tak isomorfik yang terbentuk dari tiga titik ada sebanyak 16 buah. 

Jika keadaan-keadaan di antara dua titik diberi bobot , maka  

 keadaan tidak ada sisi berarah antara dua titik. 

 keadaan ada sisi berarah antara dua titik 

Misal .  

Berdasarkan Teorema Polya II, indeks siklik dari  dengan mensubsitusikan 

 

dan  diperoleh indeks siklik  yaitu                 
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Artinya dari  titik akan diperoleh: 1 digraf tanpa sisi, 1 digraf dengan 1 sisi, 4 digraf dengan 

2 sisi, 4 digraf dengan 3 sisi, 4 digraf dengan 4 sisi, 1 digraf dengan 5 sisi, dan 1 digraf dengan 6 

sisi. 

 

3. Digraf sederhana dengan  titik  

Diketahui digraf sederhana G dengan himpunan titik . Misal  adalah grup simetri 

yang terbentuk dari himpunan , maka banyaknya anggota dari  adalah . 

Dengan cara yang sama seperti pada digraf sederhana yang terdiri dari 2 titik dan 3 titik di atas, 

untuk digraf sederhana yang terdiri 4 titik ini diperoleh 218 digraf sederhana tak isomorfik yang 

terdiri atas: 1 digraf tanpa sisi, 1 digraf dengan 1 sisi, 5 digraf dengan 2 sisi, 13 digraf dengan 3 

sisi, 27 digraf dengan 4 sisi, 38 digraf dengan 5 sisi, 48 digraf dengan 6 sisi, 38 digraf dengan 7 

sisi, 27 digraf dengan 8 sisi, 13 digraf dengan  9 sisi, 5 digraf dengan 10 sisi, 1digraf dengan 11 

sisi, dan 1 digraf dengan 12 sisi. 

 

 

PENUTUP 

Dari pembahasan di atas, diperoleh simpulan bahwa Teorema Polya I berkaitan dengan 

banyaknya digraf sederhana yang terdiri dari n titik antara satu digraf dengan digraf lainnya. 

Teorema Polya II berkaitan dengan banyaknya digraf sederhana yang tidak isomorfik yang terdiri 

dari n titik dan k garis antara digraf satu dengan digraf yang lainnya. Saran dari penulis, penelitian 

ini dapat dikembangkan pada  pewarnaan graf. 
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