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Pelabelan total sisi ajaib (edges magic total labeling) pada graf G adalah pemetaan
bijektif A dari V(G)UE(G) pada himpunan {1,2,3,...,p+q}, dengan p=]V(G)| dan
g=]E(G)] sehingga untuk sebarang sisi (xy) di G berlaku A(X)+ A(xy)+ A(y)=k,
untuk suatu konstanta k, dan k disebut konstanta ajaib. Tujuan dari penulisan ini
yaitu untuk mengetahui pelabelan total sisi ajaib dan mencari konstanta ajaib
pada graf double star dan graf sun. Metode yang digunakan dalam skripsi ini
adalah dengan mengumpulkan sumber pustaka berupa buku maupun referensi
lain yang selanjutnya dijadikan landasan untuk melakukan penelitian ini.
Berdasarkan penelitian, disimpulkan bahwa setiap graf double star (S, ) dengan n
dan m bilangan asli, dan n,m=2 mempunyai pelabelan total sisi ajaib dengan
konstanta ajaib k=3n+2m+1. Setiap graf sun (M,) dengan n bilangan asli ganjil
dan n=3 mempunyai pelabelan total sisi ajaib dengan konstanta ajaib
k=(9n+3)/2.

Abstract

Edges magic total labeling on graph G is a bijective map of A from V(G) U E(G)
to {1,2,3,...,p+q}, with p=]V(G)|] and g=]|E(G)], therefore, for any given edges
(xy) on G there applies A(X)+ A(xy)+ A(y)=k, for a constant k, and k is called as a
magic constant of G. The purpose of this paper is to understand the edges magic
total labeling and find out k (magic constant) on double star graph and sun graph.
The method that is used in this paper is by collecting resources such as books and
other literatures which further are used as the base or background to do this
research. Based on the study, it was concluded that in every double star graph
(S,m)» With n, m are positive integer and n,m>=2, have edges magic total labeling
with the magic constant k=3n+2m-+1. For every sun graph (M,) with odd number
n, and n=3, has the edges magic total labeling with the magic constant
k=(9n+3)/2.
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Pendahuluan

Menurut Budayasa (2007,1) sebuah graf
terdiri dari himpunan berhingga tak kosong
V(G) yang elemen-elemennya disebut titik dan
himpunan berhingga (mungkin kosong) E(G)
yang elemen-elemennya disebut sisi, sedemikian
hingga setiap elemen e dalam E(G) merupakan
pasangan tak berurutan dari titik-titik di V(G).
Sebuah graf G dapat direpresentasikan pada
gambar sehingga membentuk pola graf tertentu.
Pola-pola yang terbentuk didefinisikan dan
dikelompokkan menjadi  kelas-kelas  graf.
Beberapa kelas graf menurut banyaknya sisi
yang insiden terhadap titik antara lain graf
reguler, yang derajat setiap titiknya adalah sama
dan graf irreguler, yang derajat setiap titiknya
ada yang tidak sama.

Ada beberapa contoh graf yang
termasuk graf khusus. Seperti graf lintasan,
graf sikel, graf star, graf double star, graf sun dan
lain lain. Menurut Jerrold dkk (1979) graf
double star S adalah graf yang terdiri dari dua
graf star yaitu S, dan S, (n,m=2), dimana kedua
titik sentralnya saling bertetangga.

Menurut Wallis dkk (2000) graf sun
(matahari) adalah suatu graf sikel C, dengan
diakhiri oleh sebuah sisi dan sebuah titik
berderajat 1 yang melekat pada masing-masing
titik C. Graf sun dinyatakan dengan M, dengan
n (n=3) menyatakan ukuran dari graf sun dan
mengarah pada banyaknya titik pada graf sikel
yang digunakan untuk membentuk graf sun
tersebut.

Dalam teori graf terdapat sebuah topik
bahasan yaitu pelabelan. Objek kajiannya
berupa graf yang direpresentasikan titik dan sisi
serta himpunan bagian bilangan asli yang
disebut label. Menurut Baskoro (2007)
pelabelan graf adalah suatu pemberian nilai
pada titik atau sisi dari graf atau keduanya
sehingga memenuhi kondisi tertentu. Pelabelan
graf pertama kali diperkenalkan oleh Rosa pada
tahun 1967. Pemanfaatan teori pelabelan graf
sangat dirasakan peranannya, terutama dalam
sektor sistem komunikasi dan transportasi,
navigasi grafis, radar, penyimpanan data
komputer, dan desain integrated circuit pada
komponen elektronik.

Menurut Gallian (1997) pelabelan ajaib
pertama kali diperkenalkan oleh Sadlack pada
tahun 1963, kemudian  Stewart pada
pertengahan tahun 1960 yang mempelajari
berbagai cara untuk melabeli sisi-sisi pada suatu
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graf. Menurut Baskoro (2007), Kotzig dan Rosa
mendefinisikan pelabelan ajaib pada graf G
sebagai pemetaan satu-satu
f:V(G)UE(G)>{1,2,3,...,]V(G) | +| E(G)]} yang

memenuhi kondisi bahwa f(uv)+f(u)+f(v)=k,
untuk setiap sisi uv di E(G). Dalam
perjalanannya untuk membedakan dengan

konsep pelabelan ajaib lainnya, oleh Wallis dkk
(2000) pelabelan tersebut diberi nama ulang
menjadi pelabelan total sisi ajaib.

Pelabelan total sisi ajaib (edges magic
total labeling) merupakan salah satu jenis
pelabelan ajaib. Menurut Wallis dkk (2000)
pelabelan total sisi ajaib pada graf G adalah
pemetaan bijektif A dari V(G)UE(G) pada
himpunan {1,2,3,...,p+q}, dengan p=|V(G)|
dan g=]|E(G)] sehingga untuk sebarang sisi (xy)
di G berlaku A(X)+ A(xy)+ A(y)=k, untuk suatu
konstanta k, dan k disebut konstanta ajaib pada
G dan G disebut graf total sisi ajaib.

Dengan demikian penulis mencoba
meneliti pelabelan total sisi ajaib pada graf
double star dan graf sun. Berdasarkan latar
belakang maka rumusan masalah yang diangkat
dalam penelitian ini adalah (1) Bagaimana hasil
pelabelan total sisi ajaib pada graf double star?
(2) Bagaimana hasil pelabelan total sisi ajaib
pada graf sun M, (n bilangan asli ganjil)? (3)
Bagaimana hasil kosntanta ajaib pada graf
double star? (4) Bagaimana hasil konstanta ajaib
pada graf sun M, (n bilangan asli ganjil)?

Penelitian ini bertujuan untuk (1)
Memahami pelabelan total sisi ajaib pada graf
double star. (2) Memahami pelabelan total sisi
ajaib pada graf sun M, (n bilangan asli ganjil).
(3) Mengetahui konstanta ajaib pada graf double
star. (4) Mengetahui konstanta ajaib pada graf
sun M, (n bilangan asli ganjil).

Metode Penelitian

Metode yang digunakan  dalam
penelitian ini adalah kajian pustaka. Kajian
pustaka merupakan penelaah sumber pustaka
relevan yang digunakan untuk mengumpulkan
data maupun informasi yang diperlukan dalam
penulisan ini. Kajian pustaka diawali dengan
pengumpulan sumber pustaka Yyaitu buku
referensi dan jurnal-jurnal. Definisi—definisi dan
teorema—teorema dalam referensi dikaji ulang,
kemudian dirumuskan dalam perumusan
masalah, selanjutnya dikaji dalam pembahasan.
Pada pemecahan masalah dilakukan langkah-
langkah sebagai berikut. (1) Menjelaskan
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definisi-definisi graf double star dan graf sun
yang akan dijadikan objek penelitian, (2)
Menjelaskan definisi-definisi terkait pelabelan
total sisi ajaib, (3) Melakukan percobaan
pelabelan pada graf double star dengan aturan
pelabelan total sisi ajaib sehingga diperoleh
rumusan pembangun pelabelan dan konstanta
ajaib-nya, (4) Melakukan pembuktian dengan
teorema bahwa untuk setiap graf double star
memilki pelabelan total sisi ajaib, (5) Melakukan
percobaan pelabelan pada graf sun M, (n
bilangan asli ganjil) dengan aturan pelabelan
total sisi ajaib sehingga diperoleh rumusan
pembangun pelabelan dan konstanta ajaibnya,
dan (6) Melakukan pembuktian dengan teorema
bahwa untuk setiap graf sun M (n bilangan asli
ganjil) memiliki pelabelan total sisi ajaib.

Hasil Penelitian dan Pembahasan
Pelabelan total sisi ajaib pada graf double star
S

n.m

V3 vy X1 X2

L7 S X -

Gambar 1. Graf double star S |

Dari Gambar 1 maka dapat dinotasikan
himpunan titik dan himpunan sisi sebagai
berikut.

V(S )=V V1YoV oo Vi g X0: Xy Ko Xgs
X1} dan,

E(S, m)={VoXo:VoV1:VoVaiVoVas - -+ Vo1 XXy
XX XoXg1 -+ XoXim1 3+

Berdasarkan hasil penelitian, maka
diperoleh rumusan pelabelan dalam Tabel 1
sebagai berikut.

Tabel 1. Rumusan pelabelan total sisi ajaib pada
graf double star

label Graf S22 S32 Sa3a Su3 Saa
f (o) n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
fw) 8 i i i i
f(x0) n n n n n
fx) n+1+i n+l+i n+1+i
f(vovy) 2m+m)—i 2(n+m)—i 2(n+m)—i 2(n+m)—i

n+2m n+2m n+2m n+2m n+2m

f(xov0)
o)

n+2m—i n+2m—i n+2m-—i

Pelabelan total sisi ajaib pada graf
double star S, akan disajikan dalam teorema
berikut.

Teorema 1

Graf double star S dengan n dan m
bilangan asli mempunyai pelabelan total sisi
ajaib.

Bukti:

Akan dibuktikan graf double star S
dengan n dan m bilangan asli mempunyai
pelabelan total sisi ajaib. Misalkan, graf S
mempunyai p=n+m, dengan g=n+m-1. Maka
p+g=2(n+m)-1, dengan

V(S ) =LV V1Yo Vs V1 XX g X X ooy
X} dan,

E(S,m)={VXosVoV1:VoVas VoV - oVoV,
XX XgXgs+ - XX 1 }-

n-l’Xoxl’

Definisikan pemetaan

f:V(S, WUE(S, )>{1,2,3,4,5,...,2(n+m)-1}.
Akan ditunjukkan pemetaan f adalah
pemetaan bijektif.

Dibuat pengaitan sebagai berikut.

f(vy )=n+1,

f(v;)=i, untuk 1 <i<n-1;
f(xg)=n;

f(x)=n+1+i, untuk 1<i<m-1;

f(vov)=2(n+m)-i, untuk 1 <i<n-1;
f(voXy)=n+2m;
f(xox)=n+2m-i, untuk1<i<m-1,
Berdasarkan pengaitan di atas, jadi f adalah
pemetaan bijektif.
Akan ditunjukkan sebarang sisi (xy) di
Sn,m berlaku f(x)+f(xy)+f(y)=3n+2m+1,
Vx,y € V(5,,,,) dan Vxy € E(S,, ,,)-
Kasus 1
Untuk sisi (vv;,) di S, , diperoleh
f(vo)+i(vov)+(v;) =(n+1)+(2(n+m)-i)+i
=3n+2m+1.
Kasus 2
Untuk sisi (vyx,) di S, diperoleh
f(v)+i(voXo)+f(X,) =(n+1)+(n+2m)+n
=3n+2m+1.
Kasus 3
Untuk sisi (x,x;) di S, diperoleh
f(xg) (X X;)+f(xi) =n+(n+2m-i)+(n+1+i)
=3n+2m+1.
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Dari kasus 1, kasus 2, kasus 3, telah
ditunjukkan bahwa untuk sebarang (xy) di S,
berlaku f(x)+f(xy)+f(y)=k dengan k=3n+2m+1.

Jadi terbukti bahwa setiap graf double
star S, dengan n dan m bilangan asli,
mempunyai pelabelan total sisi ajaib.

Pelabelan Total Sisi Ajaib pada Graf Sun M

Graf sun M, dengan n bilangan asli
ganjil. Notasi titik graf M, disajikan pada
Gambar 2 sebagai berikut.

Gambar 2. Graf sun M,

Dari Gambar 2 maka dapat dinotasikan
himpunan titik dan himpunan sisi sebagai
berikut.

V(M,)={v,,V,,v,
E(M,)={V Vo, VoVa, oo VoV ViV VX VoXo VgXa,

VX, }

yoe e VX X Xgy X ) dan,

Berdasarkan  percobaan  pelabelan,
maka diperoleh  rumusan pelabelan dalam
Tabel 2 sebagai berikut.

Tabel 2. Rumusan pelabelan total sisi ajaib pada

'

M. M, M.
Label Graf N ® i
(). i ganjil GRS | i+ 1 i+ 1
2 2 2
f(v;). i genap nt1l+i n+1+i
2 2
fx) 2n—i+1 2n—i+1 2n—i+1
fwive,) n —i 4n —i 4n — i
fnv1) 4n 4n 4n
F(vix;), i ganjil 5n+1i 5n +1i 5n+1i
2 2 2
f(vix;), i genap An +i 4n + i
2 2

Pelabelan total sisi ajaib pada graf
M,, akan disajikan dalam teorema berikut.

sun

Teorema 2
Setiap graf sun M, dengan n bilangan
asli ganjil mempunyai pelabelan total sisi ajaib.

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa graf sun M
dengan n bilangan asli ganjil
pelabelan total sisi ajaib.

n
mempunyai

Misalkan, Graf M, mempunyai p=2n, dan
g=2n, maka p+g=4n, dengan
V(M,)={V,,V,,V3,..
E(M)={V Vo, VoVg, o Vo VoV VX VX0 VoK, oy
VX, }

Definisikan pemetaan

f:V(M_JUE(M,)>{1,2,3,4,5,6,...,4n}.
Akan ditunjukkan pemetaan f adalah
pemetaan bijektif.

VX X, Xg, . X} dan,

Dibuat pengaitan sebagai berikut:
f(v)=(i+1)/2,  untuk i bilangan asli ganjil

1<isn
f(v,)=(n+1+i)/2, untuk i bilangan asli genap
l<i<n;
f(x;)=2n-i+1, untuk 1<i<n;
f(v,v;,)=4n-i, untuk i=1,2,3,4,...,n-1;
f(v,v,)=4n;

f(vx)=(5n+i)/2, untuk i bilangan asli ganjil
1<is<n;
untuk i bilangan asli genap

l<i<n.

f(vx)=(an+i)/2,

Berdasarkan pengaitan di atas, jadi f adalah
pemetaan bijektif.

Akan ditunjukkan untuk sebarang sisi
(xy) di M, berlaku f(x)+f(xy)+f(y)=(9n+3)/2,
vx,y € V(M,,) dan Vxy € E(M,))
Kasus 1
Untuk sisi (v,v;,,
ganjil diperoleh
f(v;)+1(v,v;, ) (v, )=(9n+3)/2.
Kasus 2
Untuk sisi (v,v,,,) di M, dengan i bilangan asli
genap diperoleh
f(v,)+f(vy,, ) +(v,,,) =(9n+3)/2.
Kasus 3
Untuk sisi (v,v;) di M, diperoleh
f(v,)+f(v, v )+f(v,) =(9n+3)/2.
Kasus 4
Untuk sisi (v,x;) di M, dengan i bilangan asli
ganjil diperoleh
f(v;)+f(v,x)+(x;) =(9n+3)/2.

) di M, dengan i bilangan asli
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Kasus 5

Untuk sisi (v,x;) di M., dengan i bilangan asli
genap diperoleh

f(v;)+i(vx)+(x;) =(9n+3)/2.

Pada kasus 1, kasus 2, kasus 3, kasus 4,
dan kasus 5 telah ditunjukkan bahwa untuk
sebarang  sisi (xy) di M,  berlaku
f(x)+f(xy)+f(y)=k, dengan k=(9n+3)/2.

Jadi terbukti bahwa setiap graf sun M,
dengan n bilangan asli ganjil mempunyai
pelabelan total sisi ajaib.

Simpulan

Dari hasil penelitian dan pembahasan
yang telah dilakukan, maka simpulan yang
dapat diambil mengenai pelabelan total sisi
ajaib pada graf double star dan graf sun adalah
sebagai berikut.

Setiap graf double star S dengan n dan
m bilangan asli mempunyai pelabelan total sisi
ajaib. Pelabelan dibentuk dengan pengaitan
sebagai berikut.

f(vy )=n+1,

f(v,)=i, untuk 1 <is<n-1;
f(x)=n;

f(x)=n+1+i, untuk 1 <i<m-1;

f(vov)=2(n+m)-i, untuk 1 <i<n-1;
f(voxo)=n+2m;
f(xox)=n+2m-i, untuk 1 <i<m-1.
Diperoleh konstanta ajaib k=3n+2m+1.
Setiap graf sun M, dengan n bilangan
asli ganjil mempunyai pelabelan total sisi ajaib.

Pelabelan dibentuk dengan pengaitan sebagai
berikut.
f(v)=(i+1)/2,  untuk i bilangan asli ganjil
l<is<sn

untuk i bilangan asli genap
l<i<n

f(v)=(n+1+i)/2,

f(x)=2n-i+1, untuk 1<i<n;
f(v,v;,)=4n-i, untuk i=1,2,3,4,...,n-1;
f(v,v,)=4n;

f(vx)=(5n+i)/2, untuk i bilangan asli ganjil
1<isn;
untuk i bilangan asli genap
1<i<n.

Diperoleh konstanta ajaib k=(9n+3)/2.

f(vx)=(an+i)/2,
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