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ABSTRAK

Irpan Susanto. 4150406547. Deret Fourier, Konsep dan Terapannya Pada
Persamaan Gelombang Satu Dimensi. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas
Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Negeri Semarang.
Pembimbing I: Dr. Masrukan, M.Si, Pembimbing II: Dr. H. Kartono, M.Si.

Deret Fourier adalah suatu deret yang mengandung suku-suku sinus dan
cosinus yang digunakan untuk merepresentasikan fungsi-fungsi periodik secara
umum. Selain itu, deret ini sering dijadikan sebagai alat bantu dalam
menyelesaikan persamaan diferensial, baik persamaan diferensial biasa maupun
persamaan diferensial parsial. Salah satu permasalahn yang memerlukan bantuan
deret Fourier adalah solusi dari persamaan gelombang satu dimensi. Persamaan
gelombang merupakan salah satu dari bentuk persamaan diferensial parsial yang
memiliki tiga kondisi batas yaitu Dirichlet, Neuman, dan Robin. permasalahan
yang akan diteliti adalah (a) Bagaimana konversi deret Fourier dalam solusi
umum persamaan diferensial parsial pada persamaan gelombang dimensi satu
untuk kondisi Dirichlet, Neuman, dan campuran (Dirichlet dan Neuman) dengan
menggunakan pemisahan variabel; (b) Bagaimana visualisai deret Fourier dalam
penerapan solusi persamaan gelombang dimensi satu.

Tujuan dari penelitian ini adalah (a) untuk mengetahui konversi deret
Fourier dalam solusi umum persamaan diferensial parsial pada persamaan
gelombang dimensi satu dalam kondisi Dirichlet, kondisi Neuman, dan kondisi
campuran; dan (b) untuk mengetahui visualisasi deret Fourier dalam penerapan
solusi persamaan gelombang dimensi satu. Metode penulisan skripsi ini yaitu
kajian pustaka dengan langkah-langkah: (a) menentukan masalah; (b) perumusan
masalah; (c) studi pustaka; (d) analisis dan pemecahan masalah; dan (e) penarikan
kesimpulan.

Diperoleh hasil (1) solusi persamaan diferensial parsial pada persamaan
gelombang satu dimensi untuk kondisi Dirichlet, Neuman, dan campuran yang
masing-masing memiliki penyelesaian berbeda; dan (2) penerapan deret Fourier
dalam penyelesaian persamaan diferensial parsial pada persamaan gelombang satu
dimensi dapat di visualisaikan dalam bentuk grafik pergerakan gelombang yang
membentuk solusi periodik dengan periode 27, hal ini disebabkan karena
karakteristik dari gelombang adalah bersifat periodik. Disarankan adanya
penelitian lebih lanjut tentang penerapan deret Fourier untuk permasalahan daya
kekuatan gelombang pada persamaan gelombang satu dimensi dalam kehidupan
sehari-hari.

Vi
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BAB I

PENDAHULUAN

11 Latar Belakang

Matematika bersifat universal yang sangat erat kaitannya dengan
kehidupan nyata. Metode-metode matematika sangat dibutuhkan dalam
menyelesaikan masalah-masalah kehidupan nyata yang bersifat kuantitatif.
Matematika dikatakan sebagai ilmu yang tumbuh dan berkembang dalam setiap
bidang ilmu pengetahuan. Matematika adalah salah satu cabang ilmu pengetahuan
yang konsep dasarnya untuk pengembangan ilmu-ilmu yang lain. Matematika
senantiasa dikaji dan dikembangkan agar dapat dimanfaatkan dalam aspek
penerapannya.

Di dalam dunia nyata kadang terdapat masalah-masalah yang sukar
diselesaikan dalam sistemnya. Untuk menyelesaikan masalah tersebut perlu
disusun suatu pemodelan matematika yang mirip dengan keadaan sistemnya.
Masalah nyata harus dikenali terlebih dahulu melalui beberapa tahapan. Pertama,
mengidentifikasi semua besaran yang terlibat. Kedua, memberi lambang pada
setiap besaran yang teridentifikasi. Ketiga, menentukan satuan setiap lambang
yang ada dengan menganut suatu sistem satuan. Keempat, memilah-milah dari
setiap lambang tersebut, mana yang konstanta dan mana yang variabel. Dan
kelima, menentukan hukum yang mengendalikan pada masalah nyata tersebut.
Dengan hukum yang mengendalikan masalah nyata tersebut menentukan

hubungan antara variabel dan konstanta, yang disebut dengan model matematika.



Model matematika dapat berupa persamaan, pertidaksamaan, persamaan
diferensial, dan sebagainya. Kemudian dengan memanfaatkan teori-teori dalam
matematika diperoleh solusi model. Dengan menginterpretasikan solusi model

ditentukan solusi masalah. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada bagan di

Gambar 1.
' <«— ldentifikasi besaran
Hukum yang <«— lambang
mengendalikan satuan
<— Variabel/konstanta
Masalah v . Model
nyata Matematika
v l
Solusi P Solusi Model
Matematika
|

Gambar 1. Langkah-langkah mencari solusi masalah (Chotim,
2008:236)

Setelah suatu model matematika diubah dalam bentuk persamaan, langkah
selanjutnya adalah menyelesaikan persamaan tersebut dengan menentukan
solusinya. Solusi persamaan adalah suatu nilai yang memenuhi persamaan
tersebut. Artinya, jika nilai itu disubstitusikan ke dalam persamaan tersebut,
diperoleh suatu pernyataan yang benar.

Materi dalam kalkulus yang diantaranya mempelajari teorema dasar
kalkulus, integral tak wajar, konsep deret Fourier dan lain-lain. Konsep deret

Fourier banyak digunakan untuk mengembangkan matematika seperti



penyelasaian persamaan diferensial. Deret Fourier adalah deret tak berhingga
untuk menggambarkan fungsi periodik yang dinyatakan dalam suku-suku yang
sederhana. Deret Fourier banyak digunakan dalam mencari solusi pendekatan dari
persamaan differensial biasa dan parsial. Deret Fourier lebih universal
dibandingkan deret Taylor, karena diskontinuitas pada fungsi periodik bisa
didekati dengan deret Fourier dan tidak bisa dilakukan oleh deret Taylor. Hal ini
disebabkan karena dalam banyak permasalahan praktis yang terkait dengan fungsi
periodik dapat diselesaikan dengan menggunakan deret ini dan tidak ditemukan
pada deret Taylor. Oleh karena itu, deret Fourier diterapkan lebih luas pada
beberapa analisis numerik.

Dari uraian di atas, maka dapat dilakukan pembahasan lebih lanjut tentang
deret Fourier dengan bekerja melalui sifat-sifat analisisnya. Dari latar belakang
diatas maka judul skripsi yang akan diajukan adalah deret Fourier, konsep dan
terapannya pada persamaan gelombang satu dimensi. Selain itu penelitian ini
diharapkan dapat mempermudah mahasiswa yang ingin mempelajari mengenai
deret Fourier dan terapan pada bidang lainnya. Penulis juga ingin meningkatkan
cara berfikir dan bernalar, sehingga dapat digunakan untuk mengembangkan
kemampuan dalam belajar matematika yang lebih lanjut.

1.2 Permasalahan
Berdasarkan uraian pada latar belakang di atas, dapat dikemukakan

rumusan permasalahan yang akan diteliti adalah sebagai berikut.



Bagaimana konversi deret Fourier dalam solusi umum persamaan
diferensial parsial pada persamaan gelombang dimensi satu untuk kondisi
Dirichlet, Neuman, dan Campuran dengan menggunakan pemisahan variabel?

1. Bagaimana visualisai deret Fourier dalam penerapan solusi persamaan
gelombang dimensi satu ?

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah:

1. Mengetahui tentang konversi deret Fourier dalam solusi umum persamaan
diferensial parsial pada persamaan gelombang dimensi satu untuk kondisi
Dirichlet, Neuman, dan Campuran.

2. Mengetahui visualisasi deret Fourier dalam penerapan solusi persamaan
gelombang satu dimensi.

1.4 Manfaat Penelitian

Sehubungan dengan masih minimnya pengetahuan yang dimiliki penulis,
penelitian ini menjadi pendorong bagi penulis untuk meningkatkan pengetahuan
lebih banyak lagi khususnya pada bidang deret fourier. Penelitian ini dapat
menjadi manfaat sebagai tambahan materi untuk bahan perkuliahan bagi
mahasiswa dan dapat menambah wawasan bagi pembaca tentang penerapannya

dalam menyelesaikan persamaan gelombang satu dimensi.

1.5  Sistematika Penulisan Skripsi
Secara garis besar sistematika penulisan skripsi ini dibagi menjadi 3
bagian, yaitu: bagian awal, bagian isi, dan bagian akhir skripsi. Untuk

memberikan gambaran yang jelas tentang skripsi ini dan memudahkan pembaca



dalam menelaah isi skripsi ini maka skripsi ini disusun secara sistematis yaitu
sebagai berikut:
1. Bagian Awal skripsi
Berisi halaman judul, halaman pengesahan, halaman motto dan persembahan,
kata pengantar, daftar isi, daftar tabel, daftar lampiran dan abstrak.
2. Bagian inti yang terdiri atas lima bab. Kelima bab tersebut adalah sebagai
berikut:
a. Bab I : Pendahuluan
Pada bab pendahuluan ini dikemukakan latar belakang masalah,
permasalahan, penegasan istilah, tujuan dan manfaat penelitian dan
sistematika penulisan skripsi.
b. Bab Il: Landasan Teori
Landasan teori merupakan teori-teori yang mendasari pemecahan dari
permasalahan yang disajikan. Landasan Teori ini terdiri dari: Fungsi,
Persamaan Diferensial Biasa, Persamaan Diferensial Parsial, Program
Maple, Deret Fourier, Masalah Nilai Awal dan Syarat Batas.
c. Bab Il : Metode Penelitian.
Memaparkan tentang prosedur dan langkah-langkah yang dilakukan dalam
penelitian ini meliputi menemukan masalah, perumusan masalah, studi
pustaka, analisis dan pemecahan masalah, dan penarikan kesimpulan.
d. Bab IV : Hasil Penelitian dan Pembahasan

Dalam bab ini berisikan pembahasan dan analisis dari penelitian.



e. Bab V : Penutup
Berisi tentang kesimpulan dari hasil pembahasan dan saran yang ditujukan
untuk pembaca umumnya dan bagi penulis sendiri khususnya.
3. Bagian Akhir Skripsi
Bagian akhir berisikan daftar pustaka sebagai acuan penulis dan lampiran-

lampiran yang mendukung kelengkapan skripsi.



BAB 11
LANDASAN TEORI
2.1  Fungsi

Pengertian fungsi merupakan suatu hal yang mendasar dalam kalkulus.
Berikut ini disajikan definisi fungsi.
2.1.1 Definisi 1

Dipunyai himpunan A dan B. Suatu fungsi f dari himpunan A ke B

merupakan pasangan terurut f < A x B sehingga :
1. VxeA,3yeB, (x,y)ef
2. (x,y)e f dan (x,z) e f , maka y=1z2
Suatu fungsi dari A ke B digambarkan sebagai suatu grafik (Gambar 2),

dan sebagai suatu pemetaan (Gambar 3).

Y. Rf
T f
~ —
B J " }
: v X J g X
N\,

Gambar 2. Grafik Fungsi f : A— B

Gambar 3. Fungsi f : A— B sebagai suatu pemetaan.



Himpunan A disebut daerah asal (domain) fungsi f diberi lambang D,, dan
{y € B|(x, y) e f} disebut daerah hasil (range) fungsi f dan diberi lambang R; .

Contoh 1:

Periksalah apakah berikut ini merupakan fungsi atau bukan :
a f:Ro>R f(X)=x+2,

b. g:R—>R,g(x)=x°

Penyelesaian :

a. Ambil sembarang x € R (domain).

Akan ditunjukkan f(x) = x+ 2 adalah fungsi.
Pilihy =x+2
Diperoleh y = f(x).
Jadi VxeR,FyeR,5y=f(X).
Ambil sembarang a,b € R (domain), a=b.
Diperoleh f(a)=a+2=b+2= f(b), sebaba=nh.
Jadi Va,beR,a=bh, f(a)= f(b).
Jadi f merupakan fungsi.

b. Ambil sembarang x € R. (domain)
Akan ditunjukkan g(x) = x* adalah fungsi.
Pilih y = x°.
Diperoleh y = g(x).
Jadi VxeR,3y e R,> y =g(X).

Ambil sembarang a,be R,a=h.



Diperoleh g(a) =a® =b® = g(b).
Jadi Va,beR,a=b,g(a)=g(b).

Jadi g merupakan fungsi.

2.1.2 Definisi 2
Dipunyai fungsi f : A— B. Fungsi f dikatakan satu-satu (injective) jika
untuk setiap dua unsur di A mempunyai peta yang beda. Definisi ini dapat
disajikan secara formal sebagai berikut.
VX, X, € AX # X, 3 T(x) = F(X,). (Chotim, 2008:28)

Contoh 2:
Periksa fungsi-fungsi berikut merupakan fungsi injektif atau bukan.
a f:RoR f(X)=x>+1
b. g:R—>R,g(X)=x*+2
Penyelesaian:
a. Ambil sembarang X;, X, € R, X, # X,.

Diperoleh (x, —,)#0dan (x? + XX, + X2 )=0.

Sehingga f(x,)— f(X,) =% —Xx5 = (X —X,)(Xf + XX, +X5) =0

Berakibat f(x,)— f(x,)#0< f(x;) = f(X,).

Jadi f merupakan fungsi injektif.

b. Pilih x, =-1 dan x, =1.
Diperoleh g(x,)=g(-1) =(-1)*+2=3=1*+2=g(1) = g(x,).
Jadi 3x;, X, € R, x; #X,, f(X) = f(X,).

Jadi g bukan fungsi injektif.
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2.1.3 Definisi 3

Dipunyai fungsi f : A— B. Fungsi f dikatakan fungsi pada (surjective)
jikaR, = B. Definisi ini dapat disajikan secara formal sebagai berikut:
vxeB,3ye A f(y)=x. (Chotim, 2008:29)
Contoh 3:
Buktikan : f :[0,0) > [0,0), f(x)=x+4 merupakan fungsi surjektif atau
bukan.
Penyelesaian:
Ambil sembarang y €[0,) (domain).
Akan ditunjukkan 3x € [0,0) (codomain) sehingga f(x)=y.
Berdasarkan aturan fungsi Xx+4=y < x=y-4¢ [0,oo).
Jadi Vy €[0,0), 3x=y -4 €[0,0) sehingga f(x)= f(y-4)=y—-4+4=y;

Diperoleh kesimpulan f surjektif.

2.1.4 Definisi 4

Misalkan f dan g adalah fungsi-fungsi dan c suatu konstanta. Fungsi-

fungsi f +g, f- g, cf, f.g dan r didefinisikan sebagai berikut:
g

B (f+9)(x)=f(x)+9(x),
(i) (f-9)(x)=f(x)-g(x),
(i) (c.)(x) =c.f (x),

(iv) [i](x) LG R
g g(x)

Untuk semua x yang terletak pada daerah definisinya. (Chotim, 2008:32)
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2.1.5 Definisi 5

Dipunyai fungsi f :R — R. Jika terdapat bilangan positif T sehingga
f(x+T)= f(x)untuk setiap xe R, fungsi f dikatakan periodik. Selanjutnya

nilai T terkecil disebut periode f. (Chotim, 2008:63)

Contoh 4:

Periksa apakah fungsi f: R — R dengan f (x) = sin x, merupakan fungsi periodik.
Penyelesaian :

Ambil sembarang X e R .

Pilin T =2x.

Diperoleh f(x+27z) =sin(x+ 2x)

=sin X
=f(x)

Jadi f(x+27)=f(x),VxeR.

Jadi f periodik dengan periode 2 .

2.1.6 Definisi 6

Misalkan f suatu fungsi, jika f(—x) =—f(x) untuk setiap x € D,, maka

f dinamakan fungsi ganjil.( Chotim, 2001)

Teorema 1:

L
Sifat dari fungsi ganjil adalah _[ f(x)dx =0, untuk suatu L>0.
-L

Bukti:

L 0 L
Diperoleh [ f(x)dx = [ f (x)dx+ [ f (x)dx
0

-L -L
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= T— f (—x)dx +_L[ f (x)dx

= —_(f f (—x)dx + _L[ f (x)dx

= —JE f (x)dx+JL. f (x)dx

=0

2.1.7 Definisi 7

Misalkan f suatu fungsi, jika f(—x)= f(x) untuk setiap x € D,, maka f

dinamakan fungsi genap.( Chotim, 2001)

Teorema 2:

L L
Sifat dari fungsi genap adalah j f (x)dx =2 j f (x)dx , untuk suatu L >0.
-L 0

Bukti:

L 0 L
Diperoleh j f (x)dx = j f (x)dx + j f (x)dx
-L 0

i
- T_ f(—x)dx+j f (x)dx
:_Jqf(x)+j. f (x)dx
=j f(x)dx+j f (x)dx
- 2} f (x)dx

Teorema 3:
Hasil kali dua fungsi ganjil adalah fungsi genap, sedangkan hasil kali dua fungsi
genap adalah fungsi ganjil, dan hasil kali fungsi genap dengan fungsi ganjil adalah

fungsi ganjil.
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Bukti:
Misal F(x) dan G(x) : fungsi genap serta P(x) dan Q(x) : fungsi ganjil.
Tulis H(x) = P(x)Q(x).

Diperoleh H(-x) = P(-x)Q(-x) = [-P()I[-Q(x)] = P(x)Q(x) = H(x).
Jadi hasil kali dua fungsi ganjil adalah fungsi genap.

Tulis K(x) = F()G(X).

Diperoleh K(-x) = F(-x)g(-x) = [FO)I[G(X)] = F(X)GX) = K(X).

Jadi hasil kali dua fungsi genap adalah fungsi genap.

Tulis J(x) = F(X)P(x).

Diperoleh J(-x) = F(-x)P(-x) = [-F()][P(x)] = - F(X)P(x) = -J(x).

Jadi hasil kali fungsi ganjil dengan fungsi genap adalah fungsi ganjil.

2.2 Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan diferensial biasa adalah persamaan diferensial di mana fungsi
yang tidak diketahui (variabel terikat) adalah fungsi dari variabel bebas tunggal.
Dalam bentuk paling sederhana fungsi yang tidak diketahui ini adalah fungsi real

atau fungsi kompleks, namun secara umum bisa juga berupa fungsi vektor atau

matriks. Lebih jauh lagi, persamaan diferensial biasa digolongkan berdasarkan
orde tertinggi dari turunan terhadap variabel terikat yang muncul dalam

persamaan tersebut. Sebagai contoh, jika laju pertumbuhan suatu populasi

(manusia, hewan, bakteri dan sebagainya) y'=g—y (x=waktu) sama dengan
X

populasi y(x), maka model populasi tersebut adalah y'=y, berbentuk persamaan

diferensial.
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Persamaan diferensial bisa diartikan sebagai suatu persamaan yang
melibatkan turunan pertama atau lebih dari fungsi sembarang y terhadap peubah
(variabel) x, persamaan ini dapat pula melibatkan y itu sendiri, fungsi x yang

diberikan, dan konstanta. Contoh persamaan diferensial biasa sebagai berikut :
1) ay =4x+16.
dx
(2) xdy + ydx = 6dx.

Persamaan diferensial biasa dibagi menjadi dua, yakni persamaan

diferensial linier orde satu dan persamaan linier orde dua.

2.2.1 Definisi 8
Persamaan diferensial orde satu secara umum dinyatakan sebagai
F(x,y,y)=0.lJika y :%, maka F(x,y,y') = 0dapat ditulis
X
F(x, yﬂ) =0. (2.1)
dx

Persamaan (2.1) merupakan persamaan diferensial yang dinyatakan secara

implisit. Persamaan (2.1) dapat dinyatakan secara eksplisit sebagai

d

d—y = f(xy). 2.2)
X

(Waluya 2006)

Contoh persamaan diferensial orde satu sebagai berikut.

Contoh 5:
1y +%y‘—2eX =0

2. y+y'-2e*—x=0
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2.2.2 Solusi Persamaan Diferensial Linier Orde Satu

Suatu fungsi y=y(x) dinyatakan solusi persamaan diferensial
F(x,y,y') =0 apabila y = y(x) atau turunannya yakni y’ memenuhi persamaan

diferensial tersebut.

Contoh 6:

y = x> +1 adalah solusi persamaan diferensial y = 2x.
Demikian pula y = x* +cuntuk ¢ adalah konstanta, merupakan solusi persamaan

diferensial y =2x. Solusi y=x*+1 disebut solusi khusus dan y=x*+c

disebut solusi umum.

2.2.3 Persamaan Diferensial Linier Orde Dua
Persamaan diferensial berbentuk f(x,y,y',y") =0 disebut persamaan
2
orde dua, dimana y'= vy dan y'= d—zl (Hutahean, 1993).
dx dx
Contoh 7:
1. (x+1)%y"+y'tan x — ysin x = 0merupakan persamaan diferensial orde dua.

2. xy"'+xy"—xy'+ysinx+2 =0 bukan merupakan persamaan diferensial orde
dua.

2.2.4 Definisi 9

Bila f(x,y,y',y"')=0 linier dalam y, y’, dan y’’ maka persamaan
diferensial f(x,y,y',y"')=0 disebut persamaan diferensial linier orde dua.
Secara umum persamaan diferensial orde dua berbentuk :

a(x)y"+b(x)y+c(x)y = g(x); (2.3)

dimana a(x), b(x), c(x) dan g(x) merupakan fungsi-fungsi yang kontinu pada suatu

selang | dengan a(x) =0, dan y'= j—y (Waluya, 2006).
X
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2.2.5 Definisi 10

Persamaan diferensial linier orde dua (2.3) disebut homogen apabila
g(x) = 0 dan disebut tidak homogen apabila g(x) = 0 (Waluya, 2006).
Contoh 8:

1. Persamaan diferensial xy''+y'sin x+3y =0 adalah persamaan diferensial
linier orde dua homogen karena g(x) = 0.

2. Persamaan diferensial xy'+x*y'+5y =sinx adalah persamaan diferensial
linier orde dua tidak homogen karena g(x) # 0.

2.2.6 Solusi Persamaan Diferensial Linier Orde Dua

Fungsi ¢(x) dikatakan solusi persamaan diferensial (2.3) pada selang I,
apabila ¢(x) mempunyai turunan kedua dan memenuhi hubungan (2.3) pada
selang 1, yakni a(x)¢ (x) +b(x)¢ (X) +c(X)@(x) = g(x) untuk setiap x e .

2.2.7 Persamaan Diferensial Linier Orde Dua Homogen dengan Koefisien

Konstanta

Perhatikan persamaan diferensial yang terbentuk y''+py'+qy =0 (2.4)

dimana p dan q konstanta-konstanta. Intuisi y =e™ merupakan solusi persamaan
diferensial (2.4) dengan m memenuhi persamaan tersebut. Untuk itu akan dicari
m agar y=e™ merupakan solusi persamaan diferensial (2.4). Dari y=e™
diperoleh y'=me™ dan y"=m%™ sehingga y, y’, dan y” disubstitusikan ke
persamaan (2.4) didapat persamaaan
m?e™ + mpe™ +qge™ =0 < (m*+ pm+q)e™ =0. Dan karena e™ =0, untuk
setiap m dan x, maka m’*+ pm+q=0. (Dengan demikian y=e™ dikatakan
solusi dari persamaan diferensial (2.4), jika m merupakan penyelesaian dari

persamaan kuadrat m®+ pm+q=0)
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Persamaan m°+ pm+q=0 disebut persamaan Karakteristik dari

persamaan (2.4) dan akar-akarnya disebut akar-akar karakteristik. Akar-akarnya
adalah m, = %(—p+,/ p’-4q) dan m, = % (—p—+/p®—4q). Dari perhitungan

di atas diperoleh y, =e™ dan y,=e™" merupakan solusi dari persamaan
diferensial y''+py'+qy =0.

Untuk p dan g merupakan bilangan real, akar-akar dari persamaan
karakteristik m”+ pm+q=0 dapat dibagi dalam tiga kasus, yaitu: dua akar
berbeda, dua akar sama, dan dua akar kompleks.

1. Akar real berlainan berbeda
Bilangan m, dan m, dua akar real berbeda maka e™ dan e™" adalah
solusi yang bebas linier sehingga y = Ae™* +Be™* merupakan solusi

umum persamaan diferensial (2.4).
2. Kedua akar sama.

Misalkan kedua akar persamaan m’+pm+q=0 adalah sama, maka
m=m,=a, maka ¢(x)=e™ adalah salah satu solusi persamaan

diferensial (2.4). Bila ¢,(x) =W (X)¢,(x) solusi lainnya, maka

W)= [ K%Tej pr }dx
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Karena m, =m, =a adalah akar-akar persamaan m”+ pm+q =0, maka
m +m, =2a=-p.Jadi W(x) :j(%em)dx:jdx= X.
e

Hal tersebut ¢,(x) = x¢ (x) = ¢,(X) = xe™ dimana ¢, dan ¢, bebas linier.
Jadi solusi umum persamaan diferensial y'+py+qy =0 adalah
y = Ae™ + Bxe™ = (A+ Bx)e™.
3. Akar Kompleks

Misalkan salah satu akar persamaan m®+ pm+q =0 adalah m =a+ fi,
maka akar yang lain m,=a-fi, sehingga ¢ (x)=e™ =el*""* dan
$,(x) =e™* =e®M* adalah solusi basis untuk persamaan diferensial
y''+py'+qy = 0. Jadi solusi umum persamaan diferensial tersebut adalah:

— C.el@hx (a=p)x
y=C.pe +C,e

=Ce’e”™ +C,e"e™™
= C,e™(cos Ax + isin px)+ C,e™(cos Ax —isin )
=e™{(C, +C,)cos px +(C, - C, )isin px}

Dengan demikian mengambil C, +C, = A dan i(C, —C,) = B maka solusi

umum persamaan diferensial tersebut adalah y =e® {Acos,b’x + Bsin ﬁx}.

2.3 Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah persamaan yang di dalamnya

terdapat suku-suku diferensial parsial, yang dalam matematika diartikan sebagai

suatu hubungan yang mengaitkan suatu fungsi yang tidak diketahui, yang
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merupakan fungsi dari beberapa variabel bebas. Persamaan diferensial banyak
dijumpai dalam kaitan dengan berbagai masalah fisik dan geometris bila fungsi
yang terlibat tergantung pada dua atau lebih peubah bebas. Hal ini akan ditujukan
untuk beberapa persamaan diferesial yang dijumpai dalam penerapan rekayasa.
Persamaan tersebut akan diturunkan sebagai model dari sistem fisik dan
mengupas cara-cara untuk memecahkan masalah nilai awal dan masalah nilai
batas, dengan kata lain metode untuk memperoleh solusi bagi persamaan yang

berkaitan dengan masalah fisik yang dihadapi.

Tingkat (order) persamaan diferensial parsial adalah pangkat tertinggi dari
turunan yang termuat dalam persamaan diferensial parsial. sedangkan derajat
(degree) persamaan diferensial parsial adalah pangkat tertinggi dari turunan
tingkat tertinggi yang termuat dalam persamaan parsial.

Persamaan diferensial parsial linier adalah suatu bentuk persamaan
diferensial parsial yang berderajat satu dalam peubah tak bebasnya dan turunan
parsialnya (Hutahean, 1993). Seperti pada persamaan diferensial parsial biasa,
dapat katakan bahwa suatu persamaan diferensial parsial linier jika persamaan itu
berderejat satu dalam peubah biasanya dan turunan parsialnya. Jika setiap suku
persamaan demikian ini mengandung peubah tak bebasnya atau salah satu dari
turunannya, persamaan itu dikatakan homogen; bila tidak, persamaan itu

dikatakan tak homogen.

Beberapa bentuk persamaan diferensial parsial linier orde dua:

—=C"— persamaan gelombang dimensi-satu,
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ou  , 0% ) .
i persamaan panas dimensi-satu,
X

ot

2 2
8_121 + 6—3 = f(x,y) persamaan poisson dimensi-dua.
ox: oy

Dalam hal ini ¢ adalah konstanta, t adalah waktu X,y adalah koordinat
kartesius, persamaan diatas semuanya merupakan persamaan homogen. Yang
dimaksud dengan solusi suatu persamaan diferensial pada suatu daerah R di dalam
ruang peubah (peubah) bebasnya ialah fungsi yang dimiliki turunan parsial yang
muncul di dalam persamaan itu dimana-mana di dalam R. Untuk memudahkan

notasi maka digunakan indeks untuk menotasikan turunan parsial, seperti

2
u, = Z—u,uxx = Z—L; dan sebagainya. Adapun bentuk umum persamaan diferensial
X X

parsial linier orde-2 diberikan dengan

Au, +Bu,, +Cu, +Du, +Eu, + Fu=G, (2.6)
dimana A, B, C, D, E, F dan G adalah fungsi-fungsi yang bergantung pada x dan
y.

2.3.1 Jenis-jenis Persamaan diferensial Parsial

Terdapat 3 jenis persamaan diferensial parsial linier yang penting, yaitu
parabolic, hiperbolik, dan eliptik. Persamaan diferensial parsial orde dua dalam
persamaan (2.6) :

1) Persamaan Parabolik
Jika persamaan (2.6) nilai B2 —4AC =0, disebut persamaan parabolik. Biasanya
merupakan persamaan yang tergantung pada waktu (tidak permanen) dan

penyelesainnya memerlukan kondisi awal dan batas. Persamaan parabolik paling

sederhana adalah perambatan panas.
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2) Persamaan Eliptik

Jika persamaan (2.6) nilai B? —4AC <0, disebut persamaan eliptik. Biasanya
berhubungan dengan masalah kesetimbangan atau kondisi permanen (tidak
tergantung waktu) dan penyelesaiannya memerlukan kondisi batas di sekeliling
daerah tinjauan. Seperti aliran air tanah di bawah bendungan dan karena adanya

pemompaan, defleksi plat akibat pembebanan, dan sebagainya.

3) Persamaan Hiperbolik

Jika persamaan (2.6) nilai B> —4AC > 0, disebut persamaan parabolik. Biasanya
berhubungan dengan getaran atau permasalahan dimana terjadi diskontinu dalam
waktu, seperti gelombang satu dimensi yang terjadi discontinu dalam kecepatan,

tekanan dan rapat massa.

Contoh 9:
1. u, =400u,, (persamaan gelombang satu dimensi).
2. u,—36u, =0. (persamaan perambatan panas).

2.4  Program Maple

Maple merupakan salah satu perangkat lunak yang dikembangkan oleh
Waterloo Inc. Kanada untuk keperluan Computer Algebraic System (CAS). Maple
sering digunakan untuk keperluan penyelesaian permasalahan persamaan
diferensial dan visualisasinya, karena mudah untuk digunakan. Maple memiliki
kemampuan menyederhanakan persamaan, hingga suatu solusi persamaan
diferensial dapat dipahami dengan baik. Keunggulan dari Maple untuk aplikasi

persamaan diferensial adalah kemampuan melakukan gerakan/animasi grafik dari
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suatu fenomena yang dimodelkan ke dalam persamaan diferensial yang memiliki
nilai awal dan syarat batas (Kartono, 2001).

Untuk memulai Maple pada Windows, cukup dengan Kklik pada icon
Maple yang akan langsung memberikan respon dengan menampilkan worksheet
“>”, Menu-menu yang terdapat pada tampilan Maple terdiri dari File, Edit, View,
Insert, Format, Spreadsheet, Option, Windows, dan Help. Sebagian besar menu di
atas merupakan menu standar yang dikembangkan untuk program aplikasi pada
sistem operasi Windows. Bahasa yang digunakan pada Maple merupakan bahasa
pemrograman yang sekaligus sebagai bahasa aplikasi, sebab pernyataan atau
statement yang merupakan input (masukan) pada Maple berupa deklarasi pada
bahasa program dan command (perintah) yang sering digunakan pada aplikasi.
Simbol “>” ini otomatis dan sebagai tanda bahwa Maple telah siap untuk
dioperasikan. Perintah ke komputer diberikan dengan mengetikkan pada papan
ketik setelah simbol “>”. Perintah ini dicetak dalam warna merah, sedangkan
hasilnya dicetak dalam warna biru. Setiap perintah Maple jika ingin ditampilkan
harus diakhiri dengan simbol titik koma (;) dan simbol titik dua (:) jika respon

tidak ingin ditampilkan.

2.5 Deret Fourier

Deret Fourier adalah suatu deret yang mengandung suku-suku sinus dan cosinus
yang digunakan untuk merepresentasikan fungsi-fungsi periodik secara umum. Selain
itu, deret ini sering dijadikan sebagai alat bantu dalam menyelesaikan persamaan

diferensial, baik persamaan diferensial biasa maupun persamaan diferensial parsial.
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2.5.1 Definisi 11

Misalkan f fungsi kontinu pada interval —L < X< L dengan periode 27 .

Maka deret Fourier dari f(x) didefinisikan

f(x) =%a0 + Z(an cosnTﬂX +b, sin nTﬂXj (2.7)

n=1

1L
%:IJHHW
-L
L

dengan koefisien &, _1 J f(X)COS%dX
L= L

L
b, == [ £ (x)sin % ox
L) L
(Edwards, 1989, 538).

Contoh 10:

f(X)_ 0,-7 <x<0
Tentukan deret Fourier dari fungsi - 1,0<x<p *, pada

interval — 7 <X<.
Penyelesaian :

Dipunyai

0,-7<x<0
f (X) = {1,0< X< p * ,padainterval — 7 < X< .

Diperoleh 2L=27r < L=1.
1 L
Selanjutnya menghitung nilai a, = m j f (x)dx
L

Untuk L =7,

Diperoleh @, = 1 I f (x)dx
L



0 V.4
:ljmk+1pnx
71-—7[ 7[0
~0+=[xf;
VA

Lo

=1

Jadi @, =1.

1% nzx
Selanjutnya menghitung nilai a, = . I f (x) cos—dx.
Vg
L

Untuk L =7, didapat
17 N 7zx
a, =— I f (x) cos ——dx
T T
NzX

0 V4
=i Jo.cos—dx+ijl.cos%dx
T T Ty T

=O+£'|'cosnxdx
”O

1. -
—E[sm nxJ;

1.
~ L [sinnz—0
rm[sm nz—0]
=i[0—0]
nz

=0

Jadi a,=0.

15 _nax
Selanjutnya menghitung nilai b, :I J f (x) sin—dx..
T
L

17 .
Diperoleh b, =— J. f(x)sin LN
7T 7T
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0 V4
:l jO.sin %dx-i-ij‘l.Sin %dx
7T T T

T

=O+£Jsin nxdx
JT
1 .
_E[_ cosnxJ;

:i[— cosnz +1]
nz

1
=—-/[1-cosnr]
nz

Jadi b, = i[1— cosnz]
nz

Jadi deret Fourier dari f pada selang (-, ) adalah

f(x)— i(a cos—+b smT)

:%JFZ[O cos nx+—(1 cosnz)sinnx]
nz

n=1
1 1&1 .
=—+—>» —(1—cosns)sinnx
2 ﬂnZ:n( )
:l 1[25|nx+0+25|n3x+0+25|n5x+0+25|n7x+ ]
7 3 S 7
:1+1[25|nx+25|n3x+25|n5x+25|n7x+ ]
2 3 5
1 1& 1 .
=—4+= sin(2n-1)x
2 ﬁézn—l ( )

2.5.2 Definisi 12

25

Jika fungsi f terdefinisi pada (-L, L) dan f merupakan fungsi genap maka deret

Fourier dari f pada (-L,L) disebut deret Fourier cosinus dari f pada (-L,L) dan deret

Forier tersebut berbentuk :
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0

f)=-""+>a, cos—

n=1

1% 25
a, =— | f(x)dx=—| f(x)dx
' L_IL () L! (x)
dengan koefisien

15 nzx 2% nzx
a =— | f(x)cos——dx =—| f(x)cos——dx
' L_jL (x)cos—=dx == [ f(x)cos—-

0
disebut deret Fourier cosinus (Edwards, 1989: 555).

2.5.3 Definisi 13
Jika fungsi f terdefinisi pada (-L, L) dan f merupakan fungsi ganjil maka deret

Fourier dari f pada (-L,L) disebut deret Fourier sinus dari f pada (-L,L) dan deret Forier

tersebut berbentuk :
f(x) = >, sin 2%
n=1
dengan koefisien
1§ nzx
b == f(x sin—dx_— f(x sm—dx
=T j ()sin=" j (x)

disebut deret fourier sinus (Edwards, 1989: 555).

Contoh 11:

Dipunyai f : R — R, dengan f(x)=1, 0 < X< 1, tentukan:
a. Deret Fourier cosinus dari f pada selang (0,7),

b. Deret Fourier sinus dari f pada selang (0, 7).

Penyelesaian:

a. Deret Fourier cosinus dari f pada selang (0,7) adalah f(x)= —0 Za COS—
1
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a0=%jfumx
0

= Zfax= 2] = 2 (r-0)=2.
ﬂ'o T VA

a, =3.[ f(x)cosn—ﬂxdx
Ty L

= chos nxdx = EFsin nx} =0.
Ty T|n 0

Jadi deret Fourier cosinus dari f pada selang (0, 7) adalah

2 & nzx
f(x)==+ ) 0cos—
(0= ; 3
< f(x)=1.

b. Deret Fourier sinus dari f pada selang (0, ) adalah
= . NznX
f(x)=> b, sin—.
n=1 L

L
b, =£If(x)sin%dx
L) L

T

=£]Zsinnxdx:£{—lcosnx} =i[—(—1)”+1]=£[(—1)”+1+l].
Ty 71 n o Nz nz

Jadi deret Fourier sinus dari f pada selang (0, 7) adalah

um:%i%kgw+$mm.

n=1

2.6. Masalah Nilai Awal dan Syarat Batas

Suatu persamaan memiliki lebih dari satu solusi. Agar dapat diperoleh solusi

tunggal dari persamaan diferensial tersebut, maka ditentukan suatu kondisi. Kondisi itu
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sendiri terdiri dari dua bagian yaitu kondisi awal dan kondisi batas. Suatu kondisi awal
biasanya berhubungan dengan waktu awal t, (strauss 1995,19).
Terdapat tiga jenis kondisi batas yang penting yaitu :

1. Kondisi Dirichlet, jika u telah ditentukan,

L . ou .
2. Kondisi Neuman, jika turunan normalnya n = U, telah ditentukan,
n

3. Kondisi Robin, jika Z—u+ au telah ditentukan, dengan a adalah sebuah fungsi yang
n

bergantung pada variabel yang sama dengan u
Contoh kondisi batas pada domain 0 < x <1 :

1. Kondisi Dirichlet, u(0,t) = f(t) dan u(l,t) = g(t),

2. Kondisi Neuman, iu(O,t) = h(t) dan iu(I,t) =i(t),
on on

3. Kondisi Robin, aﬁu(o,t)+au(o,t) ~ i(t) dan aiu(l,t)+a.u(|,t)= K(t).
n n

Selanjutnya masalah mencari solusi dari suatu persamaan diferensial yang memenubhi
kondisi batas disebut masaah nilai batas (MNB).

Dalam penelitian ini yang akan digunakan dalam membahas persamaan
gelombang satu dimensi adalah:

1. Kondisi Dirichlet , yaitu u(0,t) =0=u(l,t),
2. Kondisi Neuman, yaitu u,(0,t) =0=u (l,t),
3. Kondisi Campuran (Dirichlet & Neuman) yaitu u,(0,t)=0=u(l,t) dan

u(,t)=0=u,(l,t).



BAB Il1
METODE PENELITIAN

Pada penelitian ini metode yang digunakan penulis adalah studi pustaka.

Langkah-langkah yang dilakukan adalah sebagai berikut :

3.1 Menentukan Masalah
Dalam tahap ini dilakukan pencarian sumber pustaka dan memilih bagian

dalam sumber pustaka tersebut yang dapat dijadikan sebagai permasalahan.

3.2 Perumusan Masalah
Tahap ini dimaksudkan untuk memperjelas permasalahan yang telah

ditemukan yaitu:

1. Bagaimana konversi deret Fourier dalam solusi umum persamaan
diferensial parsial pada persamaan gelombang dimensi satu untuk kondisi
Dirichlet, Neuman, dan Campuran dengan menggunakan pemisahan
variabel?

2. Bagaimana visualisasi deret Fourier dalam penerapan solusi persamaan
gelombang satu dimensi?

3.3 Studi Pustaka

Dalam tahap ini dilakukan kajian sumber-sumber pustaka dengan cara

mencari teori  atau informasi yang berkaitan dengan permasalahan,

mengumpulkan konsep pendukung seperti definisi dan teorema serta

membuktikan teorema-teorema yang diperlukan untuk menyelesaikan
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permasalahan. Sehingga didapat suatu ide mengenai bahan dasar

pengembangan upaya pemecahan masalah.

3.4 Analisis dan Pemecahan Masalah
Dari perumusan masalah diatas, maka langkah selanjutnya yang diakukan
olen penulis adalah mencari literatur-literatur yang terkait dengan
permasalahan untuk dijadikan sebagai landasan bagi penulis dalam
memecahkan masalah yaitu yang berkait dengan definisi dan teorema yang
mendukung pemecahan masalah. Analisis dan pemecahan masalah dilakukan

dengan langkah-langkah sebagai berikut:

- Menjelaskan tentang konsep dari deret Fourier.

- Menjelaskan solusi umum persamaan diferensial parsial pada persamaan
gelombang dimensi satu dengan kondisi Dirichlet (u(0,t) =0=u(l,t)).

- Menjelaskan solusi umum persamaan diferensial parsial pada persamaan

gelombang dimensi satu dengan kondisi Neuman (u, (0,t) =0=u, (l,t)).

- Menjelaskan solusi umum persamaan diferensial parsial pada persamaan

gelombang dimensi satu dengan kondisi Campuran (u, (0,t)=0=u(l,t))
dan (u(0,t)=0=u,(l,t)).
3.5 Penarikan Kesimpulan
Langkah terakhir yang dilakukan oleh penulis adalah menarik suatu
kesimpulan dari hasil-hasil yang diperoleh pada langkah di atas. Selanjutnya
dari hasil kajian yang diperoleh, diharapkan dapat bermanfaat bagi
perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi, khususnya Matematika serta

mampu membuka wacana baru bagi kajian berikutnya.



BAB IV

PEMBAHASAN

4.1 Solusi Umum Persamaan Persamaan Diferensial Parsial Pada Persamaan

Gelombang Dimensi Satu Dengan Pemisahan Variabel.

4.1.1 Solusi Persamaan Diferensial Parsial Pada Persamaan Gelombang Dimensi

Satu dengan kondisi Dirichlet.

Dipunyai persamaan gelombang U, = C2UXX.

Dalam kondisi Dirichlet u(0,t) =0 =u(l,t), dengan kondisi awal
u(x,0) =¢(x) dan u,(x,0)=w(x), 0<x<L.

Penyelesaian:

Misalkan solusi persamaan gelombang di atas adalah

u(x,t)=X(x).T(t).

u, = X"(X)T(t) d U, = X(X)T'(t)

Diperoleh an .
Uy, = X"(X).T(t) Ug = X (X).T"'(t)

n "

Diperoleh U, = c2u,,, < X () T"(t) = c2X" ()T (t) < x7 _ TTT @
C

. Tll xll 2
Tulis —— :7 =—A (dengan A= °,4>0). 4.2)
cT
. ™ X" . I
Dari persamaan ——=——= —A ada dua persamaan diferensial biasa X(x) dan
cT
T(t) yaitu :
XII

1. ——=A X"+AX =0
X

2 —T2—=,1@T"+c2,ﬂ =0.
cT
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Berdasarkan landasan teori 2.2.7 diperoleh solusi persamaan diferensial biasa
homogen yaitu:
1. X(x) =Ccos px + Dsin px
2. T(t)= Acoscpt +Bsincpt (A, B, C, D konstan).
Dari kondisi Dirichlet u(0,t) =0=u(l,t).
Diperoleh u(0,t) =0
< X(0)=0
«<>Ccos0+DSirh=0

<C+0=0
<= C=0.

dan u(l,t)=0

< X()=0

< Ccospl+Dsin gl =0
< 0+Dsingl=0

< Dsinfgl=0

Dari persamaan di atas D # 0, sehingga sin gl =0

S Al=nx

Nz

C)ﬂzl—

2
Dari persamaan (4.2) diperoleh A, = (nl—”j .

Sehingga X, (x) =sin nl—” X, (n=1,2,3,.....) karena 5 >0.

. nac . nac ) . N
Jadi u, (x,t) :(Ah cosTt+ B, sin thsmTﬁx. n=1,2,3,..

Jadi solusi umum dari persamaan gelombang dalam kondisi Dirichlet adalah



o0

u(x,t) = Zu xt)=> (A cos t+B smnl—tjsmnl—x

n=1
(4.3)

Dari kondisi awal u(x,0) = ¢(x) diperoleh

u(x,0) = ¢(x) = i(An cos0+ B, sin0)sin nl—” X = P(X)

n=1
- . N
e YA, sin—2 x = ¢(X) .
n=1 I
Dengan konversi deret Fourier Sinus untuk ¢(x) diperoleh
[
2 . N
A, = T_[gb(x)sm T”x
0

(4.9)

Dari persamaan (4.3) diturunkan terhadap t diperoleh

= nzc . nac nzc nzc_ ) . n
ut(x,t):z (—Aq : sin—t+ B, cos tjsm—”x.
n=1

Dari kondisi awal u, (X,0) = w(x) diperoleh

ut(x,O)zw(x)ei[— Tﬂcsm0+B ;chosojsml—x w(X)
n=1

@i( An—O +B,— I jsme v (X)
@iB n:zcsmnl—”x w(X).
n=1

Dengan konversi deret Fourier Sinus untuk y(x) diperoleh.
|
2 . n
B, = —jyx(x)sm Zy
nzc I

(4.5)
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Jadi solusi persamaan gelombang dimensi satu dengan kondisi Dirichlet adalah

u(x,t)=>y" (A cos—t+B smnthsmnl—ﬂx
n=1
Dengan konversi deret Fourier
[

A, =EI¢(x)sinn—ﬁx n=1,2,.

I I
[

B, =ij'v//(x)sinn—ﬁx n=12,.

nzc I

4.1.2 Solusi Persamaan Diferensial Parsial Pada Persamaan Gelombang Dimensi

Satu dengan kondisi Neuman.

Dipunyai persamaan gelombang u; = C2UXX.

Dalam  kondisi Neuman u,(0,t)=0=u,(l,t), dengan kondisi awal
u(x,0) = ¢(x) dan u,(x,0) =y (x), 0<x<L.

Penyelesaian:
Misalkan solusi persamaan gelombang di atas adalah

u(x,t)=X(x).T(1).

: Uy = X' ()T (1) U = X()T" ()
Diperoleh N an e
XX — X (X)T (t) Uy = X(X)T (t)
. " " X" 1"
Diperoleh U, = c?U,, < X (X)T"(t)=c*X"(x)T(t) GTZE
(4.6)
Tulis TT = X7 =—] (dengan A = A%, B>0). (4.7)

cT



35

Dari persamaan TT :x— =—A ada dua persamaan diferensial biasa X(x) dan
cT
T(t) yaitu:
XII

1. —7=i® X"+AX =0

2. —T2—=,1@T"+c2,ﬂ =0.
cT

Berdasarkan landasan teori 2.2.7 diperoleh solusi persamaan diferensial biasa
homogen yaitu :

1. X(x) =Ccos fx+ Dsin px

2. T(t)=Acoscpt+Bsincpt (A, B, C, D konstan).

Dari kondisi Neuman u, (0,t) =0=u,(l,t).

Diperoleh u,(0,t) =0

< X'(0)=0
<-C0+DA1=0
<0+D=0
< D=0.
dan u,(l,t) =0
=X (1)=0

< -C.psin gl +0.cos gl =0
< -C.Asingl+0=0
< -C.psinfgl =0

Dari persamaan di atas C = 0, sehingga sin gl =0
S pA=nx

V4
I
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2
. . n
Dari persamaan (4.7) diperoleh 4, = (TEJ ,untuk n=0,1,2,......
Sehingga X, =C cosnl—” X, ambil C = 1.

. n
Diperoleh X, = cosTﬁX.

Jadi u, (x,t) = [An cosn|—t+B smnthcosnl—ﬂx

Jadi solusi umum dari persamaan gelombang dalam kondisi Neuman adalah

n n
u(x,t) = Zu (x,t) = z (A cos I t+B sin Tct)cosTﬁx. (4.8)
Dari kondisi awal u(x,0) = ¢(x) diperoleh

u(x,0) = ¢(x) = i(An cos0+ B, sin O)cosnl—”x = #(X)

n=0
- nz
< DA cos——X=gp(X).
n=1 I
Dengan konversi deret Fourier Cosinus untuk ¢(x) diperoleh
=— I #(X) cos (4.9)

Dari persamaan (4.8) diturunkan terhadap t diperoleh

- nac . Nnac nac __ nac n
U (x,t)=>" [—A1 SN t+B, ;oS t]cosl—”x.
Dari kondisi awal u, (x,0) = w/(x) diperoleh

ut(x,O):y/(x)@i( A, Tsm0+B I cosojcosnl—x w(X)

@Z(— A, %.Oﬁt B, %.1jcosnl—”x=w(x)
n=1



o0

< B, cosl—x w(X).

n=1

Dengan konversi deret Fourier Cosinus untuk y(x) diperoleh
|
B, = i'fz,//(x) cosn—”x. (4.10)
nzc g I

Jadi solusi persamaan gelombang dimensi satu dengan kondisi Neuman adalah

u(x,t) = z (A cos 17 I t+B sin nrctjcosnl—ﬂx

Dengan konversi deret Fourier

2! Nz
A=1 j #(x) cos—=x n=12..

|
B, =LJ.1//(X)COSn—7[X n=1,2,..
nzc ¢ I

Satu dengan Kondisi Campuran (Dirichlet dan Neuman).

Kasus u(0,t) =0 =u,(l,t):

Dipunyai persamaan gelombang U, = czuxx.

Dalam kondisi Campuran u(0,t)=0=u,(l,t), dengan kondisi
u(x,0) =¢(x) dan u,(x,0)=w(x), 0<x<L.

Penyelesaian :

Misalkan solusi persamaan gelombang di atas adalah u(x,t)=X(x).T(t).

U= X091 Uy = X(X)T'(t)

Diperoleh an
XX X”(X)-T (t) Uy = X(X)'T”(t)
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Diperoleh Uy =¢7U, & X ()T () =6 X"()T() & 2 - = TTT
c

(4.11)

. ™ X" 2
Tulis —2—=——=ﬂ, (dengan A = p°, 5 >0). (4.12)

I R

. T X" . L

Dari persamaan — ——=——-= A ada dua persamaan diferensial biasa X(x)
cT

dan T(t) yaitu :

1. —X7=/1© X"+AX =0

2. —T2—=,1@T"+c2,ﬂ =0.
cT

Berdasarkan landasan teori 2.2.7 diperoleh solusi persamaan diferensial biasa
homogen yaitu :

1. X(x) =Ccos px + Dsin px

2. T(t)=Acoscpt+Bsincpt (A, B, C, D konstan).
Dari kondisi Campuran u(0,t) =0=u,(l,t).

Diperoleh u(0,t) =0

< X(0)=0

< Ccos0+DSi=0
<C+0=0
<C=0.

dan u,(l,t)=0

< X'()=0

< —fCsinfl+Dpcos Al =0
< 0+Dgcospl =0

< Dpcospl =0

Dari persamaan di atas D # Odan £ # 0 , sehingga cos gl =0
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@ﬁlz(n+%}r
3
n+-—|r

o f= 2

2

n+=|r
Dari persamaan (4.12) diperoleh 1 = [ ZJ ,untuk n=1,2,3,......
n
|

(n+2Jﬁ
Sehingga X, = Dsin 1 X, ambil D = 1.
Diperoleh X, =sin

)
N+ jc
t+anin|—

Jadi u, (x,t) =| A, COS(I—

Jadi solusi umum dari persamaan gelombang dalam kasus u(0,t) =0 =u,(l,t)

1 1 1
u(x,t)=>"u, (xt)= AhcosliHanin | t |sin i X(4.13)
n=1 n=1

adalah

Dari kondisi awal u(x,0) = ¢(x) diperoleh

) n+]ﬂ
u(x,0) = ¢(x) < >_(A, cos0+ B, sin0)sin (+x = ¢(X)

) [n+jﬂ
<A sin+x=¢(x).

n=1
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Dengan konversi deret Fourier Sinus untuk ¢(x) diperoleh

1
N (n+2j
I #(Xx)sin

0

—F—X.

(4.14)

Dari persamaan (4.13) diturunkan terhadap t diperoleh

1 1 1 1 1
e (e (e (wl)e] (i
ut(x,t)zz ~A I i | t+B, I I i

Sin COS t|sin | X

Dari kondisi awal u, (x,0) =w(x) diperoleh

) (n+;jm (n+;jm
U (x0) =y (x) = —Afsin0+ ancoso sin

(MI—;}T

X=y(X)

.1 sin

) (n+;jﬂc (n+;jﬂc
C}Z —Anl—.O+Bn | XZW(X)

3

sin X=w(X).

Dengan konversi deret Fourier Sinus untuk y(x) diperoleh

1
(m 2]
jyx(x)sm

( 2}”0 |

By ="+ —X.

(4.15)
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Jadi solusi persamaan gelombang dimensi satu dengan kondisi Campuran kasus

u(0,t) =0=u,(l,t) adalah

1 1 1
u(x,t):z AhcosfHaninft sinfx
=1

Dengan konversi deret Fourier

o3y

2 .
A =] o0sin —=x n=1.2,..
)
| n+— |z
Bn ﬁ!l//(X)Sin%X
n+— |aC
2 n=1,2,.

Kasus u,(0,t)=0=u(l,t):

Dipunyai persamaan gelombang U, = czuxx.

Dalam kondisi Campuran u,(0,t)=0=u(l,t), dengan kondisi awal
u(x,0) =¢(x) dan u,(x,0)=w(x), 0<x<L.

Penyelesaian :

Misalkan solusi persamaan gelombang di atas adalah u(x,t)=X(x).T(t)

U= X091 Uy = X(X)T"(t)

Diperoleh an
Uy = X" ()T () U = X ()T (1)

Diperoleh uy = 02uXX < X(X)T"(t) = CZX”(x),T t) & — =T2_'
X cT

(4.16)
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Tulis —TT = X = A (dengan A = %, >0).
cT X
(4.17)
Dari persamaan - = A ada dua persamaan diferensial biasa X(x)
cT X
dan T(t) yaitu :
X n

lL-——=1 X"+AX =0
X

2. —TZ—:/1<:>T"+CZ/1T =0.
cT

Berdasarkan landasan teori 2.2.7 diperoleh solusi persamaan diferensial biasa
homogen yaitu :
1. X(x) =Ccos px+ Dsin px
2. T(t)=Acoscpt+Bsincpt (A, B, C, D konstan).
Dari kondisi Campuran u, (0,t) =0=u(l,t).
Diperoleh u,(0,t) =0
< X'(0)=0
< —Cpsin0+Dpcos0=0
<0+DB=0
< D=0.
dan u(l,t)=0
< XMH=0
< Ccos Al +0.sinpl =0

< Cpeospl+0=0
< Cpeospl =0

Dari persamaan di atas C = 0dan f# #0 , sehingga cos gl =0
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<Z>ﬂ|=[ﬂ+%)ﬂ'
3
n+-—|r

S f= 2

ro3k]
n+57z
-~——~< | ,untukn=1,23,

Dari persamaan (4.17) diperoleh A, = I

e

n+§ T

Sehingga X, =C cosfx, ambil C = 1.

)

n+— |z

\_2)
|

1 1 1
Jadi u, (x,t) = AhcosfHaninft cosf

Diperoleh X, = cos X.

X.

Jadi solusi umum dari persamaan gelombang dalam kasus u,(0,t) =0 =u(l,t)

el

uxt)=>u, (xt)= A]cos|7t+anin t |cos X (4.18)
n=l n=1

adalah

Dari kondisi awal u(x,0) = ¢(x).

) n +jﬂ
Diperoleh u(x,0) = ¢(x) < Z(An cos0+ B, sin O)COS(+ X = ¢(X)

n=1
"2
nN+—|r
2

@iAn cosfx=¢(x).
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Dengan konversi deret Fourier Cosinus untuk ¢(x) diperoleh

y (n+;j
J'¢(x) COS——— (4.19)
0
Dari persamaan (4.18) diturunkan terhadap t diperoleh
1 1 1 1 1
. n+é n+é n+i n+é n+é
uXxt=> |-A I sin I t+B, ;s t |cos X
n=l

Dari kondisi awal u, (x,0) =w/(X) diperoleh

- (n-l—ljﬂc (n‘f'l]ﬂC
U (x0) = (x) = > | —A +sin0+ B, +

cos 2 X=w(X).

Dengan konversi deret Fourier Cosinus untuk /(x) diperoleh

B =#Jw(x)cos—2x.

et
n+_ |aC
2

Jadi solusi persamaan gelombang dimensi satu dengan kondisi Campuran kasus

(4.20)

u,(0,t) =0 =u(l,t) adalah
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1 1 1
o n+5 71C n+§ 7iC n+5 T
u(x,t) =y Ancosl—t+anin I t |cos X
=1

Dengan konversi deret Fourier

, (mljﬁ
A, :Izj'gé(x)cosl—zx n=1,2,..

|
B :#Jz//(x)cosfx. n=1,2,..

e
n+_ |ac
2

4.2 Visualisasi Deret Fourier Dalam Penerapan Solusi Persamaan Gelombang Satu

Dimensi.

4.2.1 Kasus persamaan gelombang dengan kondisi Dirichlet.

Contoh 4.1:

Sebuah gelombang u,; =144u,, dengan kondisi awal x +2 dan kecepatan awal 0.
Gelombang tersebut digetarkan pada 0 < x <4 dan t > 0 dalam kondisi Dirichlet
u(0,t) =0=u(l,t).

Penyelesaian:

Dipunyai U, =144u, untuk 0 <X <1, u(0,t)=0=u(l,t),

u(x,0) =g(x) =x+2,dan u,(x,0) =w(x) =0

Misalkan solusi persamaan gelombang di atas adalah  u(x,t)=X(x).T(t).

Uy = X"()T (t) Uy = X(X)T"(t)

Diperoleh an .
U = X"(X).T (1) U = X(X).T" (1)
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Diperoleh u, =144u,, < XT"=144X"T < L =T—.
X 1447

(4.21)
Tulis T _X —A dengan A =3 dan £ >0 konstan

144T X '
(4.22)

. T X" . L
Dari persamaan —— =—=—/ ada dua persamaan diferensial biasa X(x) dan
1447 X

T(t) yaitu :

xll

1. ——=1 X"+AX =0
X

2. 1 =1 T"+144AT =0.
1447

Berdasarkan landasan teori 2.2.7 diperoleh solusi persamaan diferensial biasa
homogen yaitu :

1. X(x) =Ccos fx+ Dsin px

2. T(t)= Acosl2pt + Bsinl12t. (A, B, C, D konstan).

Dari kondisi Dirichlet u(0,t) =0 =u(l,t)

Diperoleh u(0,t) =0

< X(0)=0

< Ccos0+DSinn=0
<C+0=0
<C=0.

dan u(l,t)=0
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< X()=0

< Ccospl+Dsingl =0
< 0+Dsingl =0

< Dsin gl =0.

Dari persamaan di atas D # 0, sehingga sin gl =0
< pl=nrx

o f= nl—”
nz )
Dari persamaan (4.22) diperoleh 4, = (Tj .
i . Nrx .
sehingga X, (X) = Dsml—x, ambil D =1.

Diperoleh X, (x) = Dsinnl—”x.

12nx nz

t+B, sinlzgtjsinl—x n=123,.

Jadi u, (x,t) = (An cos

Jadi solusi umum dari persamaan gelombang dalam kondisi Dirichlet adalah

u(x,t) = i [An cos

n=1

12:mt+ B, sin 12|nﬁtjsin nl—”x

(4.23)

Dari kondisi awal u(x,0)=x+2.

Diperoleh u(x,0) = x+2 < > (A, cos0+ B, sin 0)sinnTﬂx =X+2

n=1

< . Nrw
@Z;Ansme=X+2
n=:

Dengan konversi deret Fourier Sinus diperoleh

A = 2j(x+ 2)sin(nzx)dx
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_ zi (x+2)d(cos ””X)(_ %j

_ _%[(x +2)cos nﬂx—jcos naxd (x + 2)]:

1

_ _i{(x +2)cos n;zx—ij'cos n;zxd(mzx)}
nx nx

0

1
- —i{(x +2)cos nﬂx—isin nﬂx}

nz nz 0
2(-2nz —sinnz +3nzcosnz)
o n’z?
Dari persamaan (4.23) diturunkan terhadap t diperoleh
U (x,) = Z [ 12n7r . 12n7zt+ B, nzl2 cos nzl2 tjsinnl—”x
n=1

Dari kondisi awal u,(x,0)=0.

Diperoleh u,(x,0) = 0 <> z(— 1207 Gino+ B, 12%cosojsin”,—”x -0

n=1

sin—x=0.
ary I

= 12n7r . Nz
=2 B,

Dengan konversi deret Fourier Sinus diperoleh B, =0

Jadi solusi persamaan diferensial parsial dari persamaan gelombang dimensi satu

dengan kondisi Dirichlet adalah

W(t) = i(_ 2(-2nz —sin(nz)+3nx cos(n;r))j cos(L2n ) sin(nsq).

n’r?
Akan ditunjukan U(X,t) merupakan fungsi periodik.

Ambil sembarang X,t € R.

Pilih T =2r.
Diperoleh
u((x,t) +27) = Z( —2nz —sm(n;z);r3nzzcos(mr))j cos(2nat + 2z)sin(nzx + 2r)
n=1 n°z
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= i(_ 2(-2n7 —sin(rr:zz):r3n7zcos(n7r))j cos(12nat + 27z)sin(nzx + 27)
n=1 T

- i(_ 2(=2n7 - Sin(;‘f) 2+ 3n7[Cos(n”))j(cos(12n7zt).1— 0)sin(nzx).1+ cos(nx).0)
n=1 T

_ i[_ 2(-2nz - sin(gzz) 2+ anr cos(n;z))} cos(12n ) sin(nx)
n=1 T

=u(x,1).

jadi u(x,t) = i (— 2-2n7 - Sm(;f) : Sz cos(n;z))] cos(12nzt) sin(nzx) periodik

n=1 T

dengan periode 27 .
Berikut pergerakan U(X,t) padasaat t =0 hingga t = 0,0009

A
T

Gambar 4. Plot persamaan gelombang Contoh 4.1 di dengan kondisi Dirichlet pada
berbagai waktu t =0 hingga t = 0,0009

Pada Gambar 3 pergerakan gelombang dengan kondisi Dirichlet, x merupakan panjang
gelombang. Untuk waktu yang berbeda terlihat satu bentuk, hal ini disebabkan selang

waktu yang sangat pendek sehingga hanya tampak satu bentuk pergerakan gelombang.

b
I I

|
yoo-
I T

Untuk waktu yang lebih panjang, misal pada selang t =0 hingga t =0,09, maka

pergerakan u(Xx,t) digambarkan sebagai berikut.

g

Gambar 5. Plot persamaan gelombang contoh 4.1 dengan kondisi Dirichlet pada berbagai
waktu t =0 hingga t =0,09.

=




50

Deskripsi Gambar 4 sebagai berikut:

1) Warna merah yang pertama menunjukkan pergerakan u(x,t) untuk t =0.
2) Warna hijau menunjukkan pergerakan u(x,t) untuk t = 0,015.

3) Warna kuning menunjukkan pergerakan u(x,t) untuk t = 0,030.

4) Warna biru menunjukkan pergerakan u(x,t) untuk t = 0,045

5) Warna ungu menunjukkan pergerakan u(x,t) untuk t = 0,060 .

6) Warna biru muda menunjukkan pergerakan u(x,t) untuk t =0,075.

7) Warna merah yang kedua menunjukkan pergerakan u(x,t) untuk t = 0,09.

Gambar 3 dan 4 memperlihatkan bahwa gelombang untuk t yang semakin besar,
solusinya akan membentuk solusi yang periodik, hal ini disebabkan karena
karakteristik dari gelombang adalah bersifat periodik.

4.2.2 Kasus Persamaan Gelombang dengan kondisi Neuman.
Contoh 4.2:

Sebuah gelombang u,, =400u,, dengan kondisi awal x* dan kecepatan awal 0.

Gelombang tersebut digetarkan pada 0 < X <4 dan t > 0 dalam kondisi kondisi

Neuman u, (0,t) =0=u,(I,t).
Penyelesaian:

Dipunyai u, =400u,, untuk 0 <x<1
u,(0,t)=0=u,(l,t)

u(x,0) = ¢(x) = x*
u,(x,0) =(x) =0
Misalkan solusi persamaan gelombang di atas adalah  u(x,t)=X(x).T(t)

Uy = X" ()T (t) Uy = X(X)T"(t)

Diperoleh an .
Uy = X"(X).T (1) Uy = X().T" (1)
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Diperoleh u, =400u,, < X.T"=400X"T < L =T—.
X 4007

(4.24)
Tulis X0 — dengan A =% dan >0 konstan

400T X '
(4.25)

. T X" . L
Dari persamaan =—=—/ ada dua persamaan diferensial biasa X(x) dan
400T X

T(t) yaitu:

xll N
1l ——=4A X"+AX =0,

X

TII N

2. ———=1T"+200AT =0

1447

\

Berdasarkan landasan teori 2.2.7 diperoleh solusi persamaan diferensial biasa
homogen yaitu:

1. X(x) = Ccos px + Dsin px

2. T(t) = Acos 204t + Bsin 20 st (A, B, C, D konstan).

Dari kondisi Neuman u, (0,t) =0=u,(l,t)

Diperoleh u,(0,t) =0

< X'(0)=0
< —Csin0+Dcos0=0
<D=0
dan u,(I,t)=0

< X'()=0

< —Csinfgl+Dcos gl =0

< -Csinpl+0=0

< -Csinpl =0

Dari persamaan di atas C # 0, sehingga sin gl =0
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< pl=nx

Nz
R
2
. . nrx
Dari persamaan (4.25) diperoleh A, = (I—j .
. nzx .
Sehingga X, (x)=C COSl— X, ambil C=1.
. Nz
Diperoleh X (X) = cosl—x.

. 20nx nz
t+ B, sin thcosl—x n=1,2,3,..

Jadi u, (X,t) = (/—\] cos 20In7r

Jadi solusi umum dari persamaan gelombang dalam kondisi Neuman adalah

u(x,t) = i (An cos 20

n=1

In” t+ B, sin Zoln”t)cosnl—” X (4.26)

Dari kondisi awal u(x,0) = x*.

Diperoleh u(x,0) = x* <> " (A, cos0+ B, sin O)cosnl—”x =x’
n=1

- nz
DA cos ==X = X \
=1
Dengan konversi deret Fourier Sinus diperoleh

1
A = 2J' x? cos(nzx)dx
0
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- Zj x%d (sin(nﬂx))[nij
0 T
270, . 2
:E'X sm(nﬂx)—fsln nzxd (X )L
— , . 2 1
=n—_x sm(mzx)JrEJ.Xd(COS(nﬂX))}0

2
_2 _xz sin(nzx) + i(xcos(nﬂx) —ij'cos(nfzx)d (n7ZX)j:|
nz| nz nz .
-
T
(

1

== xzsin(nﬂx)+ixcos(n7zx)— 22 - sin(nﬂx)}
nzx n“z

n 0

2(-4sin(nz) + n’z?sin(nz) + Znﬂcos(nﬂ))
n’z’

Dari persamaan (4.26) diturunkan terhadap t diperoleh

u(x,t)=>" (—An 2007 Gin 2007 ¢ B, 2007 o 20n”tjcosn—”x
n=1

Dari kondisi awal u,(x,0) =0.

Diperoleh u,(x,0)=0< )" sin0+B,

n=1

(—An 20n7z 20n”cosojcosnl—”x=0

@ZBHZOIﬂSinnI—”x=O.

Dengan konversi deret Fourier Sinus diperoleh B, =0

Jadi solusi PDP dari persamaan gelombang dimensi satu dengan kondisi Neuman

adalah

u(x,t) = 2(2(— 4sin(nz)+n’z” sin(nz) + 2nz cos(nr)

3.3 jcos(ZOn;zt) cos(nzx)
n“z

Akan ditunjukan u(x,t) merupakan fungsi periodik.
Ambil sembarang x,t e R.

Pilih T =2x.

Diperoleh
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o) - 2 2 -
u((x,t) +27) Z( ( 4sinfir) +n'z f”l(nﬂ) +2nzcosr) )j cosROnt + 27) cosfx + 27)
n=1 nz

_ i 2(— 4sin(nz) —n?z?sin(nz) + Znﬁcos(nﬁ))

T3 cos(20nzt + 27) cos(nzx + 27)
n=1 n"z

:i 2(—4sin(n7r)—n27r2sin(n;r)+2n;zcos(nn)) (cos(20nt).1- 0)cos(n ). 1—0)

- ndrl
© _ - _ 2 2 A;

:Z 2( 4sin(nz)-n“z §|n3(n7r)+2nfrcos(n7r)) c0s(20n 2t) cos(nzx)
- n°rz

= u(x,t).

Jadi

W(xt) = i(z(— 4sin(nz)+ nzﬂ;ii;(nﬂ) +2nzcos(nz)

Jcos(ZOn at) cos(nzx)

peridodik dengan periode 27 .

Berikut pergerakan u(x,t) padasaat t =0 hingga t = 0,0009

[= I

o -

o= — /
=]

—o.=

—o_a

Gambar 6. Plot persamaan gelombang Contoh 4.2 dengan kondisi Neuman pada berbagai
waktu t =0 hingga t = 0,0009

Pada Gambar 5 pergerakan gelombang dengan kondisi Neuman, x merupakan panjang
gelombang. Untuk waktu yang berbeda terlihat hanya dua bentuk, hal ini disebabkan
selang waktu yang sangat pendek sehingga hanya tampak dua bentuk pergerakan

gelombang. Untuk waktu yang lebih panjang, misal pada selang t =0 hingga t = 0,09,

maka pergerakan u(X,t) digambarkan sebagai berikut:
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|
0

\
0
Lob

Gambar 7. Plot persamaan gelombang Contoh 4.2 dengan kondisi Neuman pada
berbagai waktu t =0 hingga t = 0,09

Deskripsi Gambar 6 sebagai berikut:

1) Warna merah yang pertama menunjukkan pergerakan u(x,t) untukt = 0,015 .
2) Warna biru muda menunjukkan pergerakan u(x,t) untuk t=0,030.

3) Warna ungu menunjukkan pergerakan u(x,t) untuk t=0,045.

4) Warna biru tua y menunjukkan pergerakan u(Xx,t) untuk t = 0,060

5) Warna kuning menunjukkan pergerakan u(x,t) untuk t =0,075.

6) Warna hijau menunjukkan pergerakan u(Xx,t) untuk t = 0,090 .

Gambar 5 dan 6 memperlihatkan bahwa gelombang untuk t yang semakin besar,
solusinya akan membentuk solusi periodik dengan periode 27, hal ini disebabkan

karena karakteristik dari gelombang adalah bersifat periodik.

4.2.3 Kasus Persamaan Gelombang dengan Kondisi Campuran.

Contoh 4.3:

Sebuah gelombang u,, = 256u,, dengan kondisi awal X + 6 dan kecepatan awal 0.
Gelombang tersebut digetarkan pada 0 < X <4 dan t >0 dalam kondisi kondisi
campuran u(0,t)=0=u,(l,t).

Penyelesaian:

Dipunyai u, =256u,, untuk 0 <x <1
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u@0,t)=0=u(l,t)
u(x,0) =g(x) =x+6
U, (x,0) =y (x)=0
Misalkan solusi persamaan gelombang di atas adalah  u(x,t)=X(x).T(t)

U= X"00T(M) Uy = X(X)T*(t)

Diperoleh N an e
U = X" (x).T(t) Uy = X(X).T" (1)
H " " X " T”
Diperoleh u, = 256u,, < XT"=256X"T & —=——. (4.27)
X 256T
Tulis X' -1 dengan A = 3% dan £ >0 konstan
256T X '
(4.28)
. T X" . L
Dari persamaan =—=-A ada dua persamaan diferensial biasa X(x) dan T(t)
256T X
yaitu:
Xll

1. —— =A< X"+AX =0,
X

2. L =1 T"+256AT =0.
256T

Berdasarkan landasan teori 2.2.7 diperoleh solusi persamaan diferensial biasa
homogen yaitu:
1. X(x) =Ccos px + Dsin px
2. T(t) = Acosl16 st + Bsinl6 st (A, B, C, D konstan).
Dari kondisi campuran u(0,t) =0=u, (I,t).
Diperoleh u(0,t) =0
< X(0)=0
< Ccos0+DSir0=0
<C+0=0
<C=0.
dan u,(l,t)=0
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o X'()=0

< —pCsin gl + pDcos gl =0
< 0+ pDcospl =0

< pDcospl =0

Dari persamaan di atas D # 0, dan g # 0 sehingga cos gl =0

1
< Al=(n +§)7r
(n+1)7r
= ﬂ = +

2
(n+£)7z

Dari persamaan (4.28) diperoleh 4, = |

1
(n+>)7
Sehingga X, (X) = Dsinl—zx , ambil D = 1.

(n+ 1)7z

Diperoleh X, (x) =sin I—ZX .

16(n+ )z 160+ 7 | (n+)r
Jadi u,(xt)= AjcosliHanin I t [sin |2

X

n=123,..

Jadi solusi umum dari persamaan gelombang dalam kondisi campuran

u(0,t)=0=u,(l,t) adalah

" 16(n+ 1)7[ 16(n+ 1)7r (n+ 1)7z
U, (xt)=>" Ajcos%Hanin I 2t sin |2 X.
n=1

(4.29)

Dari kondisi awal u(x,0) =x+6.
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, (n+ 1)z
Jelas U(x,0) = x+6 < > (A cos0+B, Sin0)sin——2—x = x+6
n=1
» (n+1)7r
@ZAnsinfzx=X+6
n=1

Dengan konversi deret Fourier Sinus diperoleh
1
ZI X+6) sm((n + —)ﬂxjdx
0

_ 4(12nz +14nzsin(nz) + 2cos(nz) + 6z + 7z sin(n))
72 (4n® +4n+1)

Dari persamaan (4.29) diturunkan terhadap t diperoleh

" 16(n+})7r 16(n+})7r 16(n+1)7r (n+1)7z (n+1)7r
u(xt=>"|-A I2 sin I2 t+B, |2 cos I2 t [sin I2

X

Dari kondisi awal u, (x,0) = O diperoleh

1 1
w 16(n+ = n+—
( 2)7r ( 2)%

U (x,0)=0<>"| B, i sin I x=0
n=1

Dengan konversi deret Fourier Sinus diperoleh B, =0

Jadi solusi persamaan diferensial parsial dari persamaan gelombang dimensi satu
dengan kondisi Dirichlet adalah

U(t) = d 4(12w+1417rsin(17z)+Zcos(17r)+67z+77zsin(17r))Jco{16(n +}) ﬂjsir[(n N 1)7[)
=y 7% (4n” +4n+1) 2 2

Akan ditunjukan u(x,t) merupakan fungsi periodik.
Ambil sembarang x,t e R.

Pilih T =2r.
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Diperoleh

u((x,t) + 27)
= (4(12nz +14nzsin(nz) + 2cos(nz) + 67 + 7zsin(nz))
72(4n% +4n +1)

1M

]cos[lG(n + %)ﬂ' + 27rjsin[(n + %)7[ + 27rj

4(12n7 +14nzsin(nz) + 2cos(nz) + 67)
72(4n° +4n+1)

4(12n7 +14nzsin(nz) + 2cos(nz) + 67) (cos[lG(n N E)ﬁj 1- Oj(sin[(n + E)ﬂj 1+ oj
£ 72 (4n° +4n+1) 2 27

:i 4(12n7 +14nzsin(nz) + 2cos(nr) + 67) cos(l6[n+1jﬁj8in[(n+£j”j
n=1 2 2

cos(lG(n + %)ﬂ' + Zﬂ)sin((n + %)n + Zyrj

M 2D

Il
JUN

72 (4n* +4n+1)

=u(xt).
Jadi

& dlnzr+14zsingr) +2c0s07) +67+Txsin(i) { 1 j '{ 1 j
u(x,t)—n=1 (@ 4] co 16(n+2)7z Si (n+2)7z

periodik dengan periode 27 .

Berikut pergerakan u(x,t) padasaat t =0 hingga t = 0,0009
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Gambar 8. Plot persamaan gelombang Contoh 4.3 dengan kondisi Campuran pada

berbagai waktu t =0 hingga t = 0,0009.

Pada Gambar 7 pergerakan gelombang dengan kondisi Campuran, x merupakan

panjang gelombang. Untuk waktu yang berbeda terlihat hanya satu bentuk, hal ini

disebabkan selang waktu yang sangat pendek sehingga hanya tampak satu bentuk

pergerakan gelombang. Untuk waktu yang lebih panjang, misal pada selang t =0

hingga t = 0,009, pergerakan u(x,t) digambarkan sebagai berikut:

Gambar 9. Plot persamaan gelombang Contoh 4.3 dengan kondisi Campuran pada

berbagai waktu t = 0 hingga t = 0,009

Deskripsi Gambar 8 sebagai berikut:

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

Warna merah yang pertama menunjukkan pergerakan u(x,t) pada saat t =0
Warna hijau menunjukkan pergerakan u(x,t) pada saat t = 0,0015 .

Warna kuning menunjukkan pergerakan u(Xx,t) pada saat t = 0,0030 .

Warna biru menunjukkan pergerakan u(x,t) pada saat t = 0,0045

Warna ungu menunjukkan pergerakan u(X,t) pada saat t = 0,0060 .

Warna biru muda menunjukkan pergerakan u(x,t) pada saat t = 0,0075 .
Warna merah yang kedua menunjukkan pergerakan u(X,t)pada saat

t=0,009.
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Gambar 7 dan 8 memperlihatkan bahwa gelombang untuk t yang semakin besar,
solusinya akan membentuk solusi periodic dengan periode 27z, hal ini disebabkan

karena karakteristik dari gelombang adalah bersifat periodik.



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Dari pembahasan diatas dapat disimpulan sebagai berikut:
1. Solusi persamaan diferensial parsial pada persamaan gelombang u,; = CZUXX,

O<x<l dalam kondisi Dirichlet u(0,t)=0=u(l,t) dan syarat batas

u(x,0) = ¢(x) dan u, (x,0) = w(x) adalah

= nzc . nac ) ... n
u(x,t)=>" (An cosTt+anm|—tjsmTﬂx.

n=1

Dengan konversi deret Fourier diperoleh koefisien
[ [
A, = 3j¢(x)sin N7y dan B, = ijw(x)sin”—”x.
Iy I nzc |

2. Solusi persamaan diferensial parsial pada persamaan gelombang Uy =C2uxx,

O0<x<I| dalam kondisi Neuman u,(0,t)=0=u,(l,t) dan syarat batas

u(x,0) = ¢(x) dan u,(x,0) = w(x) adalah

< nzc . nac n
u(x,t)y=>" (An cos==t+ B, sin thcosTﬁx.
n=0

Dengan konversi deret Fourier diperoleh koefisien

A,

| |
E_[f(x)cosn—”x dan B, =ijg(x)cosn—ﬂx.
I I nzac s I

3. Solusi persamaan diferensial parsial pada persamaan gelombang Uy :czuxx,

0<x<| dalam kondisi Campurar 72”‘ t)=0=u,(l,t) dan syarat batas

u(x,0) = ¢(x) dan u,(x,0) = w(x) adalah

62
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1 1 1
u(x,t) =Z Ancos|7t+8nsin I t [sin I
Dengan konversi deret Fourier diperoleh koefisien

o) el
n+ 5 n+ >
:—J'¢(x)sm ~——X dan B, = ja//(x)sm I X.
(n + JﬂC 0
2
4. Solusi persamaan diferensial parsial pada persamaan gelombang uy =Czuxx,
0<x<| dalam kondisi Campuran u,(0,t)=0=u(l,t) dan syarat batas

u(x,0) = ¢(x) dan u, (x,0) = (X) adalah

1 1 1
- n+§ 7c n+§ 7C n+§ T
ux,t)y=>" AhcosftJansin | t |cos X
n=1
Dengan konversi deret Fourier diperoleh koefisien

y (1j , (ml]ﬂ
I (x)cos 2 ~———~ X dan B :#J'l//(x)cos 2

“ 1 o
0 (n+j7zc°
2

5. Penerapan deret Fourier dalam penyelesaian persamaan diferensial parsial pada
persamaan gelombang satu dimensi dapat di visualisaikan dalam bentuk grafik
pergerakan gelombang yang membentuk solusi periodik dengan periode 27,

hal ini disebabkan karena karakteristik dari gelombang adalah bersifat periodik.
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5.2 Saran

Perlunya dilaksanakan penelitian lebih lanjut tentang penerapan Deret Fourier untuk

permasalahan daya kekuatan gelombang pada persamaan gelombang satu dimensi

dalam kehidupan sehari-hari.
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Lampiran 1. Plot gambar solusi contoh 4.1 dengan Program Maple

>restart:with(PDEtools):with(DEtools):with(plots):with(inttrans):
> phi:=(x)->x+2;

psi:=(x)->0;

I:=1;
¢ =x—x—+2
y=x—0
=1

> An:=2/I*int(phi(x)*sin(n*Pi*x/l),x=0..1);
Bn:=2/(n*Pi*c)*int(psi(x)*sin(n*Pi*x/I),x=0..1);

2(-2nm—sin(nm) + 3cos(nm)nmn)

An =- E n2
Bn =0
> u:=(x,t)->sum((An*cos(c*n*Pi*t/l)+Bn*sin(c*n*Pi*t/l))*sin(n*Pi*x/1),n=1..9);
9

u:=(x,t)— z [An cos( cnlnt J

n=1
+ Bn sin[ cnlntj] sin( nil'l',xj

> u(x,t):=sum((An*cos(c*n*Pi*t/l)+Bn*sin(c*n*Pi*t/l))*sin(n*Pi*x/I),n=1..9);

u(e. 1) = 10cos(cme) sin(mx)  cos(2cme) sin(2mwx)

T T

10 cos(3cmt)sin(3mx) 1 cos(4 cmt) sin(4mx)

3 T 2 T

N 2cos(Scme)sin(5mx) 1 cos(6cme) sin(6mx)

T 3 T

10 cos(7cme)sin(7mx) 1 cos(8cms)sin(8mx)

7 T 4 T

10 cos(9cmt) sin(9mx)
9 T

>c:=12;

66
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> animate(u(x,t),x=0..4,t=0..0.20,color=red,thickness=6);

> u(x,0):=subs(t=0,u(x,t)):
u(x,1):=subs(t=0.00015,u(x,t)):
u(x,2):=subs(t=0.0003,u(x,t)):
u(x,3):=subs(t=0.00045,u(x,t)):
u(x,4):=subs(t=0.0006,u(x,t)):
u(x,5):=subs(t=0.00075,u(x,t)):
u(x,6):=subs(t=0.0009,u(x,t)):

plot({u(x,0),u(x,1),u(x,2),u(x,3),u(x,4),u(x,5),u(x,6)},x=0..4,thickness=1);

> u(x,0):=subs(t=0,u(x,t)):
u(x,1):=subs(t=0.015,u(x,t)):

u(x,2):=subs(t=0.03,u(x,t)):
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u(x,3):=subs(t=0.045,u(x,t)):
u(x,4):=subs(t=0.06,u(x,t)):
u(x,5):=subs(t=0.075,u(x,t)):
u(x,6):=subs(t=0.09,u(x,t)):

plot({u(x,0),u(x,1),u(x,2),u(x,3),u(x,4),u(x,5),u(x,6)},x=0..4,thickness=1);

[u]
T A N AN N I TR A RN




Lampiran 2. Plot gambar solusi contoh 4.2 dengan Program Maple

> restart:with(plots):with(inttrans):
> phi:=(x)->x"2;

psi:=(x)->0;

l:=1;
(0] =x—x’
y:=x—0
=1

> An:=2/I*int(phi(x)*cos(n*Pi*x/I),x=0..1);
Bn:=2/(n*Pi*c)*int(psi(x)*cos(n*Pi*x/I),x=0..1);

P (-2sin(nn) + >’ sin(nn) + 2nmcos(nm))

P
Bn =0
> u:=(x,t)->sum((An*cos(c*n*Pi*t/1)+Bn*sin(c*n*Pi*t/l))*cos(n*Pi*x/I),n=1..9);
9

wi=(x,0)— 2, [An cos( C”IT”J

n=1

+ Bn sin( Cnlntncos( ’“;x]

> u(x,t):=sum((An*cos(c*n*Pi*t/l1)+Bn*sin(c*n*Pi*t/l))*sin(n*Pi*x/l),n=1..9);

_4cos(cme) sin(mx) N cos(2cmt) sin(2mx)

u(x,t) = ; 5
T T
4 cos(3cmt)sin(3mx) 1 cos(4cmt)sin(4mx)
—_—— + J—
9 2 4 2
T T
4 cos(5cmt)sin(5mx) 1 cos(6cmt)sin(6mx)
25 2 Ty 2
T T
4 cos(7emt)sin(7mx) | 1 cos(8cme)sin(8mx)
49 2 16 2

4 cos(9cmt)sin(9mx)

81 e

> ¢:=20;
c:=20

> animate(u(x,t),x=0..4,t=0..0.8,color=red,thickness=6);
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> u(x,0):=subs(t=0,u(x,t)):

u(x,1):=subs(t=0.00015,u(x,t)):

u(x,2):=subs(t=0.0003,u(x,t)):

u(x,3):=subs(t=0.0006,u(x,t)):

u(x,4):=subs(t=0.00075,u(x,t)):

u(x,5):=subs(t=0.0009,u(x,t)):
plot({u(x,0),u(x,1),u(x,2),u(x,3),u(x,4),u(x,5),},x=0..3,thickness=1);

> u(x,0):=subs(t=0,u(x,t)):
u(x,1):=subs(t=0.015,u(x,t)):
u(x,2):=subs(t=0.03,u(x,t)):
u(x,3):=subs(t=0.045,u(x,t)):
u(x,4):=subs(t=0.06,u(x,t)):
u(x,5):=subs(t=0.075,u(x,t)):
u(x,5):=subs(t=0.09,u(x,t)):
plot({u(x,0),u(x,1),u(x,2),u(x,3),u(x,4),u(x,5),u(x,6)},x=0..4,thickness=1);u(x,0):=subs(t
=0,u(x,t)):
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Lampiran 3. Plot gambar solusi contoh 4.3 dengan Program Maple

> restart:with(plots):with(inttrans):
> phi:=(x)->x+6;
psi:=(x)->0;

l:=1;

> An:=2/I*int(phi(x)*sin((n+1/2)*Pi*x/1),x=0..1);
Bn:=2/((n+1/2)*Pi*c)*int(psi(x)*sin((n+1/2)*Pi*x/I),x=0..1);
An =
1
©(4n*+4n+1)
+2cos(nn) +6m+ Trsin(nn)))

(4(12mn + 147mnsin(mn)

Bn =0

> u:=(x,t)->sum((An*cos(c*(n+1/2)*Pi*t/1)+Bn*sin(c*(n+1/2)*Pi*t/l))*sin((n+
1/2)*Pi*x/l),n=1..9);

1
9 + = |nt
u = (x,t)— 2 [An cos[c[n—z)]

n=1 [

A NS

/ /

>u(x,t):=sum((An*cos(c*(n+1/2)*Pi*t/l)+Bn*sin(c*(n+1/2)*Pi*t/l1))*sin((n+1/2)*Pi*x/I),
n=1..9);



> c:=16;

u(x,t) :=%

3 . (3
(18n —2) cos[ > cnt) sm( > nx]

2
T

cTt|sin inxj
2

cmt|sin lﬂ:x]
2

(54n+2)cos[ cnt)sin(%ﬂ:xj

81 2
cntj sin(£ nx)
2

2
T

|

(30m+2) cos[

t 35

[\S]

(SRS

N
o |+
S}

o 4

—_ A
—

(66 —2) cos(

o]

+ 121

(787 +2) cos(%cntj sin(% nxj

2
T

(90m —2) cos(%cntj sin(% nxj

2
T

+ 169

+ 225

(1027 + 2) cos(% cnt) sin[%nx)

+ 289 2

T

(1147 —2) cos(IT9 cnt) sin[%gnx)

+ 361 2

T

> animate(u(x,t),x=0..4,t=0..0.8,color=red,thickness=6);
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> u(x,0):=subs(t=0,u(x,t)):
u(x,1):=subs(t=0.00015,u(x,t)):
u(x,2):=subs(t=0.0003,u(x,t)):
u(x,3):=subs(t=0.00045,u(x,t)):
u(x,4):=subs(t=0.0006,u(x,t)):
u(x,5):=subs(t=0.00075,u(x,t)):
u(x,6):=subs(t=0.0009,u(x,t)):

plot({u(x,0),u(x,1),u(x,2),u(x,3),u(x,4),u(x,5),u(x,6)},x=0..4,thickness=1);
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> u(x,0):=subs(t=0,u(x,t)):
u(x,1):=subs(t=0.0015,u(x,t)):
u(x,2):=subs(t=0.0030,u(x,t)):
u(x,3):=subs(t=0.0045,u(x,t)):
u(x,4):=subs(t=0.0060,u(x,t)):
u(x,5):=subs(t=0.0075,u(x,t)):
u(x,6):=subs(t=0.0090,u(x,t)):

plot({u(x,0),u(x,1),u(x,2),u(x,3),u(x,4),u(x,5),u(x,6)},x=0..4,thickness=1);
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Contoh penggunaannya sebagai berikut :

Pandang persamaan diferensial suatu osilasi dengan gaya luar berkala sebagai berikut :

d2y dy ~ _ 1,05x<%
e +0,OZE+ 25y = f (t), dengan f(t)= {ngxd'a

dan f(t+1) = f (t) untuk setiap te R.
Kita ingin menentukan penyelesaian khusus dari persamaan diferensial tersebut.

Untuk itu kita nyatakan f (t) sebagai deret Fourier.
2. 1. 1.
f(t) =—(sin 24t + =sin 64t + =sin10zt +...)
T 3 5

Maka persamaan diatas dapat dinyatakan sebagai :

2
d Z +0,02d—y+ 25y = isin 2nat , dengan n=1,3,5,...
dt dt 7n

Penyelesaian khusus persamaan diferensial diatas adalah :

_ _ 2.2
0,08 cos2nat + Msin 2nat
D mD

Y, (t) =

Dengan D = (25—-47°n%)? +(0,047m)?
Dengan alasan kekonvergenan seragam deret, kita dapat menyimpulkan bahwa

y=Y,+Y,+Y;+..merupakan penyelesaian khusus persamaan diferensial tersebut

diatas.
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. Langkah-langkah pemrograman Maple untuk menyelesaikan persamaan
gelombang sebagai berikut:

- Menentukan nilai A, .
- Menentukan nilai B, .

- Menentukan U (x,t) dengan rumus yang telah diketahui.

- Animasi pergerakan persamaan gelombang dapat diperoleh dengan
menggunakan  perintah  animate dari  fungsi  U(X,t) dengan
mensubstitusikan nilai-nilai x dan t untuk rentang tertentu.

- Persamaan diferensial dibedakan menjadi dua yaitu Persamaan Diferensial
Biasa (ordinary differential equation) dan Persamaan Diferensial Parsial
(partial differential equation). Persamaan Diferensial Biasa didefinisikan
sebagai suatu persamaan yang mengandung satu atau lebih turunan biasa
suatu fungsi yang tidak diketahui dengan dua atau lebih peubah bebas.
Sedangkan Persamaan Diferensial Parsial didefinisikan sebagai suatu
persamaan yang mengandung satu atau lebih turunan parsial suatu fungsi

yang tidak diketahui dengan dua atau lebih peubah bebas.



