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ABSTRAK 

 

Setyowati, F.A. 2019. Model Matematika Penyebaran Flu Burung dengan 

Vaksinasi dan Petumbuhan Logistik Pada Populasi Unggas. Skripsi, Jurusan 

Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Negeri 

Semarang. Pembimbing Utama Muhammad Kharis, S. Si., M. Sc. dan Pembimbing 

Pendamping Dr. Tri Sri Noor Asih, S.Si., M.Si. 

Kata Kunci: flu burung, vaksinasi, pertumbuhan logistik, titik kesetimbangan, 

analisis kestabilan 

Flu burung adalah penyakit yang disebabkan oleh virus influenza tipe A. Virus 

influenza tipe B dan C dapat diisolasi dari manusia dan sifatnya kurang patogen 

dibandingkan dengan virus influenza tipe A. Penelitian ini membahas model 

matematika penyebaran flu burung dengan vaksinasi dan pertumbuhan logistik 

pada populasi unggas. Tujuan penelitian ini adalah membangun, menganalisis, 

mensimulasi, dan menginterpretasikan model matematika penyebaran flu burung 

dengan vaksinasi dan pertumbuhan logistik pada populasi unggas.  

Metode penelitian yang digunakan adalah (1) menentukan masalah, (2) 

merumuskan masalah, (3) studi pustaka, (4) analisis dan pemecahan masalah, dan 

(5) penarikan kesimpulan.  Dalam penelitian ini populasi manusia dibagi menjadi 

tiga kelas yaitu kelas manusia rentan 𝑆(𝑡), kelas manusia terinfeksi 𝐼(𝑡), dan kelas 

manusia sembuh 𝑅(𝑡). Sedangkan populasi unggas dibagi menjadi tiga kelas yaitu 

kelas unggas rentan 𝑆𝑏(𝑡), kelas unggas terinfeksi 𝐼𝑏(𝑡), dan kelas unggas 

divaksinasi 𝑉𝑏(𝑡). 

Berdasarkan hasil penelitian diperoleh satu titik kesetimbangan bebas penyakit (𝑃0) 

dan satu titik kesetimbangan endemik (𝑃1). Analisis yang dilakukan diperoleh 

bilangan reproduksi dasar (𝑅0) bergantung pada peluang terjadinya kontak antara 

unggas sehat dengan unggas terinfeksi, laju kematian alami pada populasi unggas, 

laju kematian unggas akibat terinfeksi flu burung, laju kematian unggas yang 

terinfeksi akibat dibakar, dan proporsi unggas yang divaksinasi. Analisis kestabilan 

juga telah dilakukan diperoleh 𝑅0 < 1 maka 𝑃0 stabil asimtotik lokal dan 𝑅0 > 1 

maka 𝑃1 stabil asimtotik lokal. Selanjutnya, hasil simulasi menunjukkan bahwa 

proporsi unggas yang divaksinasi memperkecil populasi manusia yang terinfeksi 

flu burung. Demikian pula halnya dengan proporsi pembakaran unggas sehingga 

dapat mencegah terjadinya wabah endemik. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Penyakit merupakan suatu keadaan abnormal dari tubuh atau pikiran yang 

menyebabkan ketidaknyamanan, disfungsi, atau kesukaran terhadap orang yang 

dipengaruhinya. Penyakit dibagi menjadi dua jenis, yaitu penyakit menular dan 

penyakit tidak menular (Bustan, 1997). Penyakit menular adalah penyakit yang 

disebabkan oleh kuman berupa virus, bakteri, amuba, atau jamur yang menyerang 

tubuh manusia, di antaranya influenza, malaria, campak, dan flu burung. Penyakit 

tidak menular adalah penyakit yang tidak disebabkan oleh kuman, tetapi disebabkan 

karena adanya problem fisiologis atau metabolisme pada jaringan tubuh manusia, 

di antaranya batuk, sariawan, dan sakit perut. Penyakit menular dapat menyebabkan 

wabah pada suatu populasi. Wabah penyakit selama periode waktu yang singkat 

disebut epidemi. Jika wabah tetap dalam suatu populasi selama jangka waktu yang 

panjang, maka disebut endemik (Padilah, 2017). 

Flu burung telah menjadi perhatian masyarakat luas karena telah 

menewaskan banyak korban baik unggas maupun manusia (Rahmalia, 2017). 

Laporan dari WHO, pada awal tahun 1918 wabah pandemik virus influenza telah 

membunuh lebih dari 40.000 orang, di mana subtipe yang mewabah saat itu adalah 

virus H1N1 yang dikenal “Spanish Flu”. Tahun 1957 virus bermutasi menjadi 

1 
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H2N2 atau ”Asian Flu” menyebabkan 100.000 kematian. Tahun 1968 virus 

bermutasi menjadi H3N2 atau “Hongkong Flu” menyebabkan 700.000 kematian. 

Pada tahun 1997 virus bermutasi lagi menjadi H5N1 atau “Avian Influenza” 

(Murwanti et al., 2013). 

Murwanti et al (2013) menyebutkan bahwa di Asia Tenggara banyak terjadi 

kasus flu burung. Hingga 6 Juni 2007, WHO mencatat sebanyak 310 kasus dengan 

189 kematian pada manusia yang disebabkan oleh virus ini, termasuk di Indonesia 

sebanyak 99 kasus dengan 79 kematian. Hal ini dipengaruhi oleh mata pencaharian 

sebagian penduduk Indonesia sebagai peternak unggas, sehingga Indonesia rawan 

terhadap penyebaran penyakit flu burung. Selain itu, kurangnya pengetahuan 

sebagian penduduk Indonesia tentang flu burung ikut pula mempengaruhi laju 

penyebaran flu burung. 

Pada tahun 2009 merebak epidemi flu burung kemudian diikuti epidemi flu 

babi. Epidemi flu tersebut menyebabkan beberapa kasus kematian dan banyak 

manusia yang masuk rumah sakit. Turunan virus H5N1 diidentifikasi sebagai 

penyebab terjadinya epidemi flu burung sedangkan turunan virus H1N1 

diidentifikasi  sebagai penyebab epidemi flu babi. Gejala yang ditimbulkan mirip 

dengan flu musiman yang disebabkan oleh turunan virus H3N2 (Yang et al., 2009). 

Kemampuan virus H5N1 untuk bermutasi sangatlah tinggi sehingga perlu 

diwaspadai terkait penyebaran virus ini di populasi unggas sehingga beberapa 

tindakan pencegahan telah dilakukan seperti pemusnahan unggas yang diduga 

terinfeksi, vaksinasi pada unggas sebelum dan sesudah terinfeksi, dan karantina 

bagi manusia yang terinfeksi (Gooskens et al., 2009). Menurut WHO dalam 
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Hutapea (2016), pada Desember 2014 beberapa pusat penelitian bahkan universitas 

di dunia sudah berhasil menemukan vaksin untuk virus flu burung, baik vaksin 

untuk manusia atau vaksin untuk unggas. 

Pada tahun 2015 flu burung pada manusia masih mewabah di dunia. Kasus 

tersebut dapat ditemukan di Afrika Utara dan Asia Timur. Negara yang paling parah 

terjangkit adalah China dengan mengalami banyak strain virus yang mewabah dan 

terus meluas. Informasi yang diterbitkan oleh CNN Indonesia menyatakan bahwa 

kasus flu burung di dunia masih terjadi, walaupun kemungkinan risiko flu burung 

menyerang manusia lebih kecil. Kasus flu burung terus terjadi di Asia maupun 

Eropa, hingga kini flu burung masih menjadi ancaman bagi seluruh dunia 

(Damaryana, 2017). 

Model matematika untuk epidemi merupakan suatu alat yang dapat 

digunakan untuk mempertimbangkan strategi-strategi dalam mengendalikan 

penyebaran penyakit. Model matematika juga dapat membantu memprediksi 

pengendalian epidemi di masa mendatang agar tidak terjadi endemik. Macam-

macam model matematika epidemi untuk menganalisis penyebaran penyakit adalah 

SEI, SEIS, SEIR, SI, SIR, SIS, SIRS, dst (Siswanto, 2013). 

Padilah (2017) menjelaskan bahwa model yang paling sederhana adalah 

model SI. Pada model ini, populasi yang diamati terbagi menjadi dua kompartemen, 

yaitu kelompok individu yang rentan S dan kelompok individu terinfeksi I. Pada 

tahun 1927, Kermack dan McKendrick memperluas model SI menjadi model SIR. 

Model SIR pada awalnya dikembangkan untuk mengetahui laju penyebaran dan 

kepunahan suatu wabah penyakit dalam suatu populasi tertutup dan bersifat 
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epidemik. Model endemik SIR menggambarkan penyebaran penyakit dimana total 

populasi pada model ini diasumsikan konstan karena pengaruh kelahiran, kematian 

maupun laju migrasi. Laju kelahiran pada model SIR diasumsikan sama dengan laju 

kematian. Pada tahun 1932, Kermack dan Hendrick juga merumuskan model SIS. 

Pada model ini, individu yang terinfeksi menjadi rentan kembali setelah sembuh 

dari penyakitnya. Sedangkan model SIRS adalah model di mana individu yang 

sembuh tidak akan rentan terhadap penyakit yang sama sampai kekebalannya 

hilang. Model SIRS pernah diteliti dalam Padilah (2017) yang model epideminya 

tidak memperhatikan adanya perubahan populasi manusia seperti imigrasi atau 

emigrasi dan model yang dikembangkan memperhatikan pertumbuhan logistik 

pada populasi manusia. 

Beberapa peneliti telah melakukan penelitian tentang pemodelan 

matematika penyebaran flu burung di antaranya adalah Derouich dan Boutayeb 

(2008). Model yang dikembangkan Derouich dan Boutayeb belum mengakomodir 

fakta adanya kematian unggas yang terinfeksi karena infeksi virus dan belum 

adanya tindakan vaksinasi pada burung yang rentan. Model yang dikembangkan 

juga mengasumsikan bahwa populasi burung konstan dan belum mengakomodir 

adanya mutasi virus flu burung yang mampu menjangkiti manusia. Siswanto 

(2013), melakukan analisis model SIR-SI dengan mengasumsikan bahwa populasi 

manusia tidak konstan dan populasi unggas konstan. Sedangkan dalam Hutapea 

(2016), model yang diteliti memperhatikan kontrol vaksinasi pada populasi 

manusia dan model SI-SIIR yang diteliti mengasumsikan bahwa setiap unggas yang 

terinfeksi akan mati, tetapi setiap manusia terinfeksi bisa meninggal atau sembuh. 
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Dalam Kharis dan Cahyono (2015), model yang diteliti berbentuk SIRS 

dengan mengasumsikan populasi konstan. Vaksinasi diberikan pada populasi kelas 

rentan. Model yang dikembangkan Tasmi dan Nuraini (2016) menggunakan 

metode algoritma Genetika pada pengoptimalan vaksinasi dan treatment dengan 

biaya minimal. Model tersebut mengasumsikan populasi manusia dan populasi 

unggas tidak konstan. Pada populasi unggas dijelaskan bahwa vaksinasi memiliki 

tingkat keberhasilan 100% dan populasi manusia yang sembuh memiliki 

kemungkinan rentan kembali. Sedangkan dalam Rahmalia (2017), dilakukan 

analisis dari model penyebaran flu burung pada populasi campuran. Model tersebut 

mengasumsikan bahwa manusia yang telah terinfeksi belum bermutasi sehingga 

belum dapat menularkan penyakit pada manusia sehat lainnya. 

Pada penelitian ini, penulis berusaha melengkapi pemodelan yang telah 

dikembangkan dengan menambahkan beberapa fakta dan asumsi. Selain itu, 

peneliti berusaha melengkapi studi kasus menjadi pertumbuhan logistik pada 

unggas dan membatasi penelitian vaksinasi hanya pada populasi unggas. 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka penulis mengambil judul “MODEL 

MATEMATIKA PENYEBARAN FLU BURUNG DENGAN VAKSINASI 

DAN PERTUMBUHAN LOGISTIK PADA POPULASI UNGGAS”. 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menurunkan model matematika yang 

dihasilkan. Penelitian ini juga ditujukan untuk mengetahui efektifitas tindakan 

pencegahan yang dilakukan pada virus flu burung. Kontribusi penelitian ini antara 

lain untuk menambah dan memperluas pengetahuan tentang pemodelam 
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matematika khusunya model penyeberan flu burung. Hasil penelitian ini dapat 

menjadi salah satu acuan dalam menyikapi kasus flu burung yang terjadi. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas dapat dirumuskan beberapa masalah, 

antara lain. 

1. Bagaimana penurunan model matematika penyebaran flu burung dengan 

vaksinasi dan pertumbuhan logistik pada populasi unggas? 

2. Bagaimana menentukan titik kesetimbangan dalam model tersebut? 

3. Bagaimana analisis kestabilan titik kesetimbangan model yang dibentuk? 

4. Bagaimana simulasi solusi model dan interpretasi perilaku solusi model yang 

dibentuk dengan software Maple 12? 

 

1.3 Batasan Masalah 

Batasan masalah yang dilakukan pada penelitian ini sebagai berikut. 

1. Penyebaran flu burung (H5N1). 

Pemodelan matematika penyebaran flu burung dengan model deterministik 

𝑆𝐼𝑅𝑆 pada populasi manusia dan model deterministik 𝑆𝑏𝐼𝑏𝑉𝑏  pada populasi 

unggas. 

2. Vaksinasi pada burung. 

Keberhasilan vaksinasi adalah 100%. Model matematika ini hanya mengamati 

vaksinasi pada populasi unggas yang rentan. 
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3. Pertumbuhan populasi logistik. 

Model matematika hanya mengamati pertumbuhan logistik pada populasi 

unggas. 

4. Simulasi menggunakan software Maple 12. 

Setelah melakukan analisis titik kesetimbangan dan analisis kestabilan titik 

kesetimbangan, disimulasikan menggunakan software Maple 12. 

 

1.4 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas didapatkan tujuan sebagai berikut. 

1. Menentukan dan menurunkan model matematika penyebaran flu burung 

dengan vaksinasi dan pertumbuhan logistik pada populasi burung. 

2. Menentukan titik kesetimbangan dalam model tersebut. 

3. Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model yang dibentuk. 

4. Menyusun simulasi solusi model di sekitar titik kesetimbangan dan 

menginterpretasikan perilaku solusi model yang dibentuk dengan software 

Maple 12. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diharapkan dari hasil penulisan ini sebagai berikut. 

1.5.1 Bagi Penulis 

a. Penulis dapat mengembangkan dan mengaplikasikan pengetahuan dan 

keilmuan di bidang matematika. 
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b. Penulis dapat menentukan model matematika penyebaran flu burung 

dengan vaksinasi dan pertumbuhan logistik pada populasi burung. 

c. Penulis dapat menentukan titik kesetimbangan dalam model tersebut. 

d. Penulis dapat menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model yang 

dibentuk. 

e. Penulis dapat menyusun simulasi solusi model di sekitar titik 

kesetimbangan dan menginterpretasikan perilaku solusi model yang 

dibentuk dengan software Maple 12. 

1.5.2 Bagi Pembaca 

Sebagai bahan informasi dan tambahan pengetahuan pada bidang 

matematika khususnya pemodelan matematika tentang penyebaran flu burung, 

vaksinasi dan pertumbuhan logistik pada populasi unggas dan diharapkan kepada 

pembaca untuk melakukan penelitian selanjutnya. 

1.5.3 Bagi Lembaga 

Sebagai bahan informasi dan tambahan referensi pada bidang matematika. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Penulisan skripsi disusun dalam tiga bagian, yaitu bagian awal, bagian inti, 

dan bagian akhir. 

1.6.1 Bagian Awal 

Bagian awal dari penulisan proposal ini berisi halaman cover dan daftar isi. 

1.6.2 Bagian Inti 

Bagian inti dari penulisan proposal ini terdiri dari tiga bab, yaitu. 
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Bab 1: Pendahuluan 

Pendahuluan berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika penulisan. 

Bab 2: Tinjauan Pustaka 

Tinjauan pustaka berisi mengenai teori-teori yang mendukung dan berkaitan 

dengan pembahasan proposal sehingga dapat membantu penulis maupun pembaca 

dalam memahami isi proposal. Bab ini terdiri dari gambaran umum pemodelan 

matematika, gambaran umum flu burung, sistem persamaan diferensial, model 

matematika, vaksinasi pada burung, pertumbuhan populasi logistik, titik 

kesetimbangan (equilibrilium), kestabilan titik kesetimbangan (equilibrilium), titik 

kesetimbangan hiperbolik, nilai Eigen, vektor Eigen, matriks Jacobian, kriteria 

kestabilan Routh-Hurwitz dan Maple. 

Bab 3: Metode Penelitian 

Metode penelitian berisi prosedur atau langkah-langkah yang dilakukan 

dalam penelitian ini. Bab ini terdiri dari melakukan studi pustaka, pemecahan 

masalah, dan penarikan kesimpulan. 

Bab 4: Hasil dan Pembahasan 

Hasil dan pembahasan berisi tentang kontruksi model matematika 

penyebaran flu burung dengan vaksinasi pada burung dan pertumbuhan populasi 

logistik, titik kesetimbangan, analisis kestabilan titik kesetimbangan, dan hasil 

simulasi model dengan Maple 12. 

Bab 5: Penutup 

Berisi kesimpulan dan saran dari penulisan skripsi ini. 
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1.6.3 Bagian Akhir 

Bagian akhir dari penulisan skripsi ini berisi daftar pustaka sebagi acuan 

penulisan yang memberikan informasi tentang buku, jurnal, dan literatur lain yang 

digunakan dalam skripsi ini serta lampiran yang mendukung kelengkapan skripsi 

ini. 
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BAB 2 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Pemodelan Matematika 

2.1.1 Pengertian Pemodelan Matematika 

Istilah model berasal dari bahasa Latin modus (ukuran). Model merupakan 

representasi dari suatu objek atau masalah nyata. Menurut Kharis dan Asih (2018), 

model merupakan gambaran dari kejadian nyata yang memenuhi batasan-batasan yang 

ada dengan tujuan untuk menyelesaikan permasalahan nyata tersebut. 

2.1.2 Klasifikasi Model Matematika 

Beberapa kategori model matematika yang umum digunakan sebagai berikut 

(Kharis & Asih, 2018). 

1. Menurut keberadaan faktor waktu. 

a. Model statistik: perubahan tanpa faktor waktu. 

b. Model dinamik: perubahan dengan mempertimbangankan faktor waktu. 

2. Menurut interval input waktu. 

a. Model diskrit: output hanya terdefinisi untuk input waktu yang berupa 

interval bilangan bulat. 
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b. Model kontinu: output hanya terdefinisi untuk input waktu yang berupa 

interval bilangan real. 

3. Menurut metode. 

a. Model empirik: tidak melihat mekanisme sistem, berupa fitting curve 

terhadap gugus data. 

b. Model mekanisme: mempertimbangkan mekanisme yang melandasi sistem. 

c. Model deterministik: tidak ada unsur ketakpastian, ouput bersifat unik untuk 

input yang sama. 

d. Model stokastik: mempertimbangkan unsur ketakpastian (peluang), output 

tak unik untuk input yang sama. 

e. Model kompartemen: model dengan pola input → kompartemen/bagian → 

output. Pendekatan model kompartemen mudah divisualisasikan 

menggunakn software – software simulasi seperti, Simulink, Stella, dll. 

f. Model simulasi: perilaku sistem ditiru dengan membangkitkan gugus data 

yang menyerupai hasil yang riil, menggunakan bilangan acak. 

2.1.3 Tahapan-tahapan dalam Konstruksi Model Matematika 

Tahapan dalam membuat suatu model matematika merupakan suatu proses yang 

terdiri dari empat tahap utama, yaitu. 

1. Karakteristik sistem, 

2. Konstruksi model matematika, 

3. Analisis, dan 
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4. Evaluasi. 

Proses ini secara sistematik digambarkan dengan diagram alir berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.1 Tahapan-tahapan dalam Konstruksi Matematika 

(Kharis & Asih, 2018) 
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Diberikan siklus pemodelan matematika sebagai berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.2 Siklus Pemodelan Matematika 

(Kharis & Asih, 2018) 
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Proses pemodelan matematika dapat digambarkan dengan diagram alir berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3 Diagram Alir Proses Pemodelan Matematika 

(Haberman, 1997) 

 

2.2 Model Epidemi SIR Klasik 

Salah satu model matematika epidemi untuk menganalisis penyebaaran penyakit 

di antaranya adalah SIR (Puspita et al., 2017). Model SIR klasik adalah model epidemik 

yang paling sederhana, model ini dibagi menjadi tiga kompartemen masing-masing 

meliputi suspected (S), infected (I), dan recovered (R). Diagram kompartemen dari 

model epidemi SIR klasik dapat dilihat pada diagram berikut. 
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Gambar 2.4 Diagram Transfer Model Epidemi SIR Klasik 

(Kermack & Kendrick, 1927) 

Gambar 2.4 menunjukkan bahwa 𝑆, 𝐼, dan 𝑅 berturut-turut menyatakan jumlah individu 

yang rentan, sakit/terinfeksi, dan sembuh saat 𝑡. 

Model matematika dari diagram kompartemen di atas dapat dilihat pada Sistem (2.1). 

�̇� = −𝛽𝑆𝐼 

𝐼̇ = 𝛽𝑆𝐼 − 𝑟𝐼 

�̇� = 𝑟𝐼 

𝑆 + 𝐼 + 𝑅 = 𝑁                   (2.1) 

dengan parameter-parameter sebagai berikut. 

𝑁 = besarnya populasi total, 𝑁 > 0, 

𝛽 = laju kontak antara individu rentan dengan individu terinfeksi, 

𝑟 = konstanta penyembuhan per kapita. 

 

2.3 Flu Burung 

2.3.1 Etimologi 

Flu burung adalah penyakit infeksi yang disebabkan oleh virus influenza tipe A. 

Selain tipe A, virus influenza juga memiliki 2 tipe lain yaitu B dan C. Tipe A menyerang 

unggas dan manusia, tipe B hanya menyerang manusia dan tipe C menyerang babi dan 

S I R 
𝛽𝑆𝐼 𝑟𝐼 
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manusia. Tipe A mudah bermutasi dan sangat patogen, sedang tipe B dan C hanya dapat 

menimbulkan sakit ringan dan tidak menyebabkan epidemik. 

Flu burung memiliki sifat antara lain mudah mengalami mutasi atau modifikasi 

genetik, dapat mengaglutinasi sel darah merah, virus mudah mati di luar tubuh (tidak 

stabil di lingkungan luar), mudah mati oleh beberapa desinfektan, berpotensi menular 

pada manusia, dan menyebabkan kematian. Flu burung secara natural dapat menginfeksi 

unggas dan manusia. Dilaporkan bahwa H5 dan H7 yang sangat virulen pada unggas 

dan berpotensi sebagai penyebab pandemik (Murwanti et al., 2013). 

2.3.2 Gejala dan Tanda 

Virus flu burung dapat menimbulkan gejala penyakit pernafasan pada unggas 

dari patogen ringan (low pathogenis) sampai yang bersifat patogen ganas atau fatal 

(highly pathogenis). Virus flu burung yang ganas ditandai dengan proses penyakit yang 

cepat dan disertai kematian tinggi. 

Gejala flu burung pada manusia meliputi hal-hal berikut ini (Radji, 2006). 

1. Demam (suhu badan di atas 38°𝐶). 

2. Lemas. 

3. Pendarahan hidung dan gusi. 

4. Sesak napas. 

5. Muntah dan nyeri perut disertai diare. 

6. Batuk dan nyeri tenggorokan. 

7. Radang saluran pernapasan. 
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8. Pneunomia. 

9. Infeksi mata. 

10. Nyeri otot. 

Masa inkubasi flu burung pada unggas berkisar antara beberapa jam sampai 

dengan tiga hari. Masa inkubasi tergantung dosis virus, rute kontak dan spesies unggas 

yang terserang. Gejala klinis flu burung ditemukan dalam dua bentuk, yaitu bentuk akut 

dan bentuk ringan. Bentuk akut ditandai dengan proses penyakit yang cepat disertai 

mortalitas yang tinggi, gangguan pernafasan, diare dan pendarahan jaringan subkutan. 

Pada bentuk akut ini dapat menyebabkan kematian mendadak tanpa adanya gejala 

tertentu. Menurut Murwanti et al. (2013), virus avian influenza berdasar daya 

patogenesitasnya digolongkan menjadi dua. 

a. Low Pathogenic Avian Influenza Virus (LPAIV) adalah virus influenza unggas 

berpatogenisitas rendah dengan ciri lesi bervariasi tergantung dari jenis virus, 

spesies, dan usia hospes. LPAIV biasanya hanya menyebabkan gejala ringan 

misalnya ditandai dengan bulu kasar atau produksi telur menurun bahkan kadang 

tidak terdeteksi sama sekali.  

b. High Pathogenic Avian Inluenza Virus (HPAIV), bercirikan terjadi patologi yang 

sangat menyolok. HPAIV ditandai dengan proses penyakit yang cepat disertai 

mortalitas tinggi, gangguan pernafasan, lakrimasi yang berlebihan, edema di 

daerah muka dan kepala, pendarahan jaringan subkutan dan kebiruan pada dareah 

muka, jengger, pial, dada, tungkai dan telapak kaki. 
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2.3.3 Penyebaran Flu Burung pada Populasi Unggas 

Pada penyebaran flu burung, populasi unggas dibagi menjadi dua kelompok. 

Pertama adalah unggas susceptible, yaitu unggas yang sehat namun rentan terhadap 

penyakit. Kedua adalah unggas infected, yaitu unggas yang telah terinfeksi flu burung 

dan dapat menularkan penyakitnya (Murwanti et al., 2013). 

2.3.4 Penyebaran Flu Burung pada Populasi Manusia 

Pada penyebaran flu burung, populasi manusia dibagi menjadi tiga kelompok. 

Pertama adalah manusia susceptible, yaitu manusia yang sehat namun rentan terhadap 

penyakit. Kedua adalah manusia infectide, yaitu manusia yang telah terinfeksi flu 

burung yang telah bermutasi, dan dapat menularkan penyakit pada manusia sehat 

lainnya. Ketiga adalah manusia recovered, yaitu manusia yang sembuh dan 

mendapatkan kekebalan setelah terkena flu burung (Murwanti et al., 2013). 

2.3.5 Pengobatan dan Pencegahan 

Dalam upaya pengobatan dan pencegahan penyebaran penyakit flu burung dari 

unggas ke manusia, terdapat empat macam obat anti viral, yaitu amantadine, 

rimantadine, zanamivir, dan oseltamivir atau yang lebih dikenal dengan nama tamiflu. 

Mekanisme kerja amantadine dan rimatadine adalah menghambat replikasi virus, 

namun kedua obat ini sudah tidak mempan lagi untuk membunuh virus flu burung yang 

saat ini beredar luas. Sedangkan mekanisme kerja zanamivir dan asetamivir dapat 

menghentikan replikasi virus flu burung (Radji, 2006). 
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2.4 Persamaan Diferensial 

2.4.1 Pengertian Persaamaan Diferensial 

Persamaan diferensial adalah persamaan matematika untuk fungsi satu variabel 

atau lebih yang menghubungkan nilai fungsi itu sendiri dan turunannya dalam berbagai 

orde. Selain itu, persamaan diferensial juga didefinisikan sebagai persamaan yang 

memuat satu atau beberapa turunan fungsi yang tak diketahui (Waluya, 2006: 1). 

2.4.2 Klasifikasi Persamaan Diferensial 

Persamaan diferensial diklasifikasikan menjadi persamaan diferensial biasa dan 

persamaan diferensial parsial atau sebagian didasarkan pada apakah fungsi yang 

diketahui tergantung pada satu atau beberapa variabel bebas. Suatu persamaan 

diferensial yang mengandung turunan biasa dengan satu peubah bebas dinamakan 

persamaan diferensial biasa. Sedangkan suatu persamaan yang mengandung turunan 

parsial dengan lebih dari satu peubah bebas dinamakan persamaan diferensial parsial 

(Waluya, 2006: 2-3). 

2.4.3 Contoh Persamaan Diferensial 

Berikut ini adalah beberapa contoh persamaan diferensial. 

1. 𝑦′ − 4𝑦 = 0 merupakan persamaan diferensial biasa, 

2. 𝑦" − 𝑦′ − 2𝑦 = 0 merupakan persamaan diferensial biasa, 

3. 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0 merupakan persamaan diferensial parsial, dan 

4. 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥 + 2𝑦 merupakan persamaan diferensial parsial. 
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Order dari persamaan diferensial adalah besar turunan tertinggi yang muncul 

dalam persamaan diferensial (Waluya, 2006: 3). 

 

2.5 Pertumbuhan Populasi Logistik 

Prinsip biologi memeberikan beberapa persyaratan lain P.F. Verhulst pada 1838 

merupakan orang pertama yang mengemukakan mengenai batasan dalam model 

pertumbuhan sebelumnya, dari pda harus mengabaikan karena dapat menyebabkan 

adanya ambiguitas katatosprotik yang ada pada model Malthus. Persamaan yang 

diusulkan oleh Verhulst, dinamakan persamaan logistik, yang sampai saat ini persamaan 

tersebut masih dianggap lebih mendekati realita lapangan. Persamaan ini berdasarkan 

kehadiran spesies pada lingkungan akan memiliki populasi maksimum. Jika 

pertumbuhan maksimum populasi 𝐾, maka Berhulst berpendapat bahwa laju 

pertumbuhan per kapita bersih (laju kelahiran dikurangi laju kematian) harus sepanjang 

𝑁 mendekati 𝐾, dan akan menjadi negatif ketika 𝑁 melebihi 𝐾. Fungsi yang paling 

mudah menggambarkan persamaan tersebut adalah 𝑟 (1 −
𝑁

𝐾
), di mana 𝑟 merupakan 

konstanta positif. Dengan menggunakan asumsi ini maka laju pertumbuhan bersih (net) 

per kapita akan mendapatkan persamaan logistik sebagai berikut. 

𝑑𝑁

𝑑𝑟
= 𝑟𝑁 (1 −

𝑁

𝐾
)     (2.2) 

dengan 𝑁 adalah jumlah populasi dan 𝐾 pertumbuhan maksimum populasi. 
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Model logistik ini memiliki dua titik keseimbangan sebagai solusi yaitu 𝑁 = 0 

dan 𝑁 = 𝐾. Titik keseimbangan tersebut dapat ditemukan dengan mudah pada 

persamaan di atas, untuk penyelesaian yang pertama adalah tidak stabil sedangkan 

penyelesaian kedua stabil (Iswanto, 2012). 

Menurut Haberman (1977), model pertumbuhan logistik ini memberikan asumsi 

bahwa nilai 𝑅1 = 𝑅(𝑁). Nilai 𝑅(𝑁) pendekatan laju pertumbuhan tanpa pengaruh 

lingkungan dan ditentukan oleh pengaruh kelahiran dan kepadatan populasi 

(keterbatasan luas lingkungan). Nilai 𝑅(𝑁) dapat dirumuskan sebagai berikut. 

𝑅(𝑁) = 𝑎 − 𝑏𝑁    (2.3) 

dengan 𝑎 menyatakan laju pertumbuhan populasi tanpa pengaruh lingkungan dan 𝑏 

menyatakan pengaruh dari pertambahan kepadatan populasi (semakin padat maka 

persaingan antar individu meningkat). 

Laju perubahan populasi 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
 sama dengan laju pertumbuhan dikalikan populasi 

𝑁, model pertumbuhan logistik dirumuskan sebgai berikut. 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑁(𝑎 − 𝑏𝑁)    (2.4) 

di mana 𝑎 menyatakan laju pertumbuhan populasi tanpa pengaruh lingkungan dan 𝑏 

menyatakan pengaruh dari kepadatan populasi. 

Titik ekuilibrium dari model di atas dapat diperoleh dengan menyelesaikan 

persamaan 𝑁(𝑎 − 𝑏𝑁) = 0 diperoleh nilai 𝑁 = 0 dan 𝑁 =
𝑎

𝑏
. Populasi nol pasti 
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menjadi titik ekuilibrium. Namun yang menarik adalah kasus 𝑁 =
𝑎

𝑏
. Kasus ini adalah 

populasi terbesar di mana lingkungan masih mendukung populasi tanpa adanya 

kehilangan individu anggota populasi (individu mati), hal ini disebut carrying capacity 

dari lingkungan. Teori ini memprediksi bahwa populasi 𝑁 =
𝑎

𝑏
 berkaitan dengan Z.P.G. 

(zero population growth) (Haberman, 1977). 

 

2.6 Titik Kesetimbangan (Ekuilibrium) 

Secara umum, model penyebaran penyakit biasanya mempunyai dua titik 

kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan 

endemik penyakit. Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah suatu kondisi di mana 

tidak ada lagi penyakit yang menyerang dalam suatu populasi atau dapat dikatakan tidak 

ada individu yang terinfeksi penyakit, sedangkan titik kesetimbangan endemik penyakit 

adalah suatu kondisi di mana penyakit selalu saja ada dalam populasi tersebut atau dapat 

dikatakan selalu ada individu yang terinfeksi (Tamrin et al., 2007). 

Suatu sistem dinamik dikatakan setimbang jika sistem tidak berubah sepanjang 

waktu. Secara formal titik kesetimbangan didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.1 (Perko, 2001) 

Titik �̅� ∈ ℝ𝑛 disebut titik kesetimbangan (titik equilibrium) dari �̇� = 𝑓(𝑥) jika 𝑓(�̅�) =

0. 
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2.7 Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Kestabilan perilaku sistem pada titik kesetimbangan (equilibrium) dikenal 

sebagai kestabilan titik kesetimbangan. Kestabilan tersebut merupakan informasi untuk 

menggambarkan perilaku sistem. Dibawah ini definisi formal mengenai kestabilan titik 

kesetimbangan. 

Definisi 2.2 (Hale & Kocak, 1991) 

Titik kesetimbangan �̅� ∈ ℝ𝑛 dari �̇� = 𝑓(𝑥) dikatakan: 

a) Stabil lokal jika untuk setiap 휀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian hingga untuk setiap 

solusi 𝑥(𝑡) yang memenuhi ‖𝑥(𝑡0) − �̅�‖ < 𝛿 maka berakibat ‖𝑥(𝑡) − �̅�‖ < 휀 

untuk setiap 𝑡 ≥ 𝑡0. 

b) Stabil asimotik lokal jika titik equilibrium �̅� ∈ ℝ𝑛 stabil dan terdapat bilangan 

𝛿0 > 0 sehingga untuk setiap solusi 𝑥(𝑡) yang memenuhi ‖𝑥(𝑡0) − �̅�‖ < 𝛿0 maka 

berakibat lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = �̅�. 

c) Tidak stabil jika titik equilibrium �̅� ∈ ℝ𝑛 tak memenuhi (𝑎). 

Sifat kestabilan titik equilibrium dari �̇� = 𝑓(𝑥) dapat didekati dengan 

menggunakan metode linearisasi. Metode ini digunakan untuk mengetahui perilaku 

sistem persamaan diferensial yang tidak dapat ditentukan penyelesaian eksaknya. 

Sebelum penyelesaian dengan metode linearisasi, perlu ditentukan terlebih dahulu 

matriks Jacobian di titik �̅� . Di bawah ini diberikan definisi matriks Jacobian di titik �̅�. 

Definisi 2.3 (Hale & Kocak, 1991) 

Diberikan 𝑓 = (𝑓1, … , 𝑓𝑛) pada sistem �̇� = 𝑓(𝑥) dengan 𝑓𝑖 ∈ 𝐶′(𝐸,ℝ), 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛. 
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𝐽𝑓(�̅�) =

[
 
 
 
𝜕𝑓1

𝜕𝑥1
(�̅�) ⋯

𝜕𝑓1

𝜕𝑥𝑛
(�̅�)

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑛

𝜕𝑥1
(�̅�) ⋯

𝜕𝑓𝑛

𝜕𝑥𝑛
(�̅�)]

 
 
 

    (2.5) 

dinamakan matriks Jacobian dari 𝑓 di titik �̅�. 

Setelah ditentukan matriks Jacobian, maka penyelesaian dengan metode 

linearisasi dapat dilakukan untuk mengetahui perilaku sistem yang tidak dapat 

ditentukan dengan penyelesaian eksaknya. Berikut definisi mengenai metode 

linearisasi. 

Definisi 2.4 (Perko, 2001) 

Sistem �̇� = 𝐽𝑓(�̅�) disebut linearisasi sistem �̇� = 𝑓(𝑥) di �̅�. 

Kestabilan dari titk equilibrium pada sistem �̇� = 𝑓(𝑥) dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen matriks Jacobian pada metode linearisasi. Nilai eigen dapat 

ditentukan melalui persamaan karakterisrik dari matriks Jacobian di titik �̅� . Kriteria 

kestabilan titik equilibrium pada sistem �̇� = 𝑓(𝑥) tersebut disajikan pada teorema 

dibawah ini. 

 

2.8 Vektor Eigen dan Nilai Eigen 

Berikut diberikan definisi dari vektor eigen dan nilai eigen beserta 

penggunaanya dalam menentukan kestabilan titik equilibrium. 

Definisi 2.5 (Barnes & Fulford, 2011) 
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Vektor eigen dari matriks 𝐴 merupakan vektor tak nol 𝑥 sedemikian hingga 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥, 

untuk suatu skalar 𝜆. Skalar 𝜆 disebut nilai eigen dari 𝐴 jika terdapat solusi tak nol 𝑥 

untuk 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 sehingga 𝑥 merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 

𝜆. 

Definisi 2.6 (Barnes & Fulford, 2011) 

Polinomial karakteristik dari 𝐴 didefinisikan sebagai |𝜆𝐼 − 𝐴| sedangkan |𝜆𝐼 − 𝐴| = 0 

disebut persamaan karakteristik dari 𝐴. 

Teorema 2.1 (Olsder, 1994) 

Diberikan kestabilan sistem persamaan dengan nilai eigen dari matriks Jacobian 𝐽𝑓(�̅�). 

1. Jika semua nilai eigen dari matriks Jacobian 𝐽𝑓(�̅�) mempunyai bagian real 

negatif, maka titik equilibrium �̅� dari sistem persamaan non linear stabil asimtotik 

lokal. 

2. Jika terdapat nilai eigen matriks Jacobian 𝐽𝑓(�̅�) mempunyai bagian real positif, 

maka titik ekuilibrium �̅� dari sistem persamaan non linear tidak stabil. 

 

2.9 Titik Kesetimbangan Hiperbolik 

Sifat kestabilan titik equilibrium �̅� dapat diketahui asalkan titik tersebut 

hiperbolik. Berikut definisi titik hiperbolik. 

Definisi 2.7 (Haberman, 1977) 
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Titik equilibrium �̅� disebut titik equilibrium hiperbolik jika semua nilai eigen 𝐽𝑓(�̅�) 

mempunyai bagian real tak nol. 

 

2.10 Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz 

Kriteria kestabilan Routh-Hurwitz adalah suatu metode yang menunjukkan 

kestabilan sistem dengan memperhatikan koefisien dari persamaan karakteristik tanpa 

menghitung akar-akar karakteristik secara langsung. 

Jika 𝑃(𝑧) = 𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧
𝑛−1 + 𝑎2𝑧

𝑛−2 + ⋯+ 𝑎𝑛−1𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛 adalah polynomial dengan 

koefisien riil, dan misalkan 𝐷1, 𝐷2, … , 𝐷𝑛 menotasikan determinan 

𝐷1 = 𝑎 

𝐷2 = |
𝑎1 0
1 𝑎2

| 

𝐷3 = |
𝑎1 𝑎3 0
1 𝑎2 0
0 𝑎1 𝑎3

| , … 

𝐷𝑛 =

|

|

𝑎1

1
0

𝑎3

𝑎2

𝑎1

𝑎3

𝑎2

𝑎3

0
⋮

1
⋮

𝑎2

⋮
⋮
⋮
0

⋮
⋮
0

⋮
⋮
0

    

⋯
⋯
⋯

𝑎2𝑘−1

𝑎2𝑘−2

𝑎2𝑘−3
⋯
 

𝑎2𝑘−4

⋮
 
 
⋯

⋮
⋮

𝑎𝑘

|

|

 (𝑘 = 2,3,… , 𝑛) 

dimana 𝑎𝑗 = 0 jika 𝑗 > 𝑛. Jika 𝐷𝑘 > 0, 𝑘 = 1,2, … , 𝑛, maka semua solusi dari 

persamaan 𝑃(𝑧) = 0 memiliki nilai riil negatif. 
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Syarat perlu supaya persamaan stabil adalah semua akar dari 𝑃(𝑧) mempunyai 

bagian riil negatif. Sedangkan syarat perlu dan cukup agar semua akar persamaan 

mempunyai bagian riil negatif adalah semua koefisien persamaan harus positif dan 

semua suku pada kolom pertama dari susunan tersebut harus bertanda positif. 

(Cronim, 1994) 

 

2.11 Bilangan Reproduksi Dasar 

Bilangan reproduksi dasar adalah bilangan yang menyatakan banyaknya rata – 

rata individu infected sekunder akibat tertular individu infected primer yang berlangsung 

di dalam populasi susceptible. Namun, adapula yang mengartikan rasio atau 

perbandingan yang menunjukkan jumlah individu susceptible yang menderita penyakit 

yang diakibatkan oleh satu individu infected (Rahmalia, 2017). 

Jika 𝑅0 < 1 maka penyakit akan menghilang dari populasi. Jika 𝑅0 > 1 maka 

pada akhirnya akan terjadi epidemik (Hutapea, 2016). 

 

2.12 Maple 

Maple adalah perangkat lunak matematika berbasis komputer, yaitu sistem 

komputer aljabar yang mampu menyelesaikan persamaan dalam bentuk solusi numerik 

dan simbolik. Maple dibuat oleh Wateloo Maple Software (WMS) yang cikal bakalnya 

berasal dari para peneliti dari University of Wateboo, Canada tahun 1988. Menu-menu 
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yang terdapat pada tampilan program Maple ini terdiri dari menu File, Edit, View, Insert, 

Format, Spreadsheet, Option, Window, dan Help. Sebagian besar menu-menu di atas 

merupakan menu standar yang dikembangkan untuk program aplikasi pada sistem 

operasi Wondows (Siswanto, 2013). 

Pernyataan yang sering digunakan untuk menyelesaikan permasalahan 

persamaan diferensial antara lain: diff digunakan untuk mendiferesialkan (menurunkan) 

suatu fungsi, dsolve digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial, evalf 

memberikan nilai numerik dari suatu persamaan, dan simplify digunakan untuk 

menyederhanakan suatu persamaan. Namun tettu saja pernyataan-pernyataan awal 

seperti restart dan deklarasi variabel/konstanta yang diperlukan tidak boleh diabaikan. 

Membuat grafik pada Maple gunakan perintah plot, plot2d, plot3d, tergantung dimensi 

dari pernyataan yang dimiliki. Untuk membuat gerakan animasi digunakan perintah 

animate3d (Kartono, 2001). 

Maple sering digunakan untuk keperluan penyelesaian permasalahan persamaan 

diferensial dan visualisasinya, karena Maple memiliki kemampuan menyederhanakan 

persamaan, hingga suatu solusi persamaan diferensial dapat dipahami dengan baik. 

Keunggulan lain dari Maple untuk aplikasi persamaan diferensial adalah kemampuan 

melakukan animasi grafik dari suatu fenomena gerakan yang dimodelkan ke dalam 

persamaan diferensial yang memiliki nilai awal dan syarat batas (Kartono, 2001). 
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BAB 5 

PENUTUP 

 

5.1 Simpulan 

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan dapat disimpulkan 

sebagai berikut. 

1. Model matematika penyebaran flu burung dengan vaksinasi dan petumbuhan 

logistik pada populasi unggas sebagai berikut. 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜇𝐾 + 𝜃[𝐾 − (𝑆 + 𝐼)] − 𝑆 (𝛽1

𝐼𝑏
𝐾
+ 𝜇) 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽1

𝑆

𝐾
𝐼𝑏 − (𝜇 + 𝛾1)𝐼 

𝑑𝑁𝑏

𝑑𝑡
= 𝑁𝑏(𝐴 − 𝐵𝑁𝑏 − 𝜇𝑏) − (𝑀1 +𝑀2)𝐼𝑏 

𝑑𝐼𝑏
𝑑𝑡

= 𝛽𝑏
𝑁𝑏 − (𝐼𝑏 + 𝑉𝑏)

𝑁𝑏
𝐼𝑏 − (𝜇𝑏 +𝑀1 +𝑀2)𝐼𝑏 

𝑑𝑉𝑏
𝑑𝑡

= 𝛿[𝑁𝑏 − (𝐼𝑏 + 𝑉𝑏)] − 𝜇𝑏𝑉𝑏  

2. Model matematika penyebaran flu burung dengan vaksinasi dan pertumbuhan 

logistik pada populasi unggas mempunyai dua titik kesetimbangan serta 

kestabilannya sebagai berikut. 

(1) Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah 𝑃0 = (𝑆, 𝐼, 𝑁𝑏, 𝐼𝑏, 𝑉𝑏) =

(𝐾, 0,
𝐴−𝜇𝑏

𝐵
, 0,

𝛿(𝐴−𝜇𝑏)

𝐵(𝛿+𝜇𝑏)
).  
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(2) Titik kesetimbangan endemik adalah 𝑃1 = (𝑆, 𝐼, 𝑁𝑏, 𝐼𝑏 , 𝑉𝑏) =

(𝑆∗, 𝐼∗, 𝑁𝑏
∗, 𝐼𝑏

∗, 𝑉𝑏
∗) 

dengan 

𝑆∗ =
𝐾(𝜇 + 𝛾1)𝐼

∗

𝛽1𝐼𝑏
∗  

𝐼∗ =
𝛽1𝐾(𝜇 + 𝜃)𝐼𝑏

∗

𝐾(𝜇 + 𝜃)(𝜇 + 𝛾1) + 𝛽1𝐼𝑏
∗(𝜇 + 𝛾1 + 𝜃)

 

𝑁𝑏
∗ =

𝛽𝑏(2𝛿 + 𝜇𝑏)𝐼𝑏
∗

𝛽𝑏𝜇𝑏 − (𝜇𝑏 +𝑀1 +𝑀2)(𝛿 + 𝜇𝑏)
 

𝐼𝑏
∗ =

𝛽𝑏𝜇𝑏 − (𝜇𝑏 +𝑀1 +𝑀2)(𝛿 + 𝜇𝑏)

𝐵𝛽𝑏
2(2𝛿 + 𝜇𝑏)2

[𝛽𝑏((2𝛿 + 𝜇𝑏)(𝐴 − 𝜇𝑏)

− 𝜇𝑏(𝑀1 +𝑀2))

+ (𝑀1 +𝑀2)(𝜇𝑏 +𝑀1 +𝑀2)(𝛿 + 𝜇𝑏)] 

𝑉𝑏
∗ =

𝛿[2𝛽𝑏𝛿 + (𝜇𝑏 +𝑀1 +𝑀2)(𝛿 + 𝜇𝑏)]𝐼𝑏
∗

(𝛿 + 𝜇𝑏)[𝛽𝑏𝜇𝑏 − (𝜇𝑏 +𝑀1 +𝑀2)(𝛿 + 𝜇𝑏)]
 

Diberikan 𝑅0 =
𝛽𝑏𝜇𝑏

(𝜇𝑏+𝑀1+𝑀2)(𝛿+𝜇𝑏)
. 

(1) Jika 𝑅0 < 1 dan 𝐴 > 𝜇𝑏  maka Sistem mempunyai satu titik 

kesetimbangan, yaitu 𝑃0 = (𝑆, 𝐼, 𝑁𝑏, 𝐼𝑏, 𝑉𝑏) =

(𝐾, 0,
𝐴−𝜇𝑏

𝐵
, 0,

𝛿(𝐴−𝜇𝑏)

𝐵(𝛿+𝜇𝑏)
) dan 𝑃0 stabil asimtotik lokal. 

(2) Jika 𝑅0 > 1, 𝛿 = 𝜇𝑏 , 𝐵𝐼𝑏 > 𝐴, 𝐴 > 𝜇𝑏 , dan 𝑀1 +𝑀2 > 3𝜇𝑏 maka 

Sistem mempunyai dua titik kesetimbangan, yaitu 𝑃0 dan 𝑃1 =

(𝑆, 𝐼, 𝑁𝑏, 𝐼𝑏, 𝑉𝑏) = (𝑆∗, 𝐼∗, 𝑁𝑏
∗, 𝐼𝑏

∗, 𝑉𝑏
∗) 
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dengan 

𝑆∗ =
𝐾(𝜇 + 𝛾1)𝐼

∗

𝛽1𝐼𝑏
∗  

𝐼∗ =
𝛽1𝐾(𝜇 + 𝜃)𝐼𝑏

∗

𝐾(𝜇 + 𝜃)(𝜇 + 𝛾1) + 𝛽1𝐼𝑏
∗(𝜇 + 𝛾1 + 𝜃)

 

𝑁𝑏
∗ =

𝛽𝑏(2𝛿 + 𝜇𝑏)𝐼𝑏
∗

𝛽𝑏𝜇𝑏 − (𝜇𝑏 +𝑀1 +𝑀2)(𝛿 + 𝜇𝑏)
 

𝐼𝑏
∗ =

𝛽𝑏𝜇𝑏 − (𝜇𝑏 +𝑀1 +𝑀2)(𝛿 + 𝜇𝑏)

𝐵𝛽𝑏
2(2𝛿 + 𝜇𝑏)2

[𝛽𝑏((2𝛿 + 𝜇𝑏)(𝐴 − 𝜇𝑏)

− 𝜇𝑏(𝑀1 +𝑀2))

+ (𝑀1 +𝑀2)(𝜇𝑏 +𝑀1 +𝑀2)(𝛿 + 𝜇𝑏)] 

𝑉𝑏
∗ =

𝛿[2𝛽𝑏𝛿 + (𝜇𝑏 +𝑀1 +𝑀2)(𝛿 + 𝜇𝑏)]𝐼𝑏
∗

(𝛿 + 𝜇𝑏)[𝛽𝑏𝜇𝑏 − (𝜇𝑏 +𝑀1 +𝑀2)(𝛿 + 𝜇𝑏)]
 

𝑃0 tidak stabil dan 𝑃1 stabil asimtotik lokal. 

3. Pada pertumbuhan populasi unggas secara logistik diperoleh dua titik 

kesetimbangan. Dari model pertumbuhan logistik ini diperolrh populasi 

unggas (𝑁𝑏) yang memenuhi adalah 𝑁𝑏 =
𝐴−𝜇𝑏

𝐵
 pada kondisi bebas penyakit. 

Populasi unggas (𝑁𝑏) adalah populasi terbesar di mana lingkungan masih 

mendukung populasi tanpa adanya kehilangan individu anggota populasi atau 

disebut dengan carrying capacity dari lingkungan. 

4. Berdasarkan simulasi model matematika yang telah dilakukan diperoleh 

beberapa fakta, yaitu semakin besar perubahan peluang kontak antara unggas 

sehat dengan unggas terinfeksi (𝛽𝑏) menyebabkan populasi manusia 
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terinfeksi 𝐼(𝑡) dan populasi unggas terinfeksi 𝐼𝑏(𝑡) semakin besar, tetapi 

populasi manusia rentan 𝑆(𝑡), populasi unggas 𝑁𝑏(𝑡), dan populasi unggas 

yang divaksinasi 𝑉𝑏(𝑡) semakin kecil. Kemudian diperoleh fakta bahwa 

semakin besar proporsi unggas divaksinasi dapat mencegah terjadinya wabah 

endemik. Hal ini dibuktikan jika peluang kontak antara unggas sehat dan 

unggas terinfeksi (𝛽𝑏) dan semakin besar proporsi unggas divaksinasi (𝛿) 

maka nilai 𝑅0 < 1. Sedangkan semakin besar proporsi pembakaran unggas 

terinfeksi dapat mencegah terjadinya wabah endemik. Hal ini dibuktikan jika 

peluang kontak antara unggas sehat dan unggas terinfeksi (𝛽𝑏) dan semakin 

besar proporsi pembakaran unggas terinfeksi (𝑀2) maka nilai 𝑅0 < 1. 

Artinya populasi akan stabil karena penyakit akan hilang dari populasi (bebas 

penyakit). 

 

5.2 Saran 

Dalam penulisan ini, nilai-nilai parameter hendaknya disesuaikan dengan 

fakta-fakta medis. Pembahasan model matematika penyebaran flu burung dengan 

vaksinasi dan pertumbuhan logistik pada populasi unggas belum mengamati adanya 

laju manusia yang meninggal karena penyakit flu burung. Selain itu, dalam 

penelitian ini belum diteliti adanya penularan penyakit flu burung dari manusia ke 

manusia. Oleh karena itu, penulis menyarankan kepada pembaca yang tertarik pada 

masalah ini untuk mengembangkan model yang sudah ada dengan 

mempertimbangkan adanya laju manusia meninggal karena penyakit flu burung dan 

adanya penularan penyakit flu burung dari manusia ke manusia. 
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