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ABSTRAK

Herviani, Benedikta Putri. 2014. Penentuan nilai eigen suatu matriks dengan
metode pangkat (power method). Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas
Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Negeri Semarang.
Pembimbing utama Dr. Isnarto, M.Si. dan Pembimbing pendamping Dra. Rahayu
Budhiati Veronica, M.Si.

Kata kunci: Nilai eigen dominan, nilai eigen tak dominan, metode pangkat.

Penelitian ini membahas mengenai penentuan nilai eigen dominan dan tak
dominan suatu matriks dengan metode pangkat (power method). Metode
penelitian yang digunakan adalah kajian pustaka. Pada penelitian ini disimpulkan:
1) Nilai eigen dominan suatu matriks A dengan metode pangkat langsung
ditentukan dengan langkah-langkah berikut. (i) Menentukan sebarang vektor
taknol xo. (ii) Mencari vektor yx = Axy untuk k = 0, dan vektor xx; untuk k = 0
yaitu membagi yx dengan AE D elemen yk dengan nilai mutlak terbesar. (iii)
Mencari vektor yy dan Xy untuk k dari 1 sampai n hingga A% mendekati A%, 2)
Nilai eigen tak dominan suatu matriks A dengan metode pangkat invers
ditentukan dengan mencari nilai eigen dominan A invers dimisalkan Aipyers, dan
nilai eigen tak dominan A adalah 1 dibagi Ajnvers. (3) Nilai eigen tak dominan suatu
matriks A dengan metode pangkat tergeser ditentukan dengan mencari nilai eigen
dominan A yang digeser dimisalkan Agyineq dengan nilai geseran s, dan nilai eigen
tak dominan A adalah Agifeq ditambah s. (4) Nilai eigen dominan suatu matriks A
dengan metode pangkat invers tergeser ditentukan dengan mencari nilai eigen
dominan A invers yang digeser dimisalkan Aspifiedinvers dengan nilai geseran s, dan
nilai eigen dominan A adalah 1 dibagi Ashifiedinvers ditambah s.
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BABI

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Dalam kehidupan sehari-hari, ada banyak permasalahan yang dihadapi
oleh manusia. Berbagai masalah yang ada sering kali menjadi fokus beberapa
kalangan yang tentunya terkait dengan masalah tersebut, untuk dapat
menyelesaikannya dengan mudah. Untuk menyelesaikan masalah-masalah yang
ada, membawa masalah tersebut ke dalam model matematika dapat menjadi salah
satu solusi. Permasalahan-permasalahan yang riil tersebut dibawa ke dalam model
matematika untuk diselesaikan dan kemudian dikembalikan ke bentuk riil semula
dan diaplikasikan ke kehidupan sehari-hari.

Beberapa permasalahan di kehidupan sehari-hari yang dapat diambil
sebagai contoh adalah masalah-masalah yang berhubungan dengan nilai eigen.
Suatu skalar A disebut nilai eigen atau nilai karakteristik (characteristic value)
dari suatu matriks A jika terdapat suatu vektor taknol X, sehingga AX = AX.
Vektor X disebut vektor eigen atau vektor karakteristik dari A.

Menurut Leon (2001:256), nilai eigen adalah suatu hal yang wajar dalam
kehidupan sehari-hari, dimana ada getaran di situ ada nilai eigen yaitu frekuensi
alami dari getaran tersebut. Nilai-nilai eigen berperan juga dalam penyelesaian
sistem persamaan diferensial linear. Contoh penerapan sistem persamaan

diferensial linear sendiri dalam kehidupan sehari-hari adalah campuran beberapa



cairan seperti air dan larutan garam, pada dua buah tangki yang dipompa dengan
suatu kecepatan. Jumlah garam dalam setiap tangki pada waktu t dapat dicari
dengan menggunakan sistem persamaan diferensial linear. Selain dalam
campuran, penerapan lain dari sistem persamaan diferensial linear adalah pada
gerak harmonik suatu pegas. Jadi nilai eigen juga berkaitan dengan masalah-
masalah ini.

Di bidang fisika, nilai eigen berhubungan dengan struktur melengkungnya
suatu batang. Jika sebuah batang diberikan gaya pada salah satu ujungnya maka

batang akan melengkung ketika beban mencapai nilai kritis. Setiap nilai eigen
dapat digunakan untuk memperkirakan beban kritis dengan rumus P = % tetapi
h

beban kritis yang terpenting adalah yang paling sesuai dengan nilai eigen terkecil
(bersesuaian dengan nilai eigen tak dominan) sebab batang tersebut akan patah
jika beban ini terlampaui.

Selain itu nilai eigen juga berperan dalam memprediksi jumlah dan laju
pertumbuhan suatu populasi. Untuk memprediksi jumlah dan laju pertumbuhan
suatu populasi, dalam pendekatan matematika dapat menggunakan Matriks Leslie.
Dalam memprediksi laju pertumbuhan suatu populasi menggunakan Matriks
Leslie dibutuhkan nilai eigen. Selanjutnya dari nilai-nilai eigen tersebut dicari
nilai-nilai eigen dominan yaitu nilai eigen yang memiliki harga mutlak paling
besar. Jika nilai eigen dominan bernilai lebih dari 1 maka laju pertumbuhan
populasi cenderung meningkat. Jika nilai eigen dominan bernilai kurang dari 1
maka laju pertumbuhan populasi cenderung menurun. Jika nilai eigen dominan

bernilai sama dengan 1 maka laju pertumbuhan populasi cenderung tetap.



Bagaimana cara untuk memperoleh nilai eigen itu sendiri? Ada beberapa
metode yang dapat digunakan untuk mencari nilai eigen, diantaranya adalah
menggunakan persamaan karakteristik dan metode pangkat. Dalam
penggunaannya metode pangkat dirasa lebih efisien untuk mencari nilai eigen dari
sebuah matriks dengan ordo yang besar karena jika menggunakan persamaaan
karakteristik maka akan menghasilkan polinomial dengan derajat yang besar
sehingga membutuhkan waktu yang cukup lama untuk menemukan akar-akar dari
persamaan karakteristik tersebut.

Metode pangkat merupakan metode iterasi yang digunakan untuk mencari
nilai eigen suatu matriks. Metode pangkat menghasilkan hampiran nilai eigen
yang mendekati nilai eigen sebenarnya. Beberapa bentuk dari metode pangkat
adalah metode pangkat langsung, metode pangkat invers, metode pangkat yang
tergeser, dan metode pangkat invers tergeser. Metode pangkat langsung dan
metode pangkat invers tergeser dapat digunakan untuk mencari nilai eigen
dominan, yaitu nilai eigen dengan nilai mutlak terbesar, sedangkan metode
pangkat invers dan metode pangkat yang tergeser dapat digunakan untuk mencari
nilai eigen tak dominan, yaitu nilai eigen dengan nilai mutlak terkecil.

Di bidang teknik mesin, konsep metode pangkat dapat diterapkan pada
beberapa masalah. Menurut Panza (2018), beberapa masalah yang dapat dikaitkan
dengan konsep metode pangkat adalah dinamika translasi dan rotasi,
keseimbangan energi termal, kontinuitas fluida, sistem kendali umpan balik
(feedback control). Masalah-masalah ini berkaitan dengan aljabar linear, terutama

nilai eigen dan vektor eigen.



Pada penelitian sebelumnya (Chandra, 2016) telah sedikit dibahas
mengenai metode pangkat, algoritma-algoritma dari beberapa bentuk metode
pangkat untuk mencari nilai eigen dominan dan tak dominan. Namun dalam
penelitian sebelumnya belum dijelaskan bagaimana sampai mendapatkan
algoritma-algoritma tersebut, apa saja teorema yang berkaitan. Oleh sebab itu
penulis tertarik untuk membahas lebih lanjut mengenai metode ini.

Metode pangkat merupakan pengetahuan baru yang tidak penulis dapatkan
saat berada di bangku kuliah, sehingga diharapkan akan menambah pengetahuan
dan memperluas wawasan baik untuk penulis maupun pembaca. Hal yang
menarik untuk dikaji adalah bagaimana langkah-langkah yang harus dilakukan
untuk mencari nilai-nilai eigen dengan metode pangkat dan apa saja teori yang
mendasari metode-metode tersebut, serta bagaimana contoh penerapan nilai eigen
dalam kehidupan sehari-hari khususnya untuk nilai eigen dominan dan tak
dominan. Oleh karena itu, penulis melakukan penelitian berjudul “Penentuan

Nilai Eigen Suatu Matriks dengan Metode Pangkat (Power Method)”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut dapat dirumuskan beberapa masalah

sebagai berikut:

1. Bagaimana penentuan nilai eigen dominan dengan metode pangkat
langsung?

2. Bagaimana penentuan nilai eigen tak dominan dengan metode pangkat

invers?



1.3

1.4

Bagaimana penentuan nilai eigen tak dominan dengan metode pangkat
yang tergeser?
Bagaimana penentuan nilai eigen dominan dengan metode pangkat invers

tergeser?

Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk:

Mengetahui cara menentukan nilai eigen dominan dengan metode pangkat
langsung,

Mengetahui cara menentukan nilai eigen tak dominan dengan metode
pangkat invers,

Mengetahui cara menentukan nilai eigen tak dominan dengan metode
pangkat yang tergeser, dan

Mengetahui cara menentukan nilai eigen dominan dengan metode pangkat

invers tergeser.

Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memiliki beberapa manfaat sebagai

berikut:

Menambah dan memperkaya pengetahuan ilmu matematika khususnya di
bidang aljabar,
Memberikan tambahan wawasan mengenai penerapan nilai eigen dalam

kehidupan sehari-hari,



3. Memperluas pengetahuan mahasiswa mengenai kajian tentang metode-
metode yang dapat digunakan untuk mencari nilai eigen dominan dan tak
dominan, dan

4. Menjadi referensi untuk penelitian-penelitian selanjutnya yang berkaitan.

1.5 Batasan Masalah

Pada penelitian ini ada beberapa batasan mengenai hal-hal yang diteliti
yang perlu dicermati terlebih dahulu agar lebih mudah dipahami dan tidak
menimbulkan masalah. Batasan-batasannya sebagai berikut:

1. Nilai Eigen

Misalkan A adalah suatu matriks n X n. Skalar A disebut sebagai suatu
nilai eigen atau nilai karakteristik (characteristic value) dari A jika terdapat suatu
vektor taknol X, sehingga AX = AX. Vektor X disebut vektor eigen atau vektor
karakteristik dari A (Leon, 2001: 260). Penelitian ini berfokus pada pencarian nilai
eigen dominan yaitu nilai eigen yang memiliki harga mutlak paling besar dan nilai

eigen tak dominan yaitu nilai eigen yang memiliki harga mutlak paling kecil.

2. Metode Pangkat

Menurut Arif, Wahyuni, dan Try (2015: 66), metode pangkat
menghasilkan sebuah aproksimasi terhadap nilai eigen dengan nilai mutlak
terbesar dan vektor eigen yang bersesuaian. Metode ini digunakan untuk mencari
aproksimasi nilai eigen dominan. Ada beberapa bentuk pada metode pangkat ini,

yaitu metode pangkat langsung, metode pangkat invers, metode pangkat yang



digeser, dan metode pangkat invers tergeser. Penelitian ini akan membahas
metode pangkat langsung dan metode pangkat invers tergeser untuk mencari nilai
eigen dominan dan metode pangkat invers dan metode pangkat yang tergeser

untuk mencari nilai eigen tak dominan.



BAB 11

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Operasi Baris Elementer (OBE)

Operasi baris elementer merupakan salah satu metode untuk memecahkan
sistem-sistem persamaan linear. Menurut Anton (1987:5), ada 3 tipe operasi pada
OBE yaitu:

1. Kalikanlah persamaan dengan konstanta taknol.
2. Pertukarkanlah dua persamaan tersebut.
3. Tambahkanlah kelipatan dari satu persamaan terhadap yang lainnya.

Operasi baris elementer juga dapat digunakan untuk mencari invers suatu
matriks yaitu dengan mereduksi matriks menjadi bentuk eselon baris terreduksi.
Contoh 2.1.1

Carilah invers dari

Penyelesaian:

Mencari invers A dengan OBE sebagai berikut

1 2 3]11 0 0

2 5 3/0 1 O]

1 0 8/0 0 1

(1 2 311 0 0 Tambahkan -2 kali baris pertama pada baris kedua
0 1 -3-210 dan -1 kali baris pertama pada baris ketiga.

0 -2 5|-1 0 1




12 3|l1 00 — —
01 -3-2 1 0 Tambahkan 2 kali baris kedua pada baris ketiga.
0 0 -1|-5 2 1

12 3/t 0 o : —
0 1 -31-2 1 0 Kalikan baris ketiga dengan -1.
0 0 1|5 -2 -1

1 2 0l-14 6 3] Tambahkan 3 kali baris ketiga pada baris kedua
0 1 013 -5 -3 dan -3 kali baris ketiga pada baris pertama.
0 0 1| 5 -2 -1l

1 0 0l-40 16 9) Tambahkan -2 kali baris kedua pada -1 kali baris
0 1 0/13 -5 -3 pertama.
0 0 1] 5 -2 -1l

—40 16 9
JadiA‘1:[13 -5 —3].
5 -2 -1

2.2  Matriks Elementer

Definisi 2.2.1 (Anton, 1987:40)
Sebuah matriks n X n disebut matriks elementer jika matriks tersebut dapat
diperoleh dari matriks satuan (identitas) n X n yakni I,, dengan melakukan sebuah
operasi baris elementer tunggal .

Contoh 2.2.1 (Anton, 1987:41)

E=]10 1 0

0 0 1

103]

Operasinya dengan menambahkan tiga kali baris ketiga dari I,, pada baris

pertama.
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Teorema 2.2.1 (Anton, 1987:43)
Jika A adalah matriks n X n maka pernyatan-pernyataan berikut ekivalen yakni,
semuanya benar atau semuanya salah
(a) A dapat dibalik
(b) Ax = 0 hanya mempunyai pemecahan trivial
(c) A ekivalen baris terhadap I,
Bukti:
(a) = (b)
Anggap A dapat dibalik dan misalkan xq adalah suatu pemecahan bagi Axq. Jadi
Axq = 0. Dengan mengalikan kedua ruas persamaan ini dengan A~? diperoleh
A (Axg) =A710 = (A7 A)xp =0

= Ixg=0

< x9 = 0.
Jadi Ax = 0 hanya mempunyai pemecahan trivial.
(b) = (¢)
Misalkan Ax = 0 adalah bentuk matriks dari sistem persamaan

Ag1X1 + QX + o+ agpx, =0

alel + azzxz + -+ aann = O

Ap1X1 + AppXy + -+ appx, =0
dan anggap sistem persamaan tersebut hanya mempunyai pemecahan trivial. Jika

sistem persaaman tersebut dipecahkan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan,
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maka sistem persamaan yang bersesuaian dengan bentuk eselon baris tereduksi
dari matriks yang diperbesar akan menjadi

xl :0

X =0 (D

Jadi matriks yang diperbesar tersebut yakni

A1 Az Qip
az1 Az -+ Q2n () )
n1 Qnz = Qupn O
Matriks yang diperbesar direduksi menjadi
1 0 00
01 00 3)
0 0 10

Sehingga menghasilkan sistem persamaan (1) dengan operasi baris elementer. Jika
kolom terakhir matriks (2) dan (3) diabaikan, maka dapat disimpulkan bahwa A
dapat direduksi terhadap I,, dengan operasi baris elementer, yakni A ekivalen baris
pada I,.

(¢) = (a)

Anggap A ekivalen baris pada I,,, sehingga A dapat direduksi pada I, dengan
urutan berhingga dari operasi baris elementer. Karena A direduksi pada I, dengan
operasi baris elementer, dapat dicari matriks elementer E4, E,, ..., Ej, sehingga

E,..E,ELA=1, (4)
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Dengan mengalikan kedua ruas persamaan (5) dari sebelah kiri berturut-turut
dengan Ek_l, ...,E2_1,E1_1 diperoleh
A=E'E, LB, =E,E, T LETT (5)

Karena (5) merupakan hasil kali matriks yang dibalik maka A dapat dibalik.

2.3 Ruang Vektor

Definisi 2.3.1 (Anton 1987:138)

Misalkan V sebarang himpunan tak kosong dengan operasi penjumlahan dan

perkalian dengan skalar (bilangan riil), V dinamakan sebuah ruang vektor jika

untuk semua elemen u, v, w € V dan k, [ € R berlaku aksioma-aksioma berikut:

) u+vdiV.

2) u+v=v+u

3) u+@w+w)=wu+v)+w.

“4) Ada suatu elemen 0 di V sehingga 0 + u = u + 0 = u untuk semua u di V

) Untuk setiap u di V, ada suatu elemen —u di V yang dinamakan negatif u
sehinggau + (—u) = (—u) + u = 0.

(6) kudiV.

@) k(u+v) = ku+ kv.

(®) (k + Du = ku + lu.

9) k(lu) = kl(u).

10) 1lu=u.

Elemen-elemen pada V' dinamakan vektor.



13

2.3.1 Kombinasi Linear
Definisi 2.3.1.1 (Anton 1987:145)
Sebuah vektor w dinamakan kombinasi linear dari vektor-vektor vq, vy, ..., v, jika
vektor tersebut dapat diungkapkan dalam bentuk
w = kv + kv + -+ k0,

dimana kq, k,, ..., k, adalah skalar.
Contoh 2.3.1.1 (Anton 1987:146)
Tinjaulah vektor-vektor u = (1,2, —1) dan v = (6,4,2) di R3. Perlihatkan bahwa
w = (9,2,7) adalah kombinasi linear u dan v.
Penyelesaian:
Supaya w merupakan kombinasi linear u dan v, harus ada skalar k; dan k,
sehingga w = k,u + k,v, yakni

9,2,7) = k1(1,2,-1) + k,(6,4,2)

Diperoleh sistem persamaan sebagai berikut

ki + 6k, =9

2k, + 4k, =2

-1k, + 2k, =7
Dengan memecahkan sistem ini menghasilkan k; = —3 dan k, = 2 sehingga

w=-3u+2v
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23.2 Merentang
Definisi 2.3.2.1 (Anton 1987:146)
Jika v4,v,, ..., V,. adalah vektor-vektor di ruang vektor V dan jika setiap vektor di
V' dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear v4, v, ..., V,, maka vektor-vektor ini
merentang V.
Contoh 2.3.2.1 (Anton 1987:146)
Vektor-vektor i = (1,0,0), j = (0,1,0), dan k = (0,0,1) merentang R> karena
setiap vektor (a, b, c) € R3 dapat dituliskan sebagai

(a,b,c) = ai+ bj +ck

yang merupakan kombinasi linear i, j, dan k.

2.3.3 Bebas Linear
Definisi 2.3.3.1 (Anton 1987:151)
Jika S = {vq, vy, ..., v, } adalah himpunan vektor, maka persamaan

kv + kv + -+ kv, =0
mempunyai paling sedikit satu pemecahan, yakni

ki =0k, =0,..,k, =0

Jika ky = 0,k, =0, ..., k, = 0 adalah satu-satunya pemecahan, maka S disebut
himpunan bebas linear. Jika ada pemecahan lain, maka S disebut himpunan tak
bebas linear.
Contoh 2.3.3.1 (Anton 1987:151)
Tinjau vektor-vektor i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0,1) pada R3. Persamaan

vektor
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kli + kzj + k3k =0 kl(l,0,0) + kz (0,1,0) + k3(0,0,1) = (0,0,0)

Diperoleh k; = 0,k, = 0, k3 = 0. Sehingga S = {i, j, k} bebas linear.

2.4 Basis

Definisi 2.4.1 (Anton 1987:146)
Jika V adalah sebarang ruang vektor dan S = {vq,vy,..,v,} merupakan
himpunan berhingga dari vektor-vektor di V, maka S dinamakan basis untuk V
jika:
(1) S bebas linear;
(i1) S merentang V.
Contoh 2.4.1
Misalkan v = (1,2,1),v, = (2,9,0), v3 = (3,3,4). Perlihatkan bahwa himpunan
S = {v4,v,,v3} adalah basis untuk R3.
Penyelesaian:
Himpunan S basis untuk R3 jika S merentang R® dan S bebas linear.
Untuk memperlihatkan S merentang R3 harus diperlihatkan sebarang vektor
b = (b, by, b3) € R3 dapat dinyatakan sebagai
b = kvq + kyvy + k3v3

yang merupakan kombinasi linear dari S. Dengan menyatakan persaman ini dalam
komponen-komponennya diperoleh

(b1, by, b3) = k1(1,2,1) + k»(2,9,0) + k5(3,3,4)

dan sistem persamaan linear
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k1 + 2k2 + 3k3 = bl
2k1 + 9k2 + 3k3 = b2 (1)
kl + 4‘k3 = b3

Matriks yang diperbesar dari SPL (1) adalah

Selanjutnya reduksi matriks yang diperbesar tersebut dengan OBE

12 3 b

2 9 3 b

1 0 4 bs

[1 2 3 b, Tambahkan -2 kali baris pertama pada
0 5 =3 b,—2b baris kedua dan tambahkan -1 kali baris
0 -2 1 b3—by pertama pada baris ketiga

1 0 4 bs Tambahkan baris ketiga pada baris
0 1 -1 by;—4bs+2b; pertama dan tambahkan 2 kali baris
0 -2 1 bz — b, ketiga pada baris kedua

1o 4 bs Tambahkan 2 kali baris ked da bari
0 1 —1 by—4b, + 2b, k:trpaa an 2 kali baris kedua pada baris
0 0 —1 2b,+5bs—9b, 8

10 4 bs

0 1 —1  by,—4by+2bs Kalikan -1 pada baris ketiga

.O O 1 _sz - 5b3 + 9b1

1 0 4 bs
0 1 0 —=by+5b—3bs Tambahkan baris ketiga pada baris kedua
_0 0 1 _sz - 5b3 + 9b1

1 0 0 8by+21b;—36b,
0 1 0 —by+5b, —3b;
0 0 1 —2b,—5b;+9b,

Tambahkan -4 kali baris ketiga pada
baris kedua

Diperoleh

kl = 21b3 - 36b1 + 8b2
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k, = —b, + 5b; — 3b3
k3 = —=5b; + 9b; — 2b,
Sehingga untuk setiap b = (by, by, b;) € R® dapat dinyatakan sebagai
b = kvq + kv + k3v3
yang merupakan kombinasi linear dari S. Jadi S merentang R3.
Untuk memperlihatkan S bebas linear harus diperlihatkan bahwa satu-satunya
penyelesaian dari
kivy + kyvy + kzv3 =0
adalah k; =k, = k3 = 0.
Jika persamaan di atas dinyatakan dalam komponen-komponennya, maka
diperoleh SPL berikut
ki + 2k, +3k; =0
2k + 9k, +3k; =0 (2)
ki+4k; =0
atau dapat dinyatakan

1 2 3][ki] O
2 9 3||k;|=|0]|dengan A =
ks 0

1 0 4

1 2 3

2 9 3].

1 0 4

Diperoleh

det(4) = (D@ + (2)BR)(D) + (3)(2)(0) = RN = (O - (2)(2)(4)
=36+6+0-27-0—-16=-1

Karena det(A) # 0 maka A dapat dibalik sehingga k,vq + k,v, + k3v3 = 0 hanya

mempunyai satu penyelesaian. Dengan menyelesaikan SPL (2) diperoleh k; =

k, = k3 = 0. Sehingga S bebas linear.
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Teorema 2.4.1 (Anton 1987:162)
Jika § = {vq,v,, ..., v} adalah sebuah himpunan n vektor bebas linear pada
sebuah ruang V berdimensi n maka S adalah sebuah basis untuk V.
Bukti:
S bebas linear pada sebuah ruang V berdimensi n sehingga

kivi+ kv + -+ kv, =0
untuk k; =0,k, =0, ..., k, = 0.
Karena k = (ki k,,..,k,) =(0,0,...,0), diperoleh sistem persaman linear
homogen yang mempunyai pemecahan trivial. Sehingga matriks koefisiennya
dapat dibalik dan determinannya taknol. Diperoleh S merentang V. Jadi S adalah

sebuah basis untuk V.

2.5 Nilai Eigen

Definisi 2.5.1 (Anton, 1987: 277)
Jika A adalah matriks n X n maka vektor taknol x di R™ disebut vektor eigen
dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari x yakni

Ax = Ax
untuk suatu skalar A. Skalar A disebut nilai eigen dari A dan x disebut vektor
eigen yang bersesuaian dengan A.

Contoh 2.5.1

Misalkan A = [g _12] dan x = [g]

s e =[5 Z|)=[6] =3[ =5«
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Diperoleh Ax = 3x. Jadi nilai eigen adalah 1 =3
Untuk mencari nilai eigen dari suatu matriks A yang berordo n X n digunakan
langkah-langkah sebagai berikut:
Ax = Ax © Ax = Ax

SAUx-Ax =0

©SUM-A)x =0
Supaya 4 menjadi nilai eigen, maka harus ada pemecahan taknol dari persamaan
tersebut atau det(Al- A) = 0. Det(Al- A) disebut persamaan karakteristik dari A.

Contoh 2.5.2

Cari nilai-nilai eigen dari matriks A = [_31 (2)]

Penyelesaian:
Al-4 = ’1[(1) (1)] - [—31 g]

Persamaan karakteristik dari A:

Det(A1-4) = |* T 37

A
=1-3)AD) -MD)(=2)
=2-31-(-2)
=12 —-31+2
Dari persamaan karakteristik A2 — 31 + 2 diperoleh:
A2—-31+2=0

& A-2)A-1)=0
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A—2=0dan1—-1=0
A=2danl=1

Jadi nilai-nilai eigen dari A adalahA =2 dan 1= 1.

2.5.1 Nilai Eigen Dominan
Definisi 2.5.1.1 (Anton, 1987: 372)
Nilai eigen dari sebuah matriks A dinamakan nilai eigen dominan (dominant
eigenvalue) A jika nilai mutlaknya lebih besar dari nilai-nilai mutlak dari nilai-
nilai eigen yang selebihnya. Sedangkan vektor eigen yang bersesuaian dengan
nilai eigen dominan dinamakan vektor eigen dominan (dominant eigen vector) A.
Contoh 2.5.1.1
Sebuah matriks A berukuran 4 X 4 mempunyai nilai-nilai eigen

A =—4, A =3, Az = =2, Ay =2
A1 = —4 adalah nilai eigen dominan dari A karena

|—4| > |3], |—4| > |-2|, dan |—4| > |2].

2.5.2 Nilai Eigen Tak Dominan
Definisi 2.5.2.1 (Andriani, 2011:9)
Nilai eigen dari sebuah matriks A dinamakan nilai eigen tak dominan dari A jika
nilai mutlaknya lebih kecil dari nilai-nilai mutlak nilai-nilai eigen yang
selebihnya.
Contoh 2.5.2.1

Sebuah matriks A berukuran 3 X 3 mempunyai nilai-nilai eigen
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A3 = —2 adalah nilai eigen tak dominan karena |—2| < |3| dan |-2| < |—4].

2.6 Ruang Eigen

Menurut Anton (2000:341), vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan
nilai eigen A adalah vektor taknol x yang memenuhi Ax = Ax. Jadi vektor eigen
yang bersesuaian dengan A adalah vektor taknol di ruang penyelesaian dari
(Al —A)x = 0. Ruang penyelesaian ini disebut ruang eigen dari A yang
bersesuaian dengan A.

Contoh 2.6.1 (Anton, 2000:341)

Tentukan basis untuk ruang eigen dari

0 0 -2
A=|1 2 1
1 0 3

Penyelesaian:
Persamaan karakteristik dari matriks A adalah A3 — 512 + 81 — 4 = 0, atau dalam
bentuk yang telah difaktorkan yaitu (1 — 1)(A1 — 2)? = 0, sehingga nilai eigen

dari A adalah A = 1 dan A = 2. Sehingga ada dua ruang eigen dari A.

X1
X = |X2
X3

adalah vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan A jika dan hanya jika x

Berdasarkan definisi

adalah penyelesaian taktrivial dari (AI — A)x = 0 yaitu

A 0 2 X1 0
-1 A1-2 -1 ||*2|=|0 (6)
-1 0 A—=311x3 0
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Jika A = 2 maka persamaan (6) menjadi

2 0 27 0
-1 0 —1]|*2(=|0
-1 0 -—111x3 0

Dengan menyelesaikan sistem persamaan diatas diperoleh
X1 = =S, X, = t, X3 =S

Sehingga vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan A = 2 adalah vektor taknol

dari bentuk berikut
—-S —S 0 -1 0
x=[t]=[0]+t=so +t|1].
S S 0 1 0

-1 0
Karena [ 0 ] dan [1] bebas linear, vektor-vektor ini membentuk basis untuk
1 0

ruang eigen yang bersesuaian dengan A = 2.

Jika A = 1 maka persamaan (6) menjadi

5[]

Dengan menyelesaikan sistem persamaan diatas diperoleh
X, = —28, Xy, =S, X3 =S§

Sehingga vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan A = 1 adalah vektor taknol

EHE

Sehingga [ 1 ] adalah basis untuk ruang eigen yang bersesuaian dengan A = 1.
1

dari bentuk berikut
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2.7 Diagonalisasi

Definisi 2.7.1 (Anton, 1987:284)

Matriks Persegi A dinamakan dapat didiagonalisasi (diagonalizable) jika terdapat
matriks P yang dapat dibalik sehingga P~1AP diagonal; matriks P dikatakan
mendiagonalisasi A.

Teorema 2.7.1 (Anton, 1987:285)

Jika A adalah matriks n X n maka pernyataan-pernyataan berikut ekivalen satu
sama lain

(a) A dapat didiagonalisasi

(b) A mempunyai n vektor eigen bebas linear

Bukti:

(a) = (b)

Karena A dianggap dapat didiagonalisasi maka terdapat matriks yang dapat

dibalik
P11 P12z Pin
P = p2:1 P:22 p:Zn
Pn1 Pnz - Pnn
Sehingga P~*AP = D dimana
A, 0 0
p=|0 % 0
0 0 A,
Diperoleh AP = PD yakni
P11 Pz -+ Pm][4 O .. 0

AP = P2:1 Pzzz p:Zn O /}2 O

Pn1 Pn2 = PnnjlO0 0 .. Ay
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Mp11 A2P1z - AnDin
_ |Mp21 A2p22 - AnDzn
Alpnl /12an Anpnn

Misalkan pq, py, ..., Pn vektor-vektor kolom P, kolom-kolom PD yang berurutan
adalah A,pq, 205, ..., Aypn. Sedangkan kolom-kolom APyang berurutan adalah
Ap,, Apy, ..., Ap,, sehingga diperoleh

Apy = 41, APz = A2D2, s APn = AnPn
Karena P dapat dibalik, vektor-vektor kolomnya taknol, jadi A4, 4,, ..., 4,, adalah
nilai-nilai eigen A dan pq, p,, ..., pn adalah vektor-vektor eigen yang bersesuaian.
Karena P dapat dibalik diperoleh pq,p,, ..., p, bebas linear. Jadi A mempunyai n
vektor eigen bebas linear
(b) = (a)
Anggap A mempunyai n vektor eigen bebas linear, maka p,,p,, ..., pn, dengan

nilai eigen yang bersesuaian A4, 45, ..., 4,,, dan misalkan

P11 Pz = Pin
p= P2:1 P:22 p:2n
Pn1 Pn2 - Pnn

adalah matriks yang vektor-vektor kolomnya p4,p,, ..., P - Kolom-kolom hasil

kali AP adalah Ap;, Ap,, ..., Ap,, dan

Apy = Mip1, Apz = A3z, -, AP = AnDn

sehingga
Mp1n APz - AnDin
AP = Mp21 AgP2z o AnDon

MPn1 AoPn2 - AnDPnn
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P11 Pz - P[4 O .. 0
_|P21 P22 - P[]0 A .. 0O

Pni Pnz -+ Pan]lO0 0 .. An
= PD

dimana D adalah matriks diagonal yang memiliki nilai-nilai eigen A4, 4,, ..., 4,
pada diagonal utama. Karena P bebas linear maka P dapat dibalik sehingga

diperoleh P~*AP = D. Jadi A dapat didiagonalisasi.

Misalkan A adalah matriks n X n yang dapat didiagonalisasi dengan nilai
eigen dominan. Jika x( adalah sebarang vektor taknol dalam R™ maka vektor
APx,
adalah aproksimasi yang baik terhadap vektor eigen dominan A bila eksponen
tersebut besar. Hal ini yang mendasari adanya metode pangkat untuk mencari nilai

eigen dominan.

2.8 Limit di Tak Hingga

Menurut Anton (1987:372), misalkan A adalah matriks n X n yang dapat
didiagonalisasi dengan nilai eigen dominan. Jika x, adalah sebarang vektor taknol
di R™ maka vektor APx, adalah aproksimasi yang baik terhadap vektor eigen
dominan A bila eksponen tersebut besar. Hal ini memungkinkan adanya limit di
tak hingga untuk memperoleh aproksimasi nilai eigen dan vektor eigen dominan

dari A.



Definsi 2.8.1 (Chotim 2008:175)
Dipunyai fungsi f: R - R.
lim f(x) =L
n—-+co

© Ve>03IM > 03 |f(x) — L| < e apabilax > M.

Contoh 2.8.1 (Chotim 2008:175)

Tunjukkan

lim — =0
n-+oo X

Penyelesaian:
Tulis = = £(x).
Ambil sembarang € > 0.
o 1

Pilih M = -

&
Dipunyai x > M.

1

1 1 1
Jelas- < - —< =
x M |x| M

Jadi |[f(x)| = |§| =|71|< =&

1
M

Jadi Ve > 03M > 0 3 |f(x) — 0] < € apabilax > M.

Jadi

lim —=0.
n-+o X

26
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2.9 Matriks Leslie

Salah satu penerapan nilai eigen terutama nilai eigen dominan dalam
kehidupan sehari-hari adalah matriks Leslie. Dalam matriks Leslie, nilai eigen
dominan berguna untuk mengetahui laju pertumbuhan suatu populasi. Matriks
Leslie sendiri adalah salah satu model pertumbuhan populasi yang banyak
digunakan oleh ahli kependudukan. Model ini menjelaskan pertumbuhan
banyaknya betina dari populasi manusia atau hewan. Dalam model ini populasi
manusia atau hewan betina dibagi atas kelompok umur dengan kurun waktu yang
sama. Misalkan umur maksimum yang dicapai sebarang betina dalam populasi itu
adalah L tahun (atau dinyatakan dalam satuan waktu yang lain) dan populasi

tersebut dibagi atas n kelompok umur, maka kurun waktu dari setiap kelompok
umur adalah % tahun. Pembagian kelompok umur terlihat pada tabel di bawah

Tabel 1. Pembagian Kelompok Umur

Kelompok Umur Interval Umur
[0,
1 )
[L ZL)
2 n’'n
[ZL 3L>
3 n’'n

[(n —-2)L (n— 1)L>

n n
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)

n

[

Misalkan diketahui banyaknya betina dalam setiap kelompok dari ke-n

kelompok tersebut pada waktu t = 0. Jumlah betina di dalam kelompok pertama
ditulis x*, jumlah betina di dalam kelompok kedua ditulis x{”, dan seterusnya.

Dengan bilangan-bilangan ini akan terbentuk sebuah matriks kolom x(®) sebagai

O]
X1
O]
X (0) = xz
X

)
n

berikut:

Matriks kolom x(® ini dinamakan matriks distribusi umur mula-mula.

Seriring berjalannya waktu banyaknya betina di dalam setiap kelompok
akan berubah karena proses kelahiran, penuaan, dan kematian. Untuk mempelajari
proses penuaan adalah dengan mengamati populasi pada waktu-waktu diskrit,
misalkan ¢y, t1,t,, ..., tg,.... Model Leslie menyaratkan bahwa kurun waktu
diantara dua waktu pengamatan yang berurutan adalah sama seperti kurun waktu

dari interval umur. Karena itu dibuat

tOZO
. L
1_n
. 2L
Z_n

kL
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Proses kelahiran dan kematian diantara dua waktu pengamatan yang

berurutan dapat dijelaskan dengan menggunakan parameter-parameter berikut:

Jumlah rata-rata anak betina yang
“ dilahirkan dari betina selama berada
i=1,2,..,n
dalam kelompok umur ke-i
Perbandingan banyaknya betina
dalam kelompok umur ke-i yang
b; diharapkan masih hidup dan sampai
i=12,..,.n—1 ke kelompok umur ke-(i + 1) dengan
banyaknya betina dalam kelompok
umur ke-i
Berdasarkan penjelasan di atas, diperoleh bahwa
a; =0 untuki=12,..,n
0<bh <1 untuki=12,..,n—1

Tampak bahwa nilai b; tidak boleh ada yang sama dengan nol, karena itu berarti
tidak ada betina yang masih hidup sesudah kelompok umur ke-i. Selain itu,
anggap bahwa sedikitnya ada satu a; yang positif, sehingga akan terjadi kelahiran.
Matriks Leslie sendiri memiliki elemen-elemen yang berasal dari dua parameter

tersebut, secara umum dapat ditulis sebagai berikut:

a1 az a3 an_l an
by 0 0 .. 0 O

L=|0 b, 0 .. 0 O

0 0 0 .. byq O
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2.10 Metode Pangkat (Power Method)

Metode pangkat adalah suatu metode iteratif untuk mendapatkan nilai
eigen dominan dari suatu matriks dan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai
eigen tersebut (Chandra, 2016: 37). Metode ini dinamakan metode pangkat karena
mengalikan matriks A terus menerus dengan suatu vektor taknol untuk
mendapatkan aproksimasi yang baik terhadap nilai eigen dan vektor eigen. Untuk
mengetahui lebih lanjut mengenai metode pangkat, perhatikan pembahasan
berikut.

Misalkan A adalah matriks nXn yang dapat didiagonalisasi, A
mempunyai n vektor eigen vq, Uy, ..., U, yang bebas linear. Misalkan A4, 15, ..., 1,
adalah nilai-nilai eigen yang bersesuaian dengan A dan anggap

|A1] > 22| = -+ = |4y].
Vektor-vektor eigen vy, V5, ..., U, bebas linear sehingga membentuk basis di R",
jadi sebarang vektor x taknol dapat dinyatakan sebagai
X9 = kv + kv, + -+ kv,

Dengan mengalikan kedua ruas dengan A akan diperoleh
Axg = A(k v, + kv, + -+ kyvp)

= Ak,v, + Ak,v, + - + Ak, vy,

= k,Av, + k,Av, + - + kj,Av,

= kiAv + kv, + -+ kA0,
Kemudian jika dikalikan lagi dengan A akan diperoleh
A?xg = A(k A0 + kydovy + o + kp A, vy)

= Aklllvl + Aszzvz + -+ Aknﬂnvn
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= klllAvl + kzleVz + -+ knAnAvn
— 2 2 2
- klll 171 + kZAZ vz + A + kn/ln ‘Dn
Dengan terus melanjutkan perkalian ini, setelah p perkalian akan diperoleh
Apxo = klllpvl + kz}{zva + -+ knlnpvn
Karena || > |1,| = -+ = |A,| maka A; # 0 schingga
P D Ay 14 An 14
APxo = WP (kvy + ko () v + -+ kn (52) w0)

Kemudian diperoleh

/12 An
AT

semuanya memiliki nilai mutlak kurang dari satu sehingga

G )

nilainya semakin mendekati nol jika p semakin besar.

p

Diperoleh

» AZ 14 An p
Apxo = /11 (k1v1 + kz (/1—1> 172 + -+ kn (/1_1> vn

& APxg ~ ;P (kv + 0+ -+ 0)
o APxy =~ 1,k v,
Jadi aproksimasi A?xy ~ 4,"k, v, semakin bertambah baik.

Seperti yang sudah disebutkan pada subbab 2.7 dan penjelasan di atas,
misalkan A adalah matriks n X n yang dapat didiagonalisasi dengan nilai eigen
dominan, dan jika xy adalah sebarang vektor taknol di R™ maka vektor APx,
adalah aproksimasi yang baik terhadap vektor eigen dominan A bila eksponen

tersebut besar. Dengan ini pun dapat diperoleh nilai eigen dominan matriks A.
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Menurut Anton (1987), algoritma pencarian nilai eigen menggunakan metode

pangkat sebagai berikut:

Langkah 0. Pilihlah sebarang vektor taknol x.

Langkah 1. Hitunglah Ax, dan skalakanlah ke bawah untuk mendapatkan
aproksimasi pertama terhadap vektor eigen dominan. Namakanlah
vektor eigen tersebut xy.

Langkah 2. Hitunglah Ax; dan skalakanlah ke bawah untuk mendapatkan
aproksimasi kedua x.

Langkah 3. Hitunglah Ax, dan skalakanlah ke bawah untuk mendapatkan
aproksimasi ketiga x3.

Dengan melanjutkan cara ini, maka urutan xg, x4, X3, X3, ..., yang aproksimasinya

semakin bertambah baik terhadap vektor eigen dominan akan didapatkan.

2.10.1 Macam-Macam Metode Pangkat

Metode pangkat mempunyai beberapa bentuk pengembangan, yaitu
metode pangkat langsung, metode pangkat invers, metode pangkat yang tergeser,
dan metode pangkat invers yang tergeser. Metode-metode ini pada penelitian
sebelumnya (Chandra, 2016: 37-38), telah sedikit diulas meliputi algoritma
pencarian nilai eigen dari beberapa bentuk metode pangkat sebagai berikut
1. Metode Pangkat Langsung

a. Jika matriks A berukuran n x n, maka tentukanlah sebuah matriks x ()

yang berukuran n x 1 dan bukan matriks nol.

b. Carilah nilai y*) yang memenuhi perkalian matriks Ax(® = y @,
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c. Bagi matriks y® dengan elemen matriks tersebut yang harga
mutlaknya terbesar yaitu A() sehingga didapatkan y®) = A(Wx @),

d. Ulangi langkah b dan ¢ dengan x* = x**1 untuk k = 0,1,2,3, sampai
suatu iterasi yang menunjukkan bahwa nilai Ak =~ Ak+1 @ AR+l
merupakan nilai eigen mutlak terbesar dari matriks tersebut, sedangkan
x**1 adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan A**1,

Metode Pangkat Invers

a. Carilah matriks L dan U yang memenuhi persamaan LU = A dengan
menggunakan metode Doolittle LU.

b. Tentukan matriks x(®) yang bukan matriks nol.

c. Carilah x’ yang memenuhi perkalian Lx’ = x(%.

d. Carilah y’ yang memenuhi perkalian Uy’ = x'.

e. Bagi y™ dengan elemen y(» yang terbesar (dalam harga mutlak) agar
diperoleh y® = Agrlllersex(l).

f. Ulangi langkah ¢ sampai e dengan x* =x**! untuk k=

0,1,2,3, .... Iterasi dilakukan sampai nilai x konvergen. Pada saat

adalah nilai eigen yang dicari dan x*+1

konvergen, A =

inverse

adalah vektor eigen yang bersesuaian.

Metode Pangkat yang Tergeser

a.

Mencari nilai eigen mutlak terbesar dengan metode pangkat langsung,

Alargest-
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b. Mengurangkan semua elemen diagonal utama matriks A dengan
S = Aiargest untuk memperoleh matriks Agpifreq-

c. Mencari nilai eigen terbesar (Aspifreq) dari matriks Agpifreq dengan
metode pangkat langsung.

d. Menghitung nilai eigen tak dominan dari matriks A yaitu A=
Ashiftea + S-

Metode Pangkat Invers yang Tergeser

a. Buatlah nilai tebakan awal A, untuk nilai eigen menengah.

b. Kurangi seluruh elemen diagonal utama dari matriks A dengan
S = Aguess untuk memperoleh matriks Agpifreq-

c. Cari nilai (Aspifted inverse) dari matriks Agpirreq dengan metode

pangkat invers.

d. Hitung nilai Agpifreq = .

Ashifted,inverse

e. Hitung nilai Ajprer = Agpiftea + S
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BAB V

PENUTUP

Simpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah diuraikan sebelumnya, diperoleh

beberapa simpulan mengenai penentuan nilai eigen sebagai berikut:

1.

Menentukan nilai eigen dominan dengan metode pangkat langsung dapat
dilakukan dengan menentukan sebarang vektor taknol xy berukuran
n X 1. Kemudian cari y, yang memenuhi y, = Ax, untuk k = 0.

Selanjutnya bagi y; dengan elemen Yy, yang memiliki nilai mutlak
terbesar yaitu A¥*1) sehingga diperoleh x;,; = ﬁ ¥x. Ulangi mencari

¥ dan x;,untuk k = 1,2, ... sampai diperoleh nilai A% ~ A*+1 Nilai
A%+1) yang diperoleh merupakan nilai eigen dominan dari matriks A.

Menentukan nilai eigen tak dominan dengan metode pangkat invers
dilakukan dengan mencari nilai eigen dominan dari matriks A71
menggunakan metode pangkat langsung terlebih dahulu. Nilai eigen

matriks A yang bersesuaian dengan nilai eigen dominan dari matriks A~1

merupakan nilai eigen tak dominan matriks A yakni A =

invers

Menentukan nilai eigen tak dominan dengan metode pangkat tergeser
dilakukan dengan mencari nilai eigen dominan dari matriks A yang digeser
yakni (A — sI) menggunakan metode pangkat langsung, dimana nilai

geseran atau s diperoleh dari daerah nilai eigen dominan menggunakan

68
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teorema Gerschgorin. Nilai eigen matriks A yang bersesuaian dengan nilai
eigen dominan dari matriks (A — sI) merupakan nilai eigen tak dominan
matriks A yakni A = Agpifteq + S

Menentukan nilai eigen dominan dengan metode pangkat invers tergeser
dilakukan dengan mencari nilai eigen dominan matriks (A — sI)~! dengan
metode pangkat langsung. Nilai eigen matriks A yang bersesuaian dengan

nilai eigen dominan dari matriks (A — sI)~! merupakan nilai eigen

dominan matriks 4 yakni 4 = — 1 4

shiftedinvers

Saran

Pada penelitian ini penulis mengkaji tentang penentuan nilai eigen dengan

metode pangkat. Penelitian selanjutnya dapat mengembangkan kajian penentuan

nilai eigen untuk matriks-matriks yang lain, mengkaji penentuan nilai eigen

dominan dan tak dominan dengan metode yang lain disertai dengan teorema dan

buktinya, dapat pula melakukan perbandingan antar metode untuk melihat

perbedaan tiap metode, melihat keefektifan tiap metode dalam menentukan nilai

eigen, atau mengembangkan algoritma metode pangkat itu sendiri.



DAFTAR PUSTAKA

Andriani, Yuli. “Menentukan Nilai Eigen Tak Dominan Suatu Matriks Definit
Negatif Menggunakan Metode Kuasa Invers dengan Shifted.” Jurnal
Penelitian Sains 14.1 (2011):8-12.

Anton, Howard. 1987. Edisi Kelima Aljabar Linear Elementer. Diterjemahkan
oleh: Pantur Silaban. Jakarta: Erlangga.

Anton, Howard. 2000. Elementary Linear Algebra 8" Ed. USA: Anton
Textbooks, Inc.

Arif, Wahyuni, dan Try Azisah. “Metode Pangkat dan Metode Deflasi dalam
Menentukan Nilai Eigen dan Vektor Eigen dari Matriks.” Jurnal MSA 3.2
(2015): 64-74.

Bartle, Robert G dan Donald R. Sherbert. 1994. Introduction to Real Analysis.
Second Edition. Singapore: John Wiley & Sons Inc.

Chandra, Novita Eka dan Wiwin Kusniati. “Aplikasi Metode Pangkat dalam
Mengapoksimasi Nilai Eigen Kompleks Pada Matriks.” Jurnal UJMC 2.1
(2016):36-40.

Chotim, Moch. 2008. Kalkulus [. Semarang: Jurusan Matematika FMIPA
Univesitas Negeri Semarang.

Gere, James M dan William Weaver, Jr. 1987. Aljabar Matriks untuk Para
Insinyur. Edisi Kedua. Diterjemahkan oleh: G Tejosutikno. Jakarta:
Erlangga.

Jacob, Bill. 1990. Linear Algebra. USA: W.H Freeman and Company.

Kusumawati, Ririen. 2009. Aljabar Linear & Matriks. Malang: UIN Malang
Press.

Leon, Steven J. 2001. Aljabar Linear dan Aplikasinya. Edisi kelima.
Diterjemahkan oleh: Alit Bondan. Jakarta: Erlangga.

Mathews, John H. dan Kurtis D. Fink. 2004. Numerical Methods using MATLAB.
Fourth Edition. USA: Prentice-Hall Inc.

Panza, Michael J. “Application of Power Method and Dominant
Eigenvector/Eigenvalue Concept for Approximate Eigenspace Solutions to
Mechanical Engineering Algebraic Systems.” American Journal of
Mechanical Engineering 6.3(2018):98-113.

Pratama, Yudha., Bayu Prihandono., dan Nilamsari Kusumastuti. “Aplikasi
Matriks Leslie untuk Memprediksikan Jumlah dan Laju Pertumbuhan

70



71

Suatu Populasi.” Buletin Ilmiah Math. Stat. dan Terapannya (Bimaster)
2.3(2013):163-172.

Tunisa, Kholipah., Kristina Wijayanti., dan Rahayu Budhiati Veronica. “Nilai
Eigen dan Vektor Eigen Matriks Atas Aljabar Max-Plus.” UNNES Journal
of Mathematics 4.1(2016):189-197.





