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ABSTRAK 

 

Hidayat, F. 2018. Pemodelan Matematika Tentang Penyebaran Virus Flu Burung 

dengan Treatment pada Manusia dalam Populasi Konstan. Skripsi. Jurusan 

Matematika FMIPA UNNES. Pembimbing Utama Muhammad Kharis, S.Si., 

M.Sc. dan Pembimbing Kedua Prof. Dr. St. Budi Waluyo, M.Si.. 

 

Kata Kunci : Model Matematika, Virus Flu Burung, Titik Ekuilibrium, Bilangan 

Reproduksi Dasar, Treatment. 

 

Indonesia merupakan salah satu negara dengan kasus  virus flu burung tertinggi 

sejak tahun 2005.  Flu burung adalah virus H5N1 yang telah bermutasi dengan 

virus influenza pada hewan dan manusia sehingga menjadi penyakit menular. 

Virus ini masih menjadi ancaman bagi kesehatan manusia, bahkan berpotensi 

menjadi agen pandemi. Virus ini disebarkan melalui unggas terinfeksi ke unggas 

rentan dan unggas terinfeksi ke manusia rentan serta manusia terinfeksi ke 

manusia rentan. Dengan permasalahan tersebut, dibentuk sebuah penelitian untuk 

membangun model matematika penyebaran virus flu burung, mencari titik 

kestabilan dari model yang dibuat dan pembuatan simulasi numerik. Penelitian ini 

menghasilkan model 𝑆, 𝐼, 𝑇, 𝑆𝑏, 𝐼𝑏 dengan adanya pemberian treatment kepada 

manusia terinfeksi (𝐼) dalam populasi manusia konstan, dengan tujuan 

mengurangi penyebaran virus flu burung. Dari model tersebut diperoleh bilangan 

reproduksi dasar pada manusia (ℛ0) dan unggas (𝑟0) serta analisa 3 titik 

ekuilibrium: (a) titik ekuilibrium 𝑃0 stabil asimtotik lokal untuk kondisi ℛ0  <

 1 dan 𝑟0 < 1 (b) titik ekuilibrium 𝑃0 tidak stabil dan 𝑃1 stabil asimtotik lokal 

untuk kondisi ℛ0 >  1 dan 𝑟0 < 1  dan (c) titik ekuilibrium 𝑃0 dan 𝑃1 tidak stabil 

serta 𝑃2 stabil asimtotik lokal untuk kondisi ℛ0 >  1 dan 𝑟0 > 1. Selanjutnya, 

dibuatkan simulasi model tersebut yang menghasilkan beberapa fakta yaitu 

semakin kecil nilai peluang kontak unggas rentan dengan unggas terinfeksi dan 

kontak manusia rentan dengan manusia terinfeksi serta semakin besar nilai 

proporsi manusia yang diberi treatment maka akan mengurangi banyaknya 

individu manusia yang terinfeksi virus flu burung. Diperoleh proporsi manusia 

yang menjalani treatment  (𝛼) agar penyebaran virus flu burung tidak meluas 

yaitu 𝛼 > 𝛽1 − (𝛾 + 𝜇). Simulasi numerik menunjukkan keefektifan pengaruh 

pemberian treatment yang dapat mengurangi individu manusia terinfeksi sehingga 

dapat mencegah penyebaran virus flu burung lebih luas. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

1.1   Latar Belakang 

Pada tahun 2009 merebak epidemi flu burung kemudian diikuti epidemi 

flu babi (Kharis & Cahyono, 2015). Flu burung atau avian influenza merupakan 

suatu penyakit menular yang disebabkan oleh virus influenza yang ditularkan oleh 

unggas  ke manusia (zoonotic) yang dapat menyebabkan wabah. Manusia bukan 

satu-satunya yang dapat terkena infeksi influenza (Johnson et al., 2017).  Virus 

influenza termasuk keluarga Orthomyxoviridae dan diklasifikasikan menjadi tiga 

serotipe: A, B dan C. Virus influenza tipe A secara epidemiologi sangat 

berpengaruh terhadap kehidupan manusia karena dapat menggabungkan gen-

gennya dengan strain-strain virus yang beredar di populasi binatang seperti 

burung, babi, dan kuda (Anggoro et al., 2013). Virus influenza A diklasifikasikan 

menjadi dua subtipe berdasarkan protein permukaan, hemagglutinin dan 

neuraminidase. Virus influenza tipe A ini terdiri dari 16 subtipe hemagglutinin 

dan 9 subtipe neuraminidase semuanya dapat menyerang unggas.  

Tingkat keganasan flu burung dibagi menjadi dua tingkatan dengan tanda-

tanda klinis yang parah (highly pathogenic avian influenza) dan tanda-tanda yang 

ringan (low pathogenic avian influenza) (Plague & Aviaire, 2016). Ini disebabkan 

oleh karakteristik struktur hemagglutinin virus flu burung, unggas yang terinfeksi 

dan saat genetik virus bermutasi atau terjadi pencampuran gen influenza pada 

hewan dan manusia menyebabkan perubahan struktural (Che et al., 2014). 

Tingkat transmisi antara hewan dalam kawanan dinilai lebih tinggi untuk virus 

HPAI dibandingkan virus LPAI. Dalam banyak kasus,  virus LPAI tetap terbatas 

pada peternakan tunggal, meskipun penyebaran horizontal telah diamati dalam 

beberapa kesempatan. Penyebaran virus HPAI antar peternakan sangat 

memungkinkan karena tidak adanya pengontrolan (More et al., 2017). 

Permasalahan lainnya yang terjadi dalam suatu populasi adalah epidemik (Ni’mah 

et al., 2016). Lebih dari satu dekade yang lalu, ditemukan bahwa virus flu burung 
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mampu dibawa oleh burung liar dalam jarak yang jauh. Hal ini terjadi pada HPAI 

subtipe A (H5N1) dari Asia Tenggara dan Asia Timur ke beberapa wilayah di 

Asia, Eropa, Afrika serta Amerika Utara. Dalam epidemi saat ini, tingkat 

keterlibatan burung liar dalam epidemiologi penyakit ini luar biasa (Brown et al., 

2017). Influenza menjadi pandemi saat virus influenza baru muncul di populasi 

manusia menyebabkan penyakit serius dan menyebar dengan mudah dari orang ke 

orang dan menyebabkan wabah. Ini bisa menyapu sebuah negara dan seluruh 

dunia dalam waktu yang sangat singkat (Waliya et al., 2017). Bahkan penyakit ini 

sering terjadi di masyarakat sekitar dan dianggap remeh (Nurlazuardini et al., 

2016). 

Kehidupan di pasar unggas terbukti menjadi lokasi yang signifikan untuk 

penyebaran virus flu burung dari unggas ke manusia dan kontak dengan unggas 

yang sakit atau mati diidentifikasi sebagai faktor risiko (Shimizu et al., 2016). 

Ada dua cara penularan, yaitu melalui kontak dan udara, di mana influenza dan 

virus pernafasan lainnya diperkirakan menyebar dari orang ke orang (Tangavel & 

Bouvier, 2014).  Menurut WHO, virus flu burung (H5N1) pertama kali 

menginfeksi manusia pada tahun 1997 di Hongkong yang menyebabkan 18 orang 

sakit dan 6 orang di antaranya meninggal. Di antara 2003 dan 2004 virus ini 

menyebabkan outbreak (wabah) pada unggas di mana dalam upaya 

pencegahannya sekitar 100 juta unggas mati baik dimusnahkan atau mati karena 

virus ini. 

Pada bulan Januari 2018, WHO telah melaporkan total infeksi highly 

pathogenic avian influenza H5N1 pada manusia dari 2003 sampai dengan 2018 

ada 860 kasus, termasuk 454 kematian. Jumlah kasus tersebut ada di 16 negara 

meliputi Azerbaijan dengan 5 orang meninggal dari 8 kasus terinfeksi flu burung, 

Bangladesh dengan 1 orang meninggal dari 8 kasus, China dengan 31 orang 

meninggal dari 53 kasus, Djibouti dengan 1 kasus tanpa mengalami kematian. 

Indonesia dengan 168 orang meninggal dari 200 kasus, Iraq dengan 2 orang 

meninggal dari 3 kasus, Kamboja dengan 37 orang meninggal dari 56 kasus, 

Kanada dengan 1 orang meninggal dari 1 kasus, Laos dengan 2 orang meninggal 

dari 2 kasus, Mesir dengan 120 orang meninggal dari 358 kasus, Myanmar dengan 
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1 kasus tanpa mengalami kematian, Nigeria dengan 1 orang meninggal dari 1 

kasus, Pakistan dengan 1 orang meninggal dari 3 kasus, Thailand dengan 17 orang 

meninggal dari 25 kasus, Turki dengan 4 orang meninggal dari 12 kasus dan 

Vietnam dengan 64 orang meninggal dari 127 kasus. Indonesia merupakan negara 

kedua dengan jumlah kasus konfirmasi terinfeksi flu burung tertinggi setelah 

Mesir. Sebagian besar avian influenza H5N1 menginfeksi manusia pada usia 

remaja dan anak-anak. Adapun fase-fase pandemi flu burung disajikan dalam 

Tabel 1.1. 

Tabel 1.1 Fase pandemi flu burung 

 (Sumber : WHO, 2009) 

Negara Indonesia saat ini berada pada fase 3, di mana telah terjadi 

penularan subtipe virus influenza pada manusia namun belum ada penularan dari 

manusia ke manusia dan apabila terdapat penularan antar manusia merupakan 

penularan yang sangat terbatas dan tidak berkelanjutan (Direktorat Bina Farmasi 

Komunitas dan Klinik, 2007: 9). Sebagian besar kasus HPAI H5N1 di Indonesia 

telah terjadi di bagian barat pulau utama Jawa. Mayoritas kasus HPAI H5N1 telah 

dikaitkan dengan ekspos unggas unggas seperti kontak langsung atau dekat 

TINGKATAN PANDEMI (WHO) 

Periode Inter-pandemi 

Fase 1 
Tidak adanya subtipe virus influenza baru pada manusia, terdapat infeksi 

pada binatang (unggas) dengan risiko rendah penularan pada manusia. 

Fase 2 
Tidak adanya subtipe virus influenza baru pada manusia, terdapat infeksi 

pada binatang (unggas) dengan risiko tinggi penularan pada manusia. 

Periode Waspada Pandemi 

Fase 3 
Manusia terinfeksi dengan virus subtipe baru; tidak adanya penularan 

manusia ke manusia. 

Fase 4 
Penularan manusia ke manusia pada klaster kecil dan terlokalisir pada 

area kecil. 

Fase 5 Klaster besar. Masih terlokalisir; virus mulai beradaptasi ke manusia. 

Periode Pandemi 

Fase 6 Penularan yang meningkat dan transmisi berkelanjutan pada manusia. 

Periode Pasca Pandemi 

Kembali ke fase Inter-pandemi 
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dengan unggas yang sakit atau mati atau mengunjungi pasar unggas hidup, 

walaupun terbatas, transmisi virus HPAI H5N1 manusia yang tidak berkelanjutan 

kemungkinan bisa terjadi (Mangiri et al., 2017). Faktanya, orang yang terinfeksi 

membutuhkan beberapa perawatan untuk menyembuhkan infeksi seperti asimilasi 

obat dan rawat inap (Kharis & Arifudin, 2017). Individu yang terinfeksi maupun 

teridentifikasi penyakit akan masuk ke rumah sakit dan mendapatkan proses 

treatment  yang tidak memperhatikan biaya (Himawan et al., 2017). Kecurigaan 

klinis yang rendah terhadap penyakit oleh petugas layanan kesehatan mungkin 

menghambat pentingnya untuk diagnosis dini, konfirmasi serologis, dan inisiasi 

pengobatan yang tepat (Adisasmito et al., 2013). 

Permasalahan yang hendak diteliti meliputi penentuan parameter-

parameter dalam penyebaran virus flu burung seperti tingkat penyebarannya, masa 

inkubasi, masa infeksi baik di populasi unggas maupun manusia. Masalah 

selanjutnya adalah menurunkan bentuk model matematika dari penyebaran virus 

influenza dan menganalisa model untuk melihat kemungkinan wabah tersebut 

meluas serta interpretasi dari hasil analisa model terhadap kehidupan nyata. 

Model matematika juga dapat membantu dalam prediksi pengendalian epidemi di 

masa mendatang agar tidak terjadi endemik (Kholisoh et al., 2012). 

Penelitian mengenai model penyebaran flu burung sebelumnya telah 

dilakukan oleh Derouich dan Boutayeb (2008) dalam An Avian Influenza 

Mathematical Model. Penelitian tersebut membahas mengenai penyebaran flu 

burung dengan model 𝑆𝐼𝑅𝑆 pada populasi manusia dan 𝑆0𝐼0 pada populasi burung 

dengan menyimpulkan bahwa dinamika penyakit virus flu burung ditentukan oleh 

rata-rata jumlah kontak yang memadai dari manusia yang rentan terhadap unggas 

yang terinfeksi.  

Penelitian lain dilakukan oleh Kimbir et al., (2014) dalam A Model 

Analysis for the Transmission Dyinamics of Avian Influenza yang bertujuan 

memodelkan penyebaran virus flu burung dari unggas liar dan unggas domestik 

ke manusia dengan model 𝑆𝐼𝑄𝑅𝑆 pada populasi manusia dan 𝑆𝑤𝐼𝑤𝑆𝐷𝐼𝐷 pada 

populasi unggas liar dan domestik. Pada kelompok manusia yang terinfeksi 

diperlukan perawatan dengan cara dirawat terpisah atau terisolasi. Kemudian 
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menyimpulkan bahwa meningkatnya pemusnahan unggas yang terinfeksi dapat 

mengurangi bilangan rasio reproduksi. 

  Penelitian lain dilakukan oleh Tasmi dan Nuraini (2016) dalam Optimal 

Vaccination and Treatment Schedules in a Deterministic Avian Influenza Model. 

Penelitian tersebut dibahas mengenai penyebaran flu burung dengan 𝑆ℎ𝐼ℎ𝑅ℎ𝑇𝑆ℎ 

pada populasi manusia dan 𝑆𝑣𝐼𝑣𝑉 pada populasi unggas. Pada kelompok manusia 

terinfeksi diberikan treatment. Sedangkan pada populasi unggas  pencegahan 

virus flu burung  berupa vaksinasi. Penelitian tersebut bertujuan untuk 

mengurangi jumlah kasus infeksi flu burung pada manusia. Sedangkan penelitian 

dari Kharis dan Arifudin (2017) dalam Mathematical Model of Seasonal Influenza 

with Treatment in Constant Population, membahas  dinamika model matematika 

𝑆𝐼𝑇𝑅𝑆 untuk epidemik influenza musiman dengan treatment pada manusia dan 

wabah ini setidaknya satu kali terjadi dalam setahun. 

Derouich dan Boutayeb (2008) telah membuat dan menganalisa model 

terkait dengan wabah flu burung ini. Dalam Derouich dan Boutayeb (2008), 

model yang dikembangkan belum mengakomodir fakta adanya tindakan treatment 

pada manusia yang terinfeksi. Model yang dikembangkan oleh Derouich dan 

Boutayeb (2008) juga mengasumsikan bahwa populasi manusia tak konstan.  

Oleh karena itu, penelitian ini berusaha melengkapi pemodelan yang telah 

dikembangkan Derouich dan Boutayeb (2008) dengan menambahkan beberapa 

fakta-fakta yang belum diakomodir seperti yang telah dipaparkan. Model yang 

dibentuk ini ditujukan untuk mengetahui efektifitas tindakan treatment yang 

dilakukan pada wabah penyakit dengan penyebaran virus melalui kontak langsung 

dengan unggas sakit. Selanjutnya dari model yang terbentuk, akan dilihat perilaku 

solusi titik ekuilibrium agar dapat dianalisa kestabilan titik ekuilibrium, sehingga 

dapat diketahui kapan penyakit ini mulai menyebar dan menghilang. Kemudian 

diberikan pula simulasi untuk model yang terbentuk dengan bantuan program 

Maple. 

Berdasarkan latar belakang di atas, penulis tertarik membuat skripsi 

dengan judul “PEMODELAN MATEMATIKA TENTANG PENYEBARAN 
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VIRUS FLU BURUNG (H5N1)  DENGAN TREATMENT PADA MANUSIA 

DALAM POPULASI  KONSTAN”.  

 

1.2   Rumusan Masalah 

Berdasarkan  uraian di atas, permasalahan yang akan dibahas pada 

penelitian ini adalah : 

1. Bagaimana model matematika untuk penyebaran virus flu burung dari unggas 

ke manusia dengan treatment pada manusia dalam populasi konstan? 

2. Bagaimana solusi kestabilan dari model matematika yang telah diturunkan? 

3. Bagaimana simulasi dari model matematika yang telah diturunkan dengan 

bantuan program Maple? 

 

1.3   Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian ini adalah : 

1. Menurunkan model matematika untuk penyebaran virus flu burung dari 

unggas ke manusia dengan treatment pada manusia dalam populasi konstan. 

2. Menganalisa kestabilan dari model matematika yang telah diturunkan.    

3. Mensimulasikan dari model matematika yang telah diturunkan dengan 

bantuan program Maple.  

 

1.4   Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian adalah sebagai berikut. 

1) Bagi Penulis 

Untuk memenuhi salah satu syarat kelulusan program studi Matematika, S1 

FMIPA UNNES dan memperdalam pengetahuan mengenai pemodelan 

khususnya mengenai model matematika penyebaran flu burung dengan 

treatment pada manusia dalam populasi konstan. 

2) Bagi Mahasiswa Matematika 



7 
 

 
 

Sebagai referensi dan wawasan mengenai penurunan model matematika 

penyebaran flu burung sekaligus memberikan kesempatan kepada Mahasiswa 

Matematika untuk mengembangkan penelitian tersebut. 

3) Bagi Pembaca 

Sebagai wacana dan pengetahuan tentang model epidemi mengenai 

penyebaran flu burung (H5N1) dengan treatment pada manusia dalam 

populasi konstan. 

 

1.5  Batasan Masalah 

Pada penulisan ini, permasalahan terbatas pada (1) penyebaran penyakit 

flu burung yang menyerang pada kelompok individu dengan populasi manusia 

dan unggas konstan; (2) penularan penyakit terjadi apabila terjadi kontak langsung 

dari unggas terinfeksi ke unggas sehat dan dari unggas terinfeksi ke manusia 

rentan; (3) penyakit dapat ditularkan dari manusia terinfeksi ke manusia rentan; 

(4) pada populasi unggas dan manusia yang terinfeksi, kematian unggas dan 

manusia hanya diakibatkan oleh faktor penyakit, dan; (5) pada populasi manusia 

yang terinfeksi diperlukan tindakan treatment.  

 

1.6   Sistematika Penulisan 

Penulisan skripsi ini disusun dalam tiga bagian utama, yaitu bagian awal, 

bagian inti, dan bagian akhir skripsi. 

1.6.1 Bagian Awal 

Bagian awal skripsi ini berisi halaman judul, pernyataan, pengesahan, 

motto dan persembahan, kata pengantar, abstrak, daftar isi, daftar tabel, daftar 

gambar, dan daftar lampiran. 

1.6.2 Bagian Inti 

Bagian inti dari skripsi ini adalah isi skripsi yang terdiri dari lima bab,  

yaitu: BAB 1 PENDAHULUAN 

Dalam bab ini dipaparkan mengenai latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penulisan, manfaat penulisan, serta sistematika penulisan.  
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BAB 2 TINJAUAN PUSTAKA 

Berisi tentang teori-teori yang mendukung topik penelitian, yaitu berupa definisi, 

teorema, proposisi, lemma, dan contoh yang berhubungan dengan topik 

penelitian. 

BAB 3 METODE PENELITIAN 

Berisi tentang prosedur atau langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini, 

meliputi kajian pustaka, perumusan masalah, pemecahan masalah, dan penarikan 

kesimpulan.  

BAB 4 PEMBAHASAN 

Berisi pembahasan dari rumusan masalah, yang meliputi pembuktian 

teoremateorema yang digunakan untuk menjawab rumusan masalah. 

BAB 5 PENUTUP 

Berisi simpulan dan saran dari penulis. 

1.6.3 Bagian Akhir 

Berisi daftar pustaka sebagai acuan penulisan yang memberikan informasi 

tentang buku dan literatur lain yang digunakan dalam skripsi ini serta lampiran 

yang mendukung kelengkapan skripsi. 
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BAB 2 

TINJAUAN PUSTAKA 

 
2.1   Sistem Persamaan Diferensial 

Persamaan diferensial adalah persamaan matematika untuk fungsi satu 

variabel atau lebih yang berisi nilai itu sendiri dan turunannya dalam berbagai 

orde. Selain itu, persamaan diferensial yang memuat satu atau beberapa turunan 

fungsi yang tak diketahui. Klasifikasi persamaan diferensial berdasarkan variabel 

bebas dibagi menjadi 2 kasus. Kasus pertama di mana fungsi tergantung pada satu 

variabel bebas disebut persamaan diferensial biasa sedangkan kasus kedua dengan 

fungsi yang tergantung pada beberapa variabel bebas disebut persamaan 

diferensial parsial. Dengan kata lain, persamaan diferensial biasa adalah 

persamaan yang mengandung satu atau beberapa turunan variabel tak bebas 

terhadap variabel bebas. Persamaan diferensial parsial adalah persamaan yang 

mengandung turunan parsial dari variabel tak bebas terhadap dua variabel bebas 

atau lebih (Waluya, 2011).  

Klasifikasi lain adalah tergantung pada banyaknya fungsi-fungsi yang 

tidak diketahui. Jika hanya terdapat fungsi tunggal yang akan ditentukan maka 

satu persamaan sudah cukup. Akan tetapi jika terdapat dua atau lebih fungsi yang 

tidak diketahui maka sebuah sistem dari persamaan diperlukan. Untuk contohnya, 

persamaan Lotka-Volterra atau predator-prey adalah contoh sistem persamaan 

yang sangat penting yang merupakan model dalam ekologi. Persamaan tersebut 

mempunyai bentuk 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥 − 𝛽𝑥𝑦,       (2.1) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑐𝑦 + 𝜌𝑥𝑦,       (2.2) 

di mana  𝑥(𝑡) dan 𝑦(𝑡) adalah populasi spesies prey dan predator. Konstanta 

𝑎, 𝛽, 𝑐 dan 𝜌 didasarkan pada observasi empirik dan tergantung pada spesies 
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tertentu yang sedang dipelajari (Waluya, 2011). 

Contoh: 

Tulis persamaan diferensial orde kedua berikut ini sebagai sistem persamaan 

diferensial linear orde pertama. 

𝑦′′ + 4𝑦′ − 𝑦 = 0, 𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = −1.    (2.3) 

Penyelesaian: 

Menggunakan transformasi  

 𝑥1 = 𝑦, 

 𝑥2 = 𝑦′, 

dan persamaan (2.3) dapat dituliskan sebagai 

 𝑥1
′ = 𝑦′ = 𝑥2, 

 𝑥2
′ = 𝑦′′ = −4𝑦′ + 𝑦 = 𝑥1 − 4𝑥2.     (2.4) 

Kondisi awal dapat dituliskan sebagai 𝑦(0) = 𝑥1(0) = 1, 𝑦′(0) = 𝑥2(0) = −1. 

Persamaan (2.4) dapat dituliskan 

 (
𝑥1

′

𝑥2
′) = (

0 1
1 −4

) (
𝑥1

𝑥2
),  (

𝑥1(0)

𝑥2(0)
) = (

1
−1

). 

2.2  Solusi Persamaan Diferensial 

Definisi 2.1 (Robinson, 2004: 40) 

Diberikan interval terbuka I yang berisi 𝑡0 sebuah solusi nilai awal dari persamaan 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑡)  dengan 𝑥(𝑡0) = 𝑥0    (2.5) 

pada I adalah fungsi terdiferensialkan 𝑥(𝑡) yang didefinisikan pada I, dengan 

𝑥(𝑡0) = 𝑥0 dan  𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡) untuk semua 𝑡 ∈ 𝐼. 
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Cara menentukan interval di mana solusinya ada (daripada menuntut 

bahwa itu didefinisikan untuk setiap nilai 𝑡 ∈ 𝑅) mungkin tampak rumit pada 

awalnya, namun sangat diperlukan untuk beberapa persamaan yang sangat 

sederhana, karena ada kemungkinan solusi untuk 'memompa' dalam waktu yang 

terbatas. Dari definisi formal tentang sebuah solusi yang diberikan, dapat 

dikemukakan sebuah teorema keberadaan dan keunikan sebagai berikut. 

Teorema 2.2 (Robinson, 2004: 40) 

Jika 𝑓(𝑥, 𝑡) dan 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) kontinu untuk 𝑎 < 𝑥 < 𝑏 dan untuk 𝑐 < 𝑡 < 𝑑 maka 

untuk 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) dan 𝑡0 ∈ (𝑐, 𝑑)  nilai awal persamaan (2.5) memiliki solusi unik 

pada beberapa interval terbuka I yang mengandung 𝑡0. 

 Intinya hasil menunjukkan bahwa jika fungsi 𝑓(𝑥, 𝑡) 'cukup bagus' maka 

persamaan akan memiliki solusi unik, paling tidak mendekati 𝑡 = 𝑡0. Namun, 

hasilnya tidak memberi tahu kita seberapa besar interval di mana solusinya dapat 

didefinisikan.  

 Diberikan contoh persamaan sederhana yaitu 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= √𝑥, 𝑥(0) = 0 yang 

mana tidak ada keunikannya. Ini tidak berkontradiksi dengan Teorema 2.2, karena 

turunannya 𝑥
1

2 tak hingga pada 𝑥 = 0. Saat (𝑥) = 𝑥
1

2 , diperoleh 𝑓′(𝑥) =
1

2
𝑥−

1

2, 

dan ini menjadi berhingga seperti 𝑥 mendekati 0, jadi turunan pertama tepatnya 

tidak kontinu pada 𝑥 = 0. 

2.3  Penyakit Flu Burung 

2.3.1 Etiologi 

 Flu Burung merupakan penyakit hewan yang dapat menular ke manusia 

(zoonotic). Penyakit menular zoonotic merupakan ancaman berlanjut bagi 

populasi hewan dan manusia di seluruh dunia (Dulo & Pal, 2017). Setiap orang 

dapat terjangkit dan meninggal jika kontak dengan beberapa jenis tertentu virus 

ini. Penyakit ini mampu menimbulkan patogen ringan (low pathogenic) sampai 

patogen  ganas (highly pathogenic) yang dapat menyebabkan kematian. Pada 
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manusia, virus zoonotic ini dapat menyebabkan kasus infeksi sporadis setelah 

beradaptasi atau bermutasi lebih lanjut dengan virus influenza A lainnya yang 

dapat menyebabkan pandemik influenza  terhadap manusia (Reperant et al., 

2012).   

2.3.2 Gejala dan tanda 

Flu burung, babi dan infeksi influenza zoonosis lainnya pada manusia 

dapat menyebabkan penyakit mulai dari infeksi saluran pernapasan bagian atas 

ringan (demam dan batuk) hingga perkembangan yang cepat hingga pneumonia 

berat, sindrom distres pernapasan akut, syok dan bahkan kematian. Gejala 

gastrointestinal seperti mual, muntah dan diare telah dilaporkan lebih sering 

terjadi pada infeksi A (H5N1). Konjungtivitis juga telah dilaporkan pada 

influenza A (H7). Fitur penyakit seperti masa inkubasi, tingkat keparahan gejala 

dan hasil klinis bervariasi oleh virus yang menyebabkan infeksi namun terutama 

bermanifestasi dengan gejala pernafasan (WHO, 2018).  

Beberapa pasien yang terinfeksi oleh virus flu burung, penyakit ini 

memiliki jalur klinis yang agresif. Gejala awal yang umum adalah demam tinggi 

(lebih besar dari atau sama dengan 38°C) dan batuk diikuti gejala keterlibatan 

saluran pernapasan bagian bawah termasuk dyspnoea atau sulit bernafas. Gejala 

saluran pernafasan bagian atas seperti sakit tenggorokan atau coryza jarang 

terjadi. Gejala lain seperti diare, muntah, sakit perut, pendarahan dari hidung atau 

gusi, ensefalitis, dan nyeri dada juga telah dilaporkan pada perjalanan klinis 

beberapa pasien. Komplikasi infeksi meliputi pneumonia berat, gagal napas 

hipoksemik, disfungsi multi organ, syok septik, dan infeksi bakteri dan jamur 

sekunder. Tingkat kasus fatalitas untuk infeksi virus tipe A di antara manusia jauh 

lebih tinggi daripada infeksi influenza musiman (WHO, 2018). Untuk pandemi 

influenza, demam, batuk, nyeri otot, pilek, dan hidung tersumbat jarang 

dilaporkan oleh dokter sebagai tanda dan gejala pada pasien rawat jalan dan rawat 

inap (Mangiri et al., 2016). 

2.3.3 Pengobatan dan Pencegahan 

Pada burung, tidak ada pengobatan khusus. Ukuran peternakan yang baik, 

diet sehat dan antibiotik spektrum luas untuk mengendalikan infeksi bakteri 
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sekunder dapat membantu mengurangi angka kematian. Saat terjadi wabah flu 

burung H5 atau H7, biasanya dilakukan pemusnahan pada kawanan unggas yang 

terinfeksi (Waliya et al., 2017). Dari perspektif populasi dan kesehatan global, 

vaksinasi pencegahan tetap menjadi landasan upaya kesiapsiagaan pandemi. 

Vaksin yang ideal akan memiliki karakteristik sebagai berikut: (1) bergerak cepat 

dari perkembangan sampai ketersediaan populasi; (2) sangat terjangkau; (3) 

memberikan perlindungan silang; (4) bersifat imunogenik pada populasi dari 

semua umur dengan dosis tunggal dan pada konsentrasi antigen rendah; (5) 

termostabil dan mempertahankan potensi penyimpanan; dan bisa diproduksi di 

negara berkembang. 

Pada manusia, Pasien dengan dugaan atau terbukti virus Avian Influenza 

harus dirawat di rumah sakit secara terpisah. Perawatan suportif dengan oksigen 

dan ventilator mungkin penting. Patogenesis penyakit influenza menunjukkan 

bahwa menghambat replikasi virus sedini mungkin setelah infeksi akan 

mengurangi durasi dan intensitas gejala. Perawatan dapat secara langsung 

menargetkan virus influenza itu sendiri; atau sebaliknya mereka mungkin hanya 

menawarkan bantuan untuk gejala penyakit, sementara sistem kekebalan tubuh 

sendiri bekerja untuk pulih dari infeksi (Waliya et al., 2017). Zanamivir dan 

oseltamivir dapat menghambat aktivitas neuraminidase, efektif terhadap virus 

influenza A dan B, dan mencegah berkembangnya virus baru dari sel yang 

terinfeksi.  

2.3.4 Penyebaran 

Secara umum, virus influenza ditularkan melalui kontak dan udara. 

Sebagai perbandingan, berbeda dengan virus Ebola yang penyebarannya tidak 

melalui udara. Kontak fisik sederhana dengan individu yang terinfeksi tidak 

cukup menimbulkan penyakit (Himawan et al,. 2017). 

Menurut Pica dan Bouvier (2012), transmisi kontak terjadi oleh dua cara, 

yaitu langsung dan tidak langsung. Dalam kontak langsung, tangan orang yang 

rentan menjadi terkontaminasi langsung dengan virus menular, mungkin dengan 

menggoyangkan tangan orang yang terinfeksi, atau dengan menyeka hidung anak 

yang sakit dan kemudian orang yang rentan menginokulasi dirinya dengan 
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mentransfer virus menular dari tangannya ke hidungnya. Transmisi kontak tidak 

langsung terjadi saat virus menular ditransfer dari benda mati atau fomite (seperti 

kenop pintu, telepon, atau keyboard komputer yang disentuh oleh orang yang 

terinfeksi) ke tangan orang yang rentan, yang kemudian menginokulasi mukosa 

hidung sendiri dengan menggosok atau menyentuh hidungnya. Namun, dalam 

kedua kasus penularan kontak, tangan yang terkontaminasi atau bagian tubuh 

lainnya berperan dalam membawa virus menular ke mukosa pernafasan. 

Sebaliknya, penularan melalui udara terjadi ketika virus menular menginfeksi 

saluran pernapasan secara langsung dari udara, tanpa tangan yang terkontaminasi 

atau perantara fisik lainnya yang menengahi transpornya ke mukosa pernafasan. 

Hal ini dapat terjadi dengan dua cara: Dalam transmisi semprotan tetesan, orang 

yang terinfeksi batuk atau bersin, mengeluarkan tetesan pernafasan, mengandung 

partikel virus menular, yang berdampak langsung pada mukosa hidung orang 

yang rentan. Penularan Aerosol (juga disebut droplet nuclei) terjadi ketika tetesan 

pernapasan berair dan virus yang dihembuskan oleh orang yang terinfeksi 

mengering, menjadi cukup ringan untuk tetap tersuspensi di udara selama 

beberapa menit sampai beberapa jam aerosol menular ini. 

 

2.4  Pemodelan Epidemi 

Penelitian pada penyakit menular pada dasarnya dapat diklasifikasikan 

sebagai deskriptif, analitik, eksperimental, dan teori. Penelitian dinamika epidemi 

merupakan pendekatan teori penting untuk menyelidiki dinamika penularan 

penyakit menular. Model matematika didasarkan pada dinamika populasi, 

perilaku transmisi penyakit, fitur dari agen infeksi, dan koneksi dengan faktor-

faktor sosial dan fisiologis lainnya. Melalui analisis kuantitatif dan kualitatif, 

analisis sensitivitas, dan simulasi numerik, model matematika dapat memberikan 

kita pemahaman yang baik tentang bagaimana penyakit menular menyebar, 

menemukan prinsip-prinsip umum yang mengatur dinamika penularan penyakit, 

dan mengidentifikasi parameter yang lebih penting dan sensitif, untuk membuat 

prediksi yang handal dan memberikan pencegahan berguna dan strategi 

pengendalian dan bimbingan (Ma & Li, 2009: 3). 
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Menurut Djafri (2015), pemodelan epidemiologi merupakan salah satu 

bentuk yang dapat menjelaskan fenomena apa yang terjadi di lapangan, dan akan 

membuat langkah-langkah di dalam penganggulangan dan pengendalian penyakit. 

Ukuran epidemiologi di dalam pemodelan merupakan indikator penting untuk 

pengambilan keputusan di dalam menetapkan langkah-langkah pencegahan dan 

penanggulangan penyakit (evidenve based). Metodologi ilmiah menjadi penting 

didalam membangun kerangka penelitian kesehatan, baik penegakan diagnosis, 

maupun langkah-langkah penanggulangan dan pemberantasan penyakit. 

Model dinamika untuk penyakit menular yang sebagian besar didasarkan 

pada kompartemen struktur yang awalnya diusulkan oleh Kermack dan 

McKendrick (1927,1932) dan dikembangkan kemudian oleh banyak 

biomathematicalians lainnya. Untuk merumuskan model dinamika untuk 

transmisi epidemik penyakit, penduduk di suatu wilayah tertentu sering dibagi 

menjadi beberapa kelompok atau kompartemen yang berbeda. Seperti model 

menggambarkan dinamis hubungan di antara kompartemen-kompartemen disebut 

model kompartemen (Ma & Li, 2009: 6). 

2.4.1 Model Epidemi SIR 

Model kompartemen dasar untuk menggambarkan transmisi penyakit 

menular dikandung dalam tiga makalah oleh W.O. Kermack dan A.G. 

McKendrick pada tahun 1927, 1932 dan 1933. Apa yang sering disebut model 

epidemi Kermack-McKendrick sebenarnya adalah kasus khusus dari model umum 

yang diperkenalkan dalam tulisan ini. Model yang umum memiliki 

ketergantungan pada usia infeksi, yaitu waktu sejak terinfeksi dan dapat 

digunakan untuk memberikan pendekatan terpadu terhadap model epidemi 

kompartemen. 

Dalam model kompartemen yang dipelajari oleh Kermack dan Mckendrick 

pada tahun 1927, populasi dibagi menjadi tiga kompartemen: kompartemen yang 

rentan (Susceptible), diberi label S, di mana semua individu rentan terhadap 

penyakit; kompartemen yang terinfeksi (Infective), diberi label I, di mana semua 

individu terinfeksi oleh penyakit dan menular; dan kompartemen yang dibuang 
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atau sembuh (Recovery), diberi label R, di mana semua individu dikeluarkan atau 

sembuh dari infeksi (Ma & Li, 2009: 6). 

 

Gambar 2.1 Diagram transfer untuk Model SIR 

Kasus khusus model yang diajukan oleh Kermack dan McKendrick pada 

tahun 1927, yang merupakan titik awal studi model epidemic dengan diagram 

transfer seperti pada Gambar 2.1 yaitu 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
=  𝛽𝑆𝐼 − 𝛼𝐼,       (2.6) 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛼𝐼. 

Di mana  S : Banyaknya manusia yang rentan terinfeksi per satuan waktu; 

I : Banyaknya manusia terinfeksi per satuan waktu;  

R : Banyaknya manusia yang telah sembuh per satuan waktu; 

𝛽 : Laju kontak manusia rentan dengan manusia terinfeksi  penyakit per 

satuan waktu 

𝛼 : Laju konstan proses penyembuhan per satuan waktu. 

Diagram transfer yang disajikan  pada Gambar 2.1 bergantung pada asumsi 

berikut: Populasi individu rata-rata membuat kontak (𝛽) yang cukup untuk 

menularkan infeksi dengan 𝑁 lainnya per satuan waktu, di mana 𝑁 mewakili 

jumlah populasi (kejadian massal). 

(i) Infeksi meninggalkan kelas infektif pada tingkat 𝛼𝐼 per satuan waktu. 

(ii) Tidak ada yang masuk atau keluar dari populasi, kecuali mungkin terjadi 

kematian akibat penyakit ini.  

I S R 
𝛽𝑆𝐼 𝛼𝐼 
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(iii) Tidak ada kematian akibat penyakit, dan jumlah populasi total adalah 

konstan 𝑁 (Brauer & Castillo-Chavez. 2012: 352). 

2.4.2 Model Epidemi SIS 

Untuk penyakit virus, seperti influenza, campak, dan cacar air, individu 

yang sembuh, secara umum, mendapatkan kekebalan terhadap virus yang sama. 

Kemudian model SIR yang dijelaskan di Subbab 2.4.1 berlaku. Namun, untuk 

penyakit bakteri, seperti ensefalitis, dan gonore, individu yang sembuh tidak 

mendapatkan kekebalan dan dapat terinfeksi. Untuk mempelajari dinamika 

transmisi penyakit ini, Kermack dan Mckendrick (1932) mengajukan model SIS 

seperti pada Gambar 2.2. 

 

 

 

 

Gambar 2.2 Diagram transfer Model SIS 

Rumus model yang diberikan: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼 + 𝛾𝐼, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝛾𝐼.        (2.7) 

Di mana  S : Jumlah manusia yang rentan terinfeksi penyakit per satuan waktu; 

I : Jumlah manusia yang terinfeksi penyakit per satuan waktu;  

𝛽 : Laju kontak manusia dengan penyakit per satuan waktu; dan 

𝛼 : Laju konstan proses penyembuhan per satuan waktu. 

Pada Gambar 2.2 dijelaskan infeksi telah pulih namun tidak mendapatkan kekebalan 

setelah pemulihan (Ma & Li, 2009: 9).  

2.4.3 Model Epidemi SEIR 

Pada banyak penyakit menular, ada periode yang dicurigai terkena 

penyakit setelah penularan infeksi dari suseptibilitas ke anggota yang berpotensi 

I S 
𝛽𝑆𝐼 

𝛾𝐼 
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infektif tapi sebelum potensi infeksi ini mengembangkan gejala dan dapat 

menularkan infeksi. Untuk memasukkan periode terpapar dengan periode terpapar 

rata-rata 
1

𝛾
, kita menambahkan kelas E (exposed) yang dicurigai terkena penyakit 

dan menggunakan kompartemen S, E, I, R dan jumlah populasi 𝑁 = 𝑆 + 𝐸 + 𝐼 +

𝑅 untuk memberikan generalisasi model epidemi. Model SEIR dapat dijelaskan 

dengan Gambar 2.3. 

 

 

Gambar 2.3 Diagram transfer model SEIR 

Rumus model yang diberikan: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼, 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝛾𝐸, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛾𝐸 − 𝛼𝐼,        (2.8) 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛼𝐼. 

𝑁 = 𝑆 + 𝐸 + 𝐼 + 𝑅. 

Di mana  S : Banyaknya manusia yang rentan terinfeksi per satuan waktu; 

E : Banyaknya manusia yang dicurigai terinfeksi per satuan waktu; 

I : Banyaknya manusia yang terinfeksi penyakit per satuan waktu;  

R: Banyaknya manusia yang telah sembuh per satuan waktu; 

𝛽 : Laju kontak manusia rentan dengan manusia terinfeksi  penyakit per 

satuan waktu;  

𝛾 : Laju jumlah manusia exposed ke infected per satuan waktu; dan 

𝛼 : Laju konstan proses penyembuhan per satuan waktu. 

E S I 
𝛽𝑆𝐼 𝛼𝐼 

R 
𝛾𝐸 
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𝑁 : Jumlah populasi (Brauer & Castillo-Chavez, 2012: 373). 

2.4.4 Model Epidemi SITR 

Pada model epidemi SITR, populasi dibagi menjadi empat kelompok yaitu 

susceptible (S) yaitu kelompok populasi yang rentan terhadap penyakit, infected 

(I) yaitu kelompok populasi yang terinfeksi dan dapat sembuh dari penyakit, 

treatment (T) yaitu kelompok dalam pengobatan dan dapat sembuh dari penyakit, 

dan recovered (R) yaitu kelompok populasi yang telah sembuh dan kebal dari 

penyakit. Model epidemi SITR dapat dinyatakan pada Gambar 2.4. 

 

 

 

 

Gambar 2.4 Diagram transfer model SITR 

Rumus model yang diberikan: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − (𝛼 − 𝛾)𝐼, 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 − 𝜂𝑇,        (2.9) 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛼𝐼 + 𝜂𝑇. 

𝑁 = 𝑆 + 𝐼 + 𝑇 + 𝑅. 

Di mana  S : Banyaknya manusia yang rentan terinfeksi per satuan waktu; 

I : Banyaknya manusia terinfeksi penyakit per satuan waktu;  

T : Banyaknya manusia dalam perawatan per satuan waktu; 

R: Banyaknya manusia yang telah sembuh per satuan waktu; 

I S 
𝛽𝑆𝐼 

T 

R 

𝜂𝑇 
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𝛽 : Laju kontak manusia rentan dengan manusia terinfeksi penyakit per 

satuan waktu;  

𝛾 : Laju konstan proses pengobatan/perawatan per satuan waktu;  

𝜂 : Laju konstan proses penyembuhan setelah pengobatan per satuan waktu;  

𝛼 : Laju konstan proses penyembuhan per satuan waktu; dan 

𝑁 : Jumlah populasi (Brauer & Castillo-Chavez, 2012: 375). 

2.5  Titik Ekuilibrium 

Definisi 2.3 (Campbell & Habermann. 2008: 316) 

Sebuah solusi sejati dari persamaan diferensial autonomous,  

 𝑥̇ = 𝑓(𝑥),        (2.10) 

dinamakan solusi ekuilibrium atau titik kritis dari persamaan (2.10) jika solusinya 

konstan dalam waktu (tidak tergantung pada waktu t): 

 𝑥(𝑡) = 𝑥̅ = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛  

agar sebuah konstan dapat menjadi sebuah solusi ekuilibrium, maka harus 

memenuhi persamaan diferensial. Karena 𝑥̅ tidak tergantung pada waktu. Jadi, 𝑥̅ 

merupakan solusi ekuilibrium dari 𝑥̇ = 𝑓(𝑥) tepatnya saat 𝑓(𝑥̅) = 0. Jadi, semua 

nol (atau akar) dari fungsi 𝑓(𝑥) adalah solusi ekuilibrium.  

Contoh: 

Temukan solusi ekuilibrium dari persamaan diferensial autonomous nonlinear 

order pertama 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥 − 𝑥3. 

Penyelesaian: 
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Agar sebuah konstan  𝑥̅  menjadi sebuah solusi ekuilibrium, maka harus 

memenuhi persamaan diferensial 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥 − 𝑥3. Misalkan 𝑥 = 𝑥̅ berdasarkan 

Definsi 2.3 diperoleh 

0 = 𝑥 − 𝑥3 = 𝑥(1 − 𝑥2). 

Pada kasus ini, diperoleh 3 solusi ekuilibriumnya, yakni 

𝑥 = 0 dan 𝑥 ± 1. 

Definisi 2.4 (Olsder & Woude. 2003: 53) 

Titik ekuilibrium 𝑥̅𝜖ℝ𝑛 sistem 𝑥̇ = 𝑓(𝑥) dikatakan  

(a) Stabil lokal jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian hingga untuk 

setiap solusi 𝑥(𝑡) yang memenuhi |𝑥(𝑡0) − 𝑥̅| < 𝛿 berlaku |𝑥(𝑡0) − 𝑥̅| < 𝜀 

untuk setiap 𝑡 ≥ 𝑡0. 

(b) Stabil asimtotik lokal jika titik ekuilibrium 𝑥̅ stabil dan terdapat 𝛿 > 0 

sedemikian hingga untuk setiap solusi 𝑥(𝑡) yang memenuhi |𝑥(𝑡0) − 𝑥̅| < 𝛿 

berlaku  lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 𝑥̅. 

(c) Tidak stabil jika titik ekuilbrium 𝑥̅ tidak memenuhi (a).. 

Definisi 2.5 (Wiggins, S. 2003: 11) 

Jika semua nilai eigen dari 𝐷𝑓(𝑥̅) mempunyai akar-akar negatif, maka solusi 

ekuilibrium 𝑥 = 𝑥̅ dari persamaan (2.10) merupakan stabil asimtotik. 

Definisi 2.6 (Olsder & Woude. 2003: 54) 

Diberikan persamaan differensial 

  𝑥̇ = 𝐴𝑥,         (2.11) 

di mana A matriks 𝑛 × 𝑛 dengan nilai eigen 𝜆1, … , 𝜆𝑘 (𝑘 ≤ 𝑛). Titik ekuilibrium 𝑥̅ 

merupakan stabil asimtotik jika dan hanya jika 𝜆𝑖 < 0 untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑘. Jika 

ada 𝜆𝑖 > 0 untuk suatu 𝑖 = 1,2, … , 𝑘, maka titik ekuilibrium 𝑥̅ tidak stabil. 
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2.6   Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

Definisi 2.7 (Anton, H. 2010: 532) 

Misalkan A matriks 𝑛 × 𝑛, maka vektor tak nol 𝑥𝜖ℝ𝑛 dinamakan vektor eigen 

dari A jika Ax merupakan perkalian skalar dari x, berlaku 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥         (2.12) 

Persamaan (2.12) dapat dituliskan menjadi 𝐴𝑥 = 𝜆𝐼𝑥 sehingga diperoleh 

 (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0       (2.13) 

Untuk 𝜆 sebuah vektor eigen dari A dan I sebuah matriks identitas. 

Teorema 2.8 (Anton, H. 2010: 533) 

Misalkan A matriks 𝑛 × 𝑛, maka 𝜆 merupakan nilai eigen dari A jika dan hanya 

jika memenuhi persamaan 

 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0       (2.14) 

Persamaan (2.14) dinamakan persamaan karakteristik dari A. 

Contoh: 

Carilah nilai eigen dari matriks 𝐴 = [
3 0

−8 −1
]. 

Penyelesaian: 

Mengikuti dari Teorema 2.8 bahwa nilai eigen dari A adalah solusi dari persamaan 

𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0, yang dapat kita tulis sebagai  

|
𝜆 − 3 0

8 𝜆 + 1
| = 0 

diperoleh (𝜆 − 3)(𝜆 + 1) = 0, ini menunjukkan bahwa nilai eigen dari A adalah 

𝜆1 = 3 dan 𝜆2 = −1. 
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Teorema 2.9 (Anton, H. 2010: 536) 

Jika A adalah matriks 𝑛 × 𝑛 dengan komponen segitiga (segitiga atas, segitiga 

bawah, atau diagonal), maka nilai eigen dari A adalah komponen pada diagonal 

utama A. 

Contoh: 

Temukan nilai eigen dari matriks segitiga atas berikut! 

 𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

0 𝑎22 𝑎23

0 0 𝑎33

]. 

Penyelesaian: 

Menggunakan Teorema 2.8, diperoleh 

𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = |

𝜆 − 𝑎11 𝑎12 𝑎13

0 𝜆 − 𝑎22 𝑎23

0 0 𝜆 − 𝑎33

|  

= (𝜆 − 𝑎11)(𝜆 − 𝑎22)(𝜆 − 𝑎33)  

Maka, persamaan karakteristiknya adalah 

(𝜆 − 𝑎11)(𝜆 − 𝑎22)(𝜆 − 𝑎33) = 0  

dan diperoleh nilai eigennya 

𝜆1 = 𝑎11,  𝜆2 = 𝑎22,  𝜆3 = 𝑎33 

yang tepatnya merupakan komponen diagonal utama 𝐴. 

Teorema 2.10 (Anton, H. 2010: 537) 

Jika 𝐴 merupakan matriks 𝑛 × 𝑛, pernyataan berikut ini setara. 

a) 𝜆 merupakan nilai eigen dari 𝐴. 

b) Sistem persamaan (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0 mempunyai pemecahan nontrivial. 

c) Ada vektor 𝑥 taknol seperti 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥. 
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d) 𝜆 merupakan solusi persamaan karakteristik dari 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0. 

 

2.7  Linearisasi di Sekitar Titik Ekuilibrium 

Perilaku solusi sistem nonlinear (2.10) di sekitar titik ekuilibrium 𝑥̅ dapat 

didekati dengan meninjau sifat solusi linear 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥, di mana A matriks Jacobian, 

𝐴 = 𝐷𝑓(𝑥̅). Deret Taylor 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 dan di sekitar titik ekuilibrium 𝑥̅ 

adalah sebagai berikut: 

𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑓1(𝑥̅) + ∑
𝜕𝑓1(𝑥̅)

𝜕𝑥𝑖

𝑘
𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖) + ∑

𝜕2𝑓1(𝑥̅)

𝜕𝑥𝑖
2

𝑘
𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖)

2 +

⋯+ ∑
𝜕𝑛𝑓1(𝑥̅)

𝜕𝑥𝑖
𝑛

𝑘
𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖)

𝑛  

𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑓2(𝑥̅) + ∑
𝜕𝑓2(𝑥̅)

𝜕𝑥𝑖

𝑘
𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖) + ∑

𝜕2𝑓2(𝑥̅)

𝜕𝑥𝑖
2

𝑘
𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖)

2 +

⋯+ ∑
𝜕𝑛𝑓2(𝑥̅)

𝜕𝑥𝑖
𝑛

𝑘
𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖)

𝑛  

⋮  

𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑓𝑛(𝑥̅) + ∑
𝜕𝑓𝑛(𝑥̅)

𝜕𝑥𝑖

𝑘
𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖) + ∑

𝜕2𝑓𝑛(𝑥̅)

𝜕𝑥𝑖
2

𝑘
𝑖=1 (𝑥𝑖 −

𝑥0𝑖)
2 + ⋯+ ∑

𝜕𝑛𝑓𝑛(𝑥̅)

𝜕𝑥𝑖
𝑛

𝑘
𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖)

𝑛 . 

 Karena di titik keseimbangan 𝑓1(𝑥̅) = 𝑓2(𝑥̅) = ⋯ = 𝑓𝑛(𝑥̅) = 0, dan di 

sekitar titik keseimbangan 𝑥̅ dianggap cukup dekat dengan 𝑥, maka suku yang 

memuat pangkat dua atau lebih seperti (𝑥1 − 𝑥01)
2, (𝑥2 − 𝑥02)

2 dan seterusnya, 

nilainya sangat kecil dan dapat diabaikan sehingga diperoleh: 

 𝑓(𝑥) ≈ 𝐴𝑥        (2.15)  

di mana  

𝑓(𝑥) = [
𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

⋮
𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

] , 𝐴 =

[
 
 
 
𝜕𝑓1(𝑥̅)

𝜕𝑥𝑖
⋯

𝜕𝑓1(𝑥̅)

𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑛(𝑥̅)

𝜕𝑥𝑖
…

𝜕𝑓𝑛(𝑥̅)

𝜕𝑥𝑛 ]
 
 
 

, 𝑥 = [
(𝑥1 − 𝑥01)

⋮
(𝑥𝑛 − 𝑥0𝑛)

]  
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Hal ini menunjukkan bahwa fungsi linear 𝐷𝑓(𝑥̅) merupakan aproksimasi 

untuk fungsi nonlinear 𝑓(𝑥) di sekitar titik ekuilibrium 𝑥̅, sehingga tafsiran solusi 

dari sistem nonlinear 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥) di sekitar titik ekuilibrium 𝑥̅ dapat didekati 

dengan mencari solusi 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥 dengan 𝐴 matriks turunan parsial pertama yang 

disebut matriks Jacobian. Nilai eigen matriks 𝐴 memberikan kestabilan lokal di 

sekitar titik ekuilibrium 𝑥̅ (Nayfeh & Balachandran, 2004: 36). 

2.8  Kriteria Routh-Hurwitz 

Untuk menguji sifat kestabilan diperlukan perhitungan untuk menentukan 

nilai-nilai eigen dari matriks Jacobian di titik ekuilibrium. Sebagai alternatif untuk 

menentukan nilai eigen tersebut digunakan kriteria Routh-Hurwitz. 

Definisi 2.14 (Remsing, C. C. 2006: 123) 

Diberikan persamaan karakteristik polinomial 𝐴 

𝑎(𝜆) = 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼𝑚 − 𝐴) = 𝑎0𝜆
𝑚 + 𝑎1𝜆

𝑚−1 + ⋯+ 𝑎𝑚−1𝜆 + 𝑎𝑚 = 0.  (2.16) 

Matriks Hurwitz 𝑚 × 𝑚 berasosiasi dengan persamaan karakteristik 𝑎(𝜆) dari 𝐴 

dalam polinomial Hurwitz (2.16), yakni  

𝐻 =

[
 
 
 
 
 
𝑎1 𝑎3 𝑎5 ⋯ 𝑎2𝑚−1

𝑎0

0
0
⋮
0

𝑎2

𝑎1
𝑎0

⋮
0

𝑎4

𝑎3
𝑎2

⋮
0

⋯
⋯
⋯
⋮
⋯

𝑎2𝑚−2

𝑎2𝑚−3
𝑎2𝑚−4

⋮
𝑎𝑚 ]

 
 
 
 
 

      (2.17) 

Di mana 𝑎𝑟 = 0, 𝑟 > 𝑚. Misal 𝐻𝑖 menyatakan pokok utama terkecil ke-i dari H. 

Maka semua akar-akar dari 𝑎(𝜆) bernilai real negatif  jika dan hanya jika 𝐻𝑖 > 0, 

𝑖 = 1, 2, … ,𝑚. 

Definisi 2.15 (Remsing, C. C. 2006: 124) 

Semua akar-akar dari polinomial 𝑎(𝜆) (dengan koefisien real) mempunyai nilai 

real negatif saat diberikan kondisi sebagai berikut. 

• 𝑎0𝜆
2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎2 = 0, semua koefisien bernilai positif; 
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• 𝑎0𝜆
3 + 𝑎1𝜆

2 + 𝑎2𝜆 + 𝑎3 = 0, semua koefisien bernilai positif dan 𝑎1𝑎2 >

𝑎0𝑎3; 

• 𝑎0𝜆
4 + 𝑎1𝜆

3 + 𝑎2𝜆
2 + 𝑎3𝜆 + 𝑎4 = 0, semua koefisien bernilai positif, 

𝑎1𝑎2 > 𝑎0𝑎3 dan 𝑎1𝑎2𝑎3 > 𝑎1
2𝑎4 + 𝑎3

2𝑎0.  

Contoh: 

Tentukan kestabilan dari sistem linear dengan persamaan karakteristiknya  

𝜆4 + 2𝜆3 + 9𝜆2 + 4𝜆 + 1 = 0. 

Penyelesaian: 

Polinomial 𝑎(𝜆) = 𝜆4 + 2𝜆3 + 9𝜆2 + 4𝜆 + 1 = 0 mempunyai koefisien positif, 

dan karena 𝑎1 = 2, 𝑎2 = 9, 𝑎3 = 4 dan 𝑎4 = 1, polinomial tersebut sesuai dengan 

kondisi Routh, yakni 

𝑎1𝑎2 > 𝑎3  ⇔ 18 > 4   dan   𝑎1𝑎2𝑎3 > 𝑎1
2𝑎4 + 𝑎3

2 ⇔ 72 > 20 

Jadi, semua akar-akarnya bernilai real negatif dan sistem linear tersebut 

merupakan stabil asimtotik. 

Teorema 2.16 (Remsing, C. C. 2006: 125) 

Jika koefisien 𝑎𝑖 pada (2.16) merupakan real dan 𝑎(𝜆) sesuai dengan sistem 

asimtotik stabil, maka 

 𝑎𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚.      (2.18) 

Bukti:  

Setiap akar kompleks 𝑎(𝜆) akan berpasangan konjugasi 𝛼𝑖 ± 𝑖𝛽, faktor yang 

sesuai dengan 𝑎(𝜆) adalah 

 (𝜆 − 𝛼 − 𝑖𝛽)(𝜆 − 𝛼 + 𝑖𝛽) = 𝜆2 − 2𝛼𝜆 + 𝛼2 + 𝛽2.   (2.19) 

Dari Teorema 2.12, 𝛼 < 0, dan demikian setiap faktor real 𝛼(𝜆) dapat ditulis 

(𝜆 + 𝛾) dengan 𝛾 > 0. Sehingga 
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 𝛼(𝜆) = ∏(𝜆 + 𝛾)∏𝜆2 − 2𝛼𝜆 + 𝛼2 + 𝛽2    (2.20) 

dan karena semua koefisien di atas bernilai positif, 𝑎𝑖 pastinya bernilai positif. 
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BAB 5 

SIMPULAN DAN SARAN 

5.1  Simpulan 

Dari hasil dan pembahasan sebelumnya diperoleh simpulan sebagai berikut. 

1. Model matematika tentang penyebaran virus flu burung dengan treatment 

pada manusia dalam populasi konstan sebagai berikut.  

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= (𝜇 + 𝜃)𝑃 − (

𝛽𝐼𝑏

𝑃
+

𝛽1𝐼

𝑃
+ 𝜇 + 𝜃) 𝑆 − 𝜃𝐼 − 𝜃𝑇  

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= (

𝛽𝐼𝑏

𝑃
+

𝛽1𝐼

𝑃
) 𝑆 − (𝛼 + 𝜇 + 𝛾)𝐼  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝛼𝐼 − (𝜇 + 𝜂)𝑇        

𝑑𝐼𝑏

𝑑𝑡
= 𝛽𝑏𝐼𝑏 − 𝜇𝑏𝐼𝑏 −

𝛽𝑏

𝐾
𝐼𝑏

2. 

2. Analisis ekuilibriumnya 𝑅0 =
𝛽1

𝛼+𝜇+𝛾
 dan 𝑟0 =

𝛽𝑏

𝜇𝑏
. 

a. Jika 𝑅0 < 1 dan 𝑟0 < 1, maka sistem (4.4) hanya mempunyai satu 

titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium non endemik. 

𝑃0 = (𝑆, 𝐼, 𝑇, 𝐼𝑏) = (𝑃, 0, 0,0) 

b. Jika 𝑅0 > 1 dan 𝑟0 < 1, maka sistem (4.4) mempunyai dua titik 

ekulibrium yaitu titik  𝑃0 dan 

𝑃1 = (𝑆, 𝐼, 𝑇, 𝐼𝑏) =  (
𝑃(𝛼 + 𝜇 + 𝛾)

𝛽1
, 𝐼∗,

𝛼𝐼∗

𝜇 + 𝜂
, 0) 

dengan 𝐼∗ =
(𝜇+𝜃)𝑃(𝛼+𝜇+𝛾)(𝑅0−1)

𝛽1(𝛼+𝜇+𝛾+𝜃)+
𝛽1𝛼𝜃

𝜇+𝜂

. 

c. Jika  𝑅0 > 1 dan 𝑟0 > 1, maka sistem (4.4) diperoleh tiga titik 

ekuilibrium yaitu   𝑃0, 𝑃1 dan   

𝑃2 = (𝑆, 𝐼, 𝑇, 𝐼𝑏) = (
𝑃(𝛼 + 𝜇 + 𝛾)𝐼∗∗

𝛽𝐼𝑏 + 𝛽1𝐼∗∗
, 𝐼∗∗,

𝛼𝐼∗∗

𝜇 + 𝜂
, 𝐼𝑏) 
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dengan 𝐼𝑏 =
𝜇𝑏𝐾

𝛽𝑏
(𝑟0 − 1), 𝐼∗∗ =

−𝐵+√𝐵2−4𝐴𝐶

2𝐴
, 𝐴 = (𝛼 + 𝜇 + 𝛾)𝛽1 +

𝛽1𝜃 +
𝛽1𝛼𝜃

𝜇+𝜂
, 𝐵 = (𝛼 + 𝜇 + 𝛾)𝛽𝐼𝑏 + (𝜇 + 𝜃)𝑃(𝛼 + 𝜇 + 𝛾) + 𝛽𝐼𝑏𝜃 +

𝛽𝛼𝜃

𝜇+𝜂
𝐼𝑏 − (𝜇 + 𝜃)𝑃𝛽1 dan 𝐶 = −(𝜇 + 𝜃)𝑃𝛽𝐼𝑏. 

3. Simulasi numerik model matematika tentang penyebaran virus flu burung 

dengan treatment pada manusia dalam populasi konstan dengan 

menggunakan software Maple 2017, menghasilkan fakta bahwa apabila 

semakin kecil peluang kontak antara unggas rentan dengan unggas 

terinfeksi dan peluang kontak antara manusia rentan dengan manusia 

terinfeksi maka peluang manusia terinfeksi virus flu burung semakin kecil. 

Kemudian, apabila semakin besar pemberian treatment pada manusia 

maka populasi manusia terinfeksi semakin kecil dan berlaku sebaliknya. 

Kemudian diperoleh proporsi minimum pemberian treatment pada 

manusia terinfeksi untuk mencegah meluasnya virus flu burung ialah 𝛼 >

𝛽1 − (𝛾 + 𝜇). 

5.2  Saran 

 Dalam penulisan ini, penulis menyadari akan kekurangannya model 

matematika tentang penyebaran virus flu burung dengan treatment pada 

manusia dalam populasi konstan. Dalam penulisan ini belum disertai adanya 

(1) pencegahan berupa vaksinasi pada populasi unggas; (2) peluang 

keberhasilan pemberian treatment; (3) analisa model matematika dengan nilai 

𝑚 > 𝜇 atau 𝑚 < 𝜇; (4) titik ekuilibrium pada kondisi 𝑅0 < 1 dan 𝑟0 > 1. 

Oleh karena itu, penulis menyarankan kepada pembaca yang tertarik pada 

masalah ini untuk mengembangkan model yang sudah dibangun seperti 

mempertimbangkan pemberian vaksinasi pada populasi unggas, mengkaji 

peluang keberhasilan pemberian treatment, menganalisa model matematika 

untuk nilai 𝑚 > 𝜇 atau 𝑚 < 𝜇; dan mencari titik ekuilibrium untuk kondisi 

𝑅0 < 1 dan 𝑟0 > 1. 
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