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ABSTRAK

Khoirunnisak, Dwi Andriyani. 2014. Beberapa Sifat Grup Braid. Skripsi, Jurusan
Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Negeri
Semarang. Pembimbing Utama Dra. Kristina Wijayanti, MS., dan Pembimbing
Pendamping Drs. Mashuri, M.Si.

Kata kunci: Grup, Subgrup, Braid, Homomorfisma.

Suatu n-braid adalah susunan dari braid d4, d,, ..., d,, yang menghubungkan titik
Ay, Ay, ..., A, (padasisi atas kubus) dan titik B;, B, ..., B, (pada alas kubus) apabila
memenuhi beberapa syarat. Salah satu syaratnya yaitu braid d,, d,, ..., d,, harus
saling lepas satu sama lain (braid hanya melintas di atas atau di bawah braid yang
lain, bukan menembus). Hal ini dapat mengakibatkan (semacam) lilitan atau
putaran antara braid satu dengan braid yang lain. Kemungkinan-kemungkinan
susunan braid berikut lilitannya dapat dihimpun dalam suatu himpunan, dinamakan
himpunan n-braid.

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui (1) bagaimana membangun
himpunan n-braid menjadi suatu grup n-braid (grup braid), (2) sifat apa saja yang
berlaku pada grup braid, dan (3) sifat yang berlaku pada grup faktor dari grup braid.

Metode penelitian yang digunakan meliputi beberapa tahap, yaitu studi pustaka,
penemuan masalah, perumusan masalah, analisis dan pemecahan masalah, serta
penarikan kesimpulan.

Dari hasil pengkajian diperoleh bahwa (1) himpunan n-braid yang dilengkapi
dengan operasi biner komposisi dapat menjadi suatu grup n-braid. Selanjutnya
disebut grup braid. (2) sifat-sifat grup braid, yaitu; (i) Grup braid merupakan grup
non abelian, (ii) Pusat grup B, adalah Z(B,) = {b € B,|lab = ba Va € B,}
dengan b = (0,,0;, .0, ) 1 < i S — 1,0y # iy # - # iy, (iii) untuk 1<
m < n, fungsi Y: B, — B,, didefinisikan oleh ¥/(g;) = g;, untuk i = 1,2, ..., m —
1, adalah suatu homomorfisa injektif dari B,, ke B,. Jadi B,, dapat dipandang
sebagai subgrup dari By, (iv) order generator grup braid tak hingga, (v) jika P,,n >
1, menotasikan himpunan dari semua pure n-braid maka P, adalah subgrup normal
dari B,,, (3) grup faktor B, /B, isomorfik terhadap grup simetri S,,, dan

[B, : B,] =n!.

viii



DAFTAR ISI

HALAMAN JUDUL ..ottt [
PERNYATAAN KEASLIAN TULISAN ..ot iii
HALAMAN PENGESAHAN. ..ottt iv
MOTTO DAN PERSEMBAHAN .....ooitiieietieiee et Y
PRAKATA ettt sttt e ettt be bt ene et ne et e Vi
ABSTRAK e s Vil
DAFTAR ISI ..ottt iX
DAFTAR GAMBAR ...ttt et e Xi
BAB L .ottt ettt e 1
1.1 Latar BelaKang ........ccooeiiiiiiiiiee e 1
1.2 Batasan Masalah............coeiiiiiiinie s 2
1.3 Perumusan Masalah ..o 3
1.4 TUJUAN PENEITIAN ..o 3
1.5 Manfaat Penelitian...........ccoovevriiiiiee e s 3
N = S 4
2.1 FUNGST 1. 4
2.2 KOMPOSIST FUNGST ...t 5
2.3 OPEIAST BINET ...ttt 6
2.4 GTUP e 7
2.5 HIimpunan n-braid............coooi 16
2.6 Permutasi Draid .........ccoocveeiiereee e s 21
2 A = T S 23
3.1 STUAT PUSTAKA ... 23
3.2 Penemuan Masalah...........cccoveiiiiiiiie e 23
3.3 Perumusan Masalah............cocueiiiiiiiiies e 23
3.4 Analisis dan Pemecahan Masalah ............ccccooeviveiiiieiicc e 24
35 Penarikan KeSIMpuUlan...........cocooiiiiieieiiic e 24



4.1 (€U oI =] - 1o SR 25
4.2 Sifat-sifat Grup Braid...........cccccoevveiiiiiiiiece e 28
421 KeKOMUEALITAN.......coiiiiiieie e 28
4.2.2  PUSAL GIUPD .ottt 29
4.2.3  SUDGIUP Braid.......coooviiiiiiiiiiicieee e 36
4.2.4  Order Generator Grup Braid ..........ccccooeveniniiiniinieeienc e 37
425  SUDGrup NOIMAL........coviiiiiiiiee e 38
4.3 GrUP TAKEOT ... 41
BAB 5 bbbt 43
5.1 SIMPUIAN.....eee e 43
5.2 SATAN ..ttt re e 44
DAFTAR PUSTAKA ..ottt 45



DAFTAR GAMBAR

Gambar Halaman
2.5.1. (a) Kondisi yang Denar...........cccccecveiiiie i 17
2.5.1. (a) Kondisi yang salah..............cccooieiiiiiiicii e 17
2.5.2. (a) Kondisi yang Denar...........cccccevveiiiieie e 17
2.5.2. (a) Kondisi yang salah..............cccooieiiiieiiiiiec e 17
2.5.3. T1-DFAKA .o e 18
2.5.4. Interpretasi ; dan 0; ..o 19
2.5.5. 3-DFaAI0. ..o 20
2.5.6. Permutasi 3-Draid.........cccoiieeiieieiieeee e 20
2.6.1. Permutasi pada braid ..o 21
2.6.2. (8) PUIE Braid ......ccviiiiiiiiesceee e 22
2.6.2. (D) Trivial Braid (1)) «.ooceoerereeniieneecse e 22
2.6.3. Permutasi pada 3-braid ............cccooeiiiiiini 22

Xi



BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Geometri adalah cabang matematika yang berkaitan dengan sifat dan relasi
dari titik, garis, bidang (benda dua dimensi), bangun ruang (benda tiga dimensi),
dan hal lain di dimensi yang lebih tinggi. Salah satu contoh bangun ruang adalah
kubus. Kubus merupakan bangun ruang tiga dimensi yang dibatasi oleh enam
daerah persegi yang kongruen.

Setiap sisi kubus pasti memuat suatu titik. Seperti yang diketahui bahwa
melalui dua buah titik hanya dapat dilukis satu garis. Jadi apabila terdapat titik-titik
pada sisi atas dan sisi bawah suatu kubus maka dapat dilukis beberapa garis vertikal.
Hal ini yang mendasari pengertian n-braid.

Suatu n-braid adalah susunan dari braid d,,d,,..,d, Yyang
menghubungkan titik A4,, A,, ..., A, (pada sisi atas kubus) dan titik B, B, ..., B,
(pada alas kubus) apabila memenuhi beberapa syarat. Salah satu syaratnya yaitu
braid d,, d,, ..., d,, harus saling lepas satu sama lain (braid hanya melintas di atas
atau di bawah braid yang lain, bukan menembus). Hal ini dapat mengakibatkan
(semacam) lilitan atau putaran antara braid satu dengan braid yang lain.
Kemungkinan-kemungkinan susunan braid berikut lilitannya dapat dihimpun
dalam suatu himpunan, dinamakan himpunan n-braid.

Selain geometri, cabang matematika lainnya adalah aljabar. Aljabar

merupakan ilmu yang mempelajari simbol-simbol matematika dan aturan untuk



memanipulasinya. Aljabar juga mempelajari sesuatu yang abstrak seperti grup,
ring, dan field.

Grup merupakan pasangan berurutan (G,*). G himpunan tak kosong dan
operasi biner pada G, sehingga G memenuhi ketiga aksioma (hukum asosiatif,
eksistensi elemen identitas, dan eksistensi invers elemen) (Malik, D. S. et al, 2007:
36). Jika suatu grup G tidak memiliki sifata * b = b * a untuk setiap a, b € G maka
grup G merupakan grup nonkomutatif. Sebaliknya jika memenuhi sifat tersebut
maka grup G disebut grup komutatif. Jenis grup dilihat dari banyaknya elemen
dibagi menjadi dua macam, yaitu grup berhingga dan grup tak hingga. Contoh grup
yang familier, yaitu himpunan bilangan bulat dengan operasi biner penjumlahan,
himpunan bilangan real dengan operasi biner perkalian, dan grup permutasi.

Berdasarkan pengertian n-braid dan grup, bagaimana membangun
himpunan n-braid menjadi suatu grup n-braid yang selanjutnya disebut sebagai

grup braid?

1.2 Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian ini antara lain:

1.2.1 Teori braid yang dikaji pada penelitian ini adalah teori yang ditemukan oleh
Emil Artin.

1.2.2 Medium untuk menggambarkan n-braid yaitu kubus.

1.2.3 Sifat-sifat yang akan dibahas pada penelitian ini adalah sifat grup non

komutatif, pusat grup, order generator, subgrup, dan grup faktor.



1.3 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang, diperoleh rumusan masalah sebagai berikut:

1.3.1 Bagaimana membangun himpunan n-braid menjadi suatu grup n-braid
(grup braid)?

1.3.2 Sifat apa saja yang berlaku pada grup braid?

1.3.3 Sifat apa yang berlaku pada grup faktor dari grup braid?

1.4 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah yang telah disusun, tujuan dari penelitian ini
adalah sebagai berikut:
1.4.1 mengkaji bagaimana membangun himpunan n-braid menjadi suatu grup
n-braid (grup braid),
1.4.2 menganalisis sifat apa saja yang berlaku pada grup braid, dan

1.4.3 menganalisis sifat apa yang berlaku pada grup faktor dari grup braid.

1.5 Manfaat Penelitian

Berdasarkan tujuan penelitian, manfaat dari penelitian ini adalah:

1.5.1 mengetahui bagaimana membangun himpunan n-braid menjadi suatu grup
n-braid (grup braid),

1.5.2 mengetahui sifat apa saja yang berlaku pada grup braid, dan

1.5.3 mengetahui sifat apa yang berlaku pada grup faktor dari grup braid.



BAB 2

LANDASAN TEORI

Dalam bab ini dibahas mengenai beberapa pengertian serta penjelasan
tentang hal-hal yang berkaitan dengan grup braid.
2.1 Fungsi
Definisi 2.1.1.
Dipunyai dua himpunan tak kosong A dan B. Pemetaan (atau suatu fungsi) dari
himpunan A ke himpunan B adalah aturan yang mengawankan setiap elemen di A
dengan tepat satu elemen di B. Ditulis f: A — B (f adalah fungsi dari A ke B).
(Mahindroo, 2005: 12)
Fungsi f disebut fungsi injektif jika tidak ada dua elemen berbeda pada A yang
petanya sama di B.
X1,%5 € A, jika f(x1) = f(x,) maka x; = x5.
Fungsi f disebut fungsi pada jika dan hanya jika untuk setiap elemen di B adalah
peta dari beberapa elemen A.
Vy; € B,3x; € A sehingga y; = f(x1).
(Andrilli & Hecker, 2010: 654-655)
Contoh 2.1.1
Dipunyai S = {w,x,y,z} dan T = {1,2,3,4}. Didefinisikan fungsi a: S - T
dengan a(w) = 2,a(x) = 4,a(y) = 1,a(z) = 2.

Apakah «a fungsi injektif?



Penyelesaian 2.1.1.:

Diketahui bahwa a(w) = 2 dan a(z) = 2.
Jelas a(w) = 2 = a(z) akan tetapi w # z.
Jadi a bukan fungsi injektif.

(Durbin, J.R., 2009: 14)

2.2 Komposisi Fungsi
Definisi 2.2.1.
Dipunyai himpunan tak kosong A, B, dan C. Didefinisikan fungsi f: A - B dan
fungsi g: B — C. Komposisi (o) dari f dan g ditulis g o f merupakan relasi dari A
ke C yang didefinisikan sebagai berikut:

gef={(x2)|x€AzeC,AyeB3 f(x)=ydang(y) = z}.
Misalkan fungsi f: A — B dan fungsi g: B — C serta (x,z) € g o f. Dengan kata
lain (ge° f)(x) = z. Berdasarkan definisi komposisi fungsi, terdapat y € B
sehingga f(x) = y dan g(y) = z.
Diperoleh

z=g@) = g(f(x).

Jadi (g ° ) (x) = g(f ().

(Malik, et al., 2007: 25)



Contoh 2.2.1.
Fungsi f dan g keduanya merupakan permutasi pada himpunan A. Didefinisikan

ftA—->Ag:A— Asehinggageo f:A— A. Misalkan f = (1 g g) dang =

(123

5 3 1). Tentukan nilai g o f.

Penyelesaian 2.2.1.:
sor=( 5 D°G 3 =G 13
Jadi nilai g o fadalah(% f

(Mahindroo, 2005: 86)

2.3 Operasi Biner
Definisi 2.3.1.
Operasi biner * pada himpunan A merupakan fungsi dari A X A ke A. Untuk setiap
(a,b) € A x A, elemen = ((a, b)) dari A dinotasikan oleh a * b.

(Fraleigh, 1989: 20)
Contoh 2.3.1.
Fungsi f dan g keduanya merupakan permutasi pada himpunan A. Didefinisikan

f:A— A g:A— A sehingga go f:A— A. Misalkan f=(1 g g) dan g =

1 2 3 (1 2 3 .
(2 3 1). Jelas gof—(2 1 3) merupakan anggota permutasi pada

himpunan A. Jadi operasi komposisi merupakan operasi biner.



24 Grup

Definisi 2.4.1.
Suatu grup (G,*) adalah suatu himpunan G, dengan operasi biner . Sehingga yang
memenuhi aksioma berikut:
Q) Untuk setiap a, b, ¢ € G berlaku
ax* (b *c) = (a=b)*c. Operasi biner = asosiatif
(i)  Terdapat suatu elemen e € G sehingga untuk setiap x € G,
exx=xxe=x. Elemen e disebut elemen identias untuk =
(iii)  Untuk setiap a € G, terdapat suatu elemen a’ € G sehingga
axa' =a' xa=e. Elemen a’ disebut elemen invers dari a

(Fraleigh, 2002: 38)
Definisi 2.4.2.
Himpunan permutasi pada A adalah fungsi ¢: A — A yang bijektif.

(Fraleigh, 2002: 76)
Contoh 2.4.1.
Dipunyai A himpunan tak kosong dan S, himpunan dari semua permutasi di A.
Tunjukkan S, suatu grup dengan operasi komposisi.
Penyelesaian 2.4.1.:
Ambil o, 7, u € S, dan a € A sebarang.
Jelas (o(m)) (@) = o((mu) (@) = o (n(u(@)) = (om)(u(a)) = ((om)u)(a).
Jadi operasi komposisi bersifat asosiatif.

1 2 .. n

Piliht=(1 : .

)ESA.



Ambil o € S, dan a € A sebarang.

Jelas (10)(a) = L(a(a)) = o(a) dan (o)(a) = a(i(a)) =o(a).

Jadi terdapat elemen identitas untuk setiap elemen di S.

Ambil g € S, sebarang.

Piliho™! € S, dengan 0~(a) = a’, a’ € A, sehinggao(a’) = a.

Jelas

Wa) =a=o0(a") =0c(c7a)) = (6o7)(a) dan

(@) =a =07a) =07 o(a")) = (67 1o)(a).

Jadi untuk setiap elemen di S, memiliki invers di Sy.

Karena ketiga aksioma suatu grup terpenuhi maka S, dengan operasi komposisi
adalah suatu grup.

Definisi 2.4.3.

Dipunyai himpunan berhingga A = {1,2, ..., n}. Grup dari semua permutasi pada A
disebut grup simetri pada n unsur, dinotasikan S,,.

Contoh 2.4.3.

Dipunyai himpunan A = {1,2,3}. Permutasi dari himpunan A adalah sebagai

berikut:

= 23 m=( 32
Gs1 w=Gz7

=312 w13

Jadi grup simetri S mempunyai 6 anggota, yaitu py, p1, P2, 1, U2, dan ps.

P1

(Fraleigh, 2002: 77-79)



Definisi 2.4.4.
Misalkan (G,*) grup dan S himpunan bagian tak kosong dari G. (S,*) disebut
subgrup dari G jika (S,*) adalah grup.
Contoh 2.4.4.
Dipunyai grup S5 = {po, p1, P2, L1, U2, U3} dengan operasi komposisi fungsi. K =
{po, p1, P2} dengan operasi komposisi fungsi merupakan subgrup dari grup Ss.

(Malik, et al., 2007: 71)
Teorema 2.4.5.
Misalkan G grup dan S himpunan tak kosong dari G. S subgrup dari G jika dan
hanya jika (1) S tertutup terhadap operasi biner pada G, (2) untuk setiap a €
S3da'eSsaal=ala=e.
Bukti 2.4.5.
(=) Karena dipunyai fakta bahwa S < G maka kondisi 1,2, dan 3 pasti terpenuhi.
(<) Jelas bahwa aksioma grup ke-(ii) dan ke-(iii) terpenuhi. Karena S tertutup
terhadap operasi biner pada ¢ maka aksioma grup ke-(i) terpenuhi. Jadi S suatu
grup. Akibatnya S < G.

(Fraleigh, 2002: 52)

Definisi 2.4.6.
Grup G disebut siklik apabila terdapat elemen a € G sehingga G = {a™|n € Z}.

Elemen a disebut generator G, ditulis G = (a).
(Ayres, 2004: 100)
Contoh 2.4.6.

Elemen p; dan u; pada Contoh 2.4.3 adalah generator dari grup simetri Ss.
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Definisi 2.4.7.

Misalkan G grup. Z(G) = {b € Glab = ba Va € G} disebut pusat dari G.
(Malik, 2002: 73)

Definisi 2.4.8.

Misalkan G grup, a € G, dan H < G. Himpunan aH = {ah|h € H} adalah koset

Kiri H di G dan himpunan Ha = {ha|h € H} adalah koset kanan H di G.

Contoh 2.4.8.

Misalkan H < G, dengan H = {p,, p1, P2} dan G = {py, p1, P2, 1, Uz, U3 }. Koset

kiri dari H di G adalah

pol = p1H = p2H = {po, p1, p2}
prH = uoH = psH = {uq, i, p3}.
(Malik, 2002: 81-82)

Definisi 2.4.9.

Fungsi ¢: G - G' adalah suatu homomorfisma jika

¢(ab) = ¢p(a)¢p(b) Va,b € G.
Teorema 2.4.10.

Misalkan ¢: G - G' homomorfisma grup.
1. Jika e elemen identitas di G maka ¢(e) = e’ adalah elemen identitas di G'.
2. lJikaa € G maka ¢p(a™t) = ¢p(a)7?.
Bukti 2.4.10.
1. Diketahui ee = e. Jadi p(e)p(e) = ¢@(e)
Berakibat p(e) = €’

2. Ya€Gberlakuaa! =ala=ce.
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Diketahui

p@)pla™) =plaNea) = pe) =€

Karena invers dari ¢(a) di G tunggal.

Maka ¢(a™1) = ((p(a))_l.

(Fraleigh, 2002: 128-129)
Definisi 2.4.11.
Misalkan ~ ¢:G - G’  homomorfisma  grup.  Subgrup ¢ 1[{e'}] =
{x € G|¢p(x) = e'} adalah kernel ¢, dinotasikan Ker(¢).

(Fraleigh, 2002: 129)
Teorema 2.4.12.
Misalkan ¢:G — G' homomorfisma grup, dan misalkan H = Ker(¢). Dipunyai
a € G. Maka himpunan
¢ {p(@)}] = {x € Glp(x) = p(a)}

Adalah koset Kiri dari aH pada H, dan juga koset kanan Ha pada H. Akibatnya
aH = Ha.
Bukti 2.4.12.:
Akan ditunjukkan {x € G|¢p(x) = ¢p(a)} = aH.
Misalkan ¢ (x) = ¢(a) maka ¢p(a~1)p(x) = e’ dimana e’ elemen identitas di G'.
Berdasarkan Teorema 2.4.8 bahwa ¢(a)™! = ¢(a™1) diperoleh ¢p(a H)p(x) =
e’
Karena ¢p homomorfisma maka ¢(a™1)¢(x) = ¢p(a1x).
Diperoleh ¢p(a~1x) = e'.

Berarti a™lx € H = Ker(¢).
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Jadi a™'x = h untuk suatu h € H dan x = ah € aH.
Diperoleh {x € G|¢p(x) = ¢p(a)} S aH
Akan ditunjukkan {x € G|¢p(x) = ¢p(a)} = Ha
Karena ¢(x) = ¢p(a) maka ¢p(x)¢p(a)~! = e’ dimana e’ elemen identitas G'.
Berdasarkan Teorema 2.4.8 bahwa ¢(a) ™! = ¢(a™1) diperoleh ¢p(x)p(a™1) = e'.
Karena ¢p homomorfisma maka ¢(x)¢p(a™1) = ¢p(xa™?).
Diperoleh ¢p(xa™1) = e'.
Berarti xa™! € H = Ker(¢).
Jadi xa™! = h untuk suatu h € H dan x = ha € Ha.
Diperoleh {x € G|¢$p(x) = ¢p(a)} S Ha.
Karena{x € G|¢p(x) = ¢(a)} € aH dan{x € G|¢p(x) = ¢(a)} € HamakaaH =
Ha.

(Fraleigh, 2002: 130)
Definisi 2.4.13.
Misalkan G grup dan H subgrup G. H subgrup normal dari G jika koset kiri sama
dengan koset kanan,

aH = Ha Va€QG.

(Fraleigh, 2002: 132)

Berdasarkan Teorema 2.4.12. diperoleh bahwa kernel dari suatu homomorfisma

grup ¢:G — G' adalah subgrup normal dari G.
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Definisi 2.4.14.
Suatu isomorfisma ¢:G — G’ adalah suatu homomorfisma yang bijektif.
Dinotasikan G = G'.
(Malik, 2002: 142)

Teorema 2.4.15.
Misalkan S subgrup normal dari grup G. Maka koset-koset dari S membentuk suatu
grup G/S = {aS|a € G} dengan operasi biner (aS)(bS) = (ab)S VaS,bS € G/S.
Bukti 2.4.15.
(1) Karena vasS, bS, cS € G/S berlaku (aS)[(bS)(cS)] = aS[(bc)S] =
[a(bc)]S = [(ab)c]S = [(ab)S](cS) = [(aS)(bS)](cS), maka operasi biner pada
G /S bersifat asosiatif.
(2) Karena VaS € G/S berlaku (aS)(eS) = (ae)S = aS = (ea)S =
(eS)(aS) maka jelas bahwa eS = S merupakan elemen identitas di G/S.
(3) Jelas (a™1S)(aS) = (a ta)S = eS = (aa™1)S = (aS)(a~1S) menunjukkan
bahwa a=1S = (aS)~! (elemen a~1S merupakan elemen invers di G/S).
JadiVaS € G/S3a1S € G/S 3 (a~1S)(aS) = eS = (aS)(a~19).
Dari (1), (2), dan (3) diperoleh bahwa G /S adalah grup.
Selanjutnya grup G /S disebut grup faktor.

(Fraleigh, 2002: 138-139)
Definisi 2.4.16.
Dipunyai H subgrup normal dari grup G. Kumpulan koset kanan atau Kiri dari H
ditulis

G/H = {xH|x € G} atau G/H = {Hx|x € G}.
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Banyaknya elemen di G /H disebut indeks H di G dengan notasi [G: H].
(Robert, 2001: 226)
Contoh 2.4.16.
Dipunyai grup S; dengan operasi komposisi. Misalkan H = {p,, p1, p,} adalah
subgrup dari S5. Koset Kiri dan koset kanan H di G yaitu
poH = piH = pyH = {py, p1,p2} = Hpy = Hp, = Hp;
pH = upH = psH = {uq, po, i3} = Huy = Hyp, = Hys.
Jadi [G: H] = 2.
(Malik, 2002: 83)
Teorema 2.4.17.
Dipunyai fungsi ¢:G — G' suatu homomorfisma dengan Ker(¢) = K dan
homomorfisma natural y: G — G /K maka terdapat isomorfisma u: G /K — ¢(G).
(Fraleigh, 2002: 140)
Bukti 2.4.17.:
Bentuk fungsi u: G/K — ¢(G) yang didefinisikan oleh u(gK) = ¢(g).
Akan ditunjukkan p terdefinisi dengan baik.

Ambil g,K, g,K € G/K dengan g, K = g,K.

Jelas
91K = g:K
© g:19;' €K

e u(g19:") = ey
& u(gdu(g)™ = ey

© u(g1) = u(gz)



& u(g1K) = u(g:K).
Karena u(g,K) = u(g,K) maka u terdefinisi dengan baik.
Akan ditunjukkan u suatu homomorfisma.
Ambil g,K, g,K € G/K.
Jelas
1((91K)(g2K)) = u((9:192)K)
= ¢(9192)
= ¢(91)¢(92)
= u(g1K)u(g2K).
Karena p((g1K)(g2K)) = n(g1K)u(g.K) maka p suatu homomorfisma.
Akan ditunjukkan u isomorfisma.
Akan ditunjukkan u injektif.
Ambil g,K, g,K € G/K dengan u(g.K) = u(g,K).
Jelas
u(g1K) = u(g.K)
e ¢(g1) = ¢(92)
© ¢(g)P(g2) 7" = egr
© ¢(g1927) = egr
Berarti g; 95" € K.
Karena g; g5 € K maka
g19:' =k €K
© g1 = g2k € g,K.

Diperoleh g, € g,K N g:K.

15
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Akibatnya g;K = g, K.

Jadi apabila mengambil g, K, g,K € G/K dengan u(g,K) = u(g,K) maka g, K =
92K.

Jadi u injektif.

Akan ditunjukkan u surjektif.

Ambil y € ¢(G) sebarang.

Karena y € ¢(G) maka terdapat x € G sedemikian sehingga y = ¢(x).

Pilih xK € G/K.

Jelas

n(xK) = ¢p(x)
=y.

Jadi Vy € ¢(G) 3xK € G /K sehingga u(xK) = y.
Jadi u surjektif.

Karena u injektif dan surjektif serta homomorfisma maka p isomorfisma.

2.5 Himpunan n-braid

Definisi 2.5.1.
Misalkan D suatu unit kubus, D = {(x,y, ) | 0 < x,y,z < 1}. Bagian atas kubus
ditempatkan n titik A,,A,, ..., A,, begitu juga pada bagian bawah kubus

ditempatkan n titik By, B,, ..., B;,.

Didefinisikan 4; = (2,-,1),4, = (2,-25,1), . Ay = (5,-2,1) dan B, =

2 n+1 2 n+1’ 2’ n+

(1 ! O),B2 = (1 L,O), B, = (3%0) Hubungkan titik 4, 4, ..., A,

2 n+1’ 2’ n+1 2’'n
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dengan By, B, ..., B,. Garis yang menghubungkan titik tersebut dinamakan braid,
dinotasikan d,,d,, ..., d,. Braid dapat menghubungkan kedua titik tersebut jika
memenuhi ketiga kondisi berikut:

Q) dy, d,, ..., dy, saling lepas satu sama lain.

Gambar 2.5.1.
(a) Braid saling lepas. (b) Braid tidak saling lepas.

(i)  Setiap d; menghubungkan suatu A; ke suatu B dengan nilai j dan k bisa
jadi sama. Akan tetapi d; tidak boleh menghubungkan suatu A; ke suatu Ay

atau B; ke suatu By.

SK/

=\

Gambar 2.5.2.
(a) Kondisi yang benar. (b) kondisi yang salah.
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(i) Setiap bidang E, (disebut tingkat bidang) sehingga z=s dan 0 <s <1
(dengan kata lain sejajar terhadap bidang xy) memotong setiap braid d;

tepat satu titik.

Z
A
A, A, A —e d,
.- o—aod,
N )
gl
-/ |
£ (-3
\ @
y ’ \ol\ "
B, B, B,

Gambar 2.5.3. n-braid
Susunan dari  dq,d,, ...,d,, (dengan titik ujung A,,A,,...,A, By, By, ...,By)
disebut suatu n-braid atau suatu braid dengan n braid.
Berdasarkan kondisi (iii) dan fakta bahwa titik A4, 4,, ..., A, terletak di atas
titik By, B, ..., B,,, braid bergerak dari atas ke bawah.

Himpunan dari semua n-braid dinotasikan dengan B,,.

(Murasugi, et al., 1999: 3)
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Suatu g; selalu membawa braid yang menghubungkan titik ke-i menuju titik
ke-(i + 1) yang melintas di bawah braid yang menghubungkan titik ke-(i + 1)
menuju titik ke-i dan braid lainnya vertikal. Invers dari o;, dinotasikan o; *, selalu
membawa braid yang menghubungkan titik ke-i menuju titik ke-(i + 1) yang
melintas di atas braid yang menghubungkan titik ke-(i + 1) menuju titik ke-i dan

braid lainnya vertikal.

A A A A Ax A A A AL A,
- & & y . o @ - ® 8 % - B W
N\ ya
HI Bt—] BI' BI"FI Bﬂ 'Bl Bi-] 'Bi B‘l"'l Bn
a; o !

Gambar 2.5.4. interpretasi o; dan a;*.

Proposisi 2.5.2.
Setiap n-braid g (di B,) dapat ditulis sebagai hasil kali elemen-elemen dari
himpunan {o;*'} dengani =1,2,..,n — 1, yaitu
L= aigll aigzz Jfk",
dimanal < iy, iy, .., iy <n—1dang = +1atau —1untuki = 1,2, ..., k.
(Murasugi, et al., 1999: 17)

Bukti 2.5.2.

Ambil sebarang braid di Bs.
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1

2 3
;\
3

B
1T 2
Gambar 2.5.5. 3-braid.

Kemudian partisi braid tersebut sehingga setiap partisi memiliki tepat satu dua

braid yang bersilangan dan braid sisanya lurus ke bawabh.

Diperoleh

1 2 3
{

:: ‘ﬁ

oy

12 3
Gambar 2.5.6. Permutasi 3-braid.

Jadi partisi dari suatu elemen B dapat ditulis sebagai

p = 0,0,010,0,0;.
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Definisi 2.5.3.
Didefinisikan himpunan n-braid, B,,, (n = 3) dengan operasi komposisi yang

dibangun oleh n — 1 generator, ditulis

B = 0;0;410; = 0;,10;0;,1 untuki =1,2,...,n — 2

no <01’02""’0”‘1 0i0; =gjoyuntuk1 <i<j<n-—1ldanj—i= 2>'
(Kassel, 2008: 1)

Contoh 2.5.3.

B; = (01,0;1010,01 = 0,0,0,).

B — <G oo |010201 = 020103,02030; = 030203>
4 192,93 0-10-3 — 0-30-1 .

2.6 Permutasi braid
Misalkan § suatu n-braid. Braid d; menghubungkan titik A4; ke titik B;(;, untuk

suatu i =1,2,...,n. Jika dibentuk fungsi f:B, — S, (himpunan dari semua

permutasi dari {1,2, ..., n}) yang didefinisikan

1 2 v n
®=(w jo - w)
maka f adalah suatu braid invarian.

Bentuk dari f(B) disebut permutasi braid dan dinotasikan oleh ().

>

2 A

A,
b

Bi(*) B Bj(i)

it2)

Gambar 2.6.1. Permutasi pada braid.
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Jika d; selalu menghubungkan A; ke B; untuk setiap i = 1,2, ..., n maka n-braid 8

disebut pure n-braid.

1

D
=5
N

‘)—‘ o © [
B, B,

B,

4

9>
@ >
o>

Gambar 2.6.2. (a) Pure n-braid, (b) Trivial n-braid (1,,).

Contoh 2.6.1.

1oL

1 2 3 1 2 3
Gambar 2.6.3. Permutasi pada 3-braid

Diberikan 3-braid A, dan A, pada Gambar 2.6.3. Permutasi braid dapat ditulis
sebagai berikut

n(Al)z(; i ;)dann(Al)z(% g i)

(Murasugi, et al., 1999: 9)
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PENUTUP

51 Simpulan
1. Himpunan n-braid yang dilengkapi dengan operasi biner komposisi dapat
membangun suatu grup n-braid. Selanjutnya disebut grup braid.
2. Sifat-sifat yang berlaku pada grup braid, yaitu
(i)  Grup braid bersifat non abelian.
(if)  Pusat Grup B, adalah Z(B,,) = {b € B,|lab = ba Va € B,} dengan
b= (0,0, 0,) 1S i Sn—1iy #iy # - # .
(iii) Untuk 1 < m < n, fungsi ¢: B,, — B,, didefinisikan oleh
Y(oy) = 0y,
untuk i = 1,2, ..., m — 1, adalah suatu homomorfisa injektif dari B, ke B,,.
Jadi B,,, dapat dipandang sebagai subgrup dari B,.
(iv) Untuk setiap i = {1,2, ...,n — 1}, generator g; mempunyai order tak
hingga. Atau dapat dikatakan untuk setiap bilangan bulat positif k,
of #1,.
(v) Jika B,, n = 1, menotasikan himpunan dari semua pure n-braid maka B,
adalah subgrup normal dari B,,.

3. Grup faktor B,,/PB, isomorfik terhadap grup simetri S,, dan [B,, : B,] = n!.

43
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5.2 Saran

Saran yang dapat diberikan adalah penelitian dapat dilanjutkan dengan mengkaji
tentang grup siklik dari grup braid, free group atas grup braid, dan homeomorfisma
braid. Selain kajian teori dapat juga mengkaji tentang penerapan dari grup braid

(knot theory, cryptography).
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