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ABSTRAK 

 

Khoirunnisak, Dwi Andriyani. 2014. Beberapa Sifat Grup Braid. Skripsi, Jurusan 

Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Negeri 

Semarang. Pembimbing Utama Dra. Kristina Wijayanti, MS., dan Pembimbing 

Pendamping Drs. Mashuri, M.Si. 

Kata kunci: Grup, Subgrup, Braid, Homomorfisma. 

Suatu 𝑛-braid adalah susunan dari braid 𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛 yang menghubungkan titik 

𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 (pada sisi atas kubus) dan titik 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛 (pada alas kubus) apabila 

memenuhi beberapa syarat. Salah satu syaratnya yaitu braid 𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛 harus 

saling lepas satu sama lain (braid hanya melintas di atas atau di bawah braid yang 

lain, bukan menembus). Hal ini dapat mengakibatkan (semacam) lilitan atau 

putaran antara braid satu dengan braid yang lain. Kemungkinan-kemungkinan 

susunan braid berikut lilitannya dapat dihimpun dalam suatu himpunan, dinamakan 

himpunan 𝑛-braid. 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui (1) bagaimana membangun 

himpunan 𝑛-braid menjadi suatu grup 𝑛-braid (grup braid), (2) sifat apa saja yang 

berlaku pada grup braid, dan (3) sifat yang berlaku pada grup faktor dari grup braid. 

Metode penelitian yang digunakan meliputi beberapa tahap, yaitu studi pustaka, 

penemuan masalah, perumusan masalah, analisis dan pemecahan masalah, serta 

penarikan kesimpulan. 

Dari hasil pengkajian diperoleh bahwa (1) himpunan 𝑛-braid yang dilengkapi 

dengan operasi biner komposisi dapat menjadi suatu grup 𝑛-braid. Selanjutnya 

disebut grup braid. (2) sifat-sifat grup braid, yaitu; (i) Grup braid merupakan grup 

non abelian, (ii) Pusat  grup 𝐵𝑛 adalah 𝑍(𝐵𝑛) = {𝑏 ∈ 𝐵𝑛|𝑎𝑏 = 𝑏𝑎  ∀𝑎 ∈ 𝐵𝑛} 

dengan 𝑏 = (𝜎𝑖1
𝜎𝑖2

… 𝜎𝑖𝑘
)

𝑛
, 1 ≤ 𝑖𝑘 ≤ 𝑛 − 1, 𝑖1 ≠ 𝑖2 ≠ ⋯ ≠ 𝑖𝑘, (iii) untuk 1 ≤

𝑚 ≤ 𝑛, fungsi 𝜓: 𝐵𝑚 ⟶ 𝐵𝑛 didefinisikan oleh 𝜓(𝜎𝑖) = 𝜎𝑖 , untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑚 −

1, adalah suatu homomorfisa injektif dari 𝐵𝑚 ke 𝐵𝑛. Jadi 𝐵𝑚 dapat dipandang 

sebagai subgrup dari 𝐵𝑛, (iv) order generator grup braid tak hingga, (v) jika 𝑃𝑛, 𝑛 ≥

1, menotasikan himpunan dari semua pure 𝑛-braid maka 𝑃𝑛 adalah subgrup normal 

dari 𝐵𝑛, (3) grup faktor 𝐵𝑛/𝑃𝑛 isomorfik terhadap grup simetri 𝑆𝑛, dan 

[𝐵𝑛 ∶ 𝑃𝑛] = 𝑛!. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Geometri adalah cabang matematika yang berkaitan dengan sifat dan relasi 

dari titik, garis, bidang (benda dua dimensi), bangun ruang (benda tiga dimensi), 

dan hal lain di dimensi yang lebih tinggi. Salah satu contoh bangun ruang adalah 

kubus. Kubus merupakan bangun ruang tiga dimensi yang dibatasi oleh enam 

daerah persegi yang kongruen. 

Setiap sisi kubus pasti memuat suatu titik. Seperti yang diketahui bahwa 

melalui dua buah titik hanya dapat dilukis satu garis. Jadi apabila terdapat titik-titik 

pada sisi atas dan sisi bawah suatu kubus maka dapat dilukis beberapa garis vertikal. 

Hal ini yang mendasari pengertian 𝑛-braid. 

Suatu 𝑛-braid adalah susunan dari braid 𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛 yang 

menghubungkan titik 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 (pada sisi atas kubus) dan titik 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛 

(pada alas kubus) apabila memenuhi beberapa syarat. Salah satu syaratnya yaitu 

braid 𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛 harus saling lepas satu sama lain (braid hanya melintas di atas 

atau di bawah braid yang lain, bukan menembus). Hal ini dapat mengakibatkan 

(semacam) lilitan atau putaran antara braid satu dengan braid yang lain. 

Kemungkinan-kemungkinan susunan braid berikut lilitannya dapat dihimpun 

dalam suatu himpunan, dinamakan himpunan 𝑛-braid. 

Selain geometri, cabang matematika lainnya adalah aljabar. Aljabar 

merupakan ilmu yang mempelajari simbol-simbol matematika dan aturan untuk 
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memanipulasinya. Aljabar juga mempelajari sesuatu yang abstrak seperti grup, 

ring, dan field. 

Grup merupakan pasangan berurutan (𝐺,∗). 𝐺 himpunan tak kosong dan ∗ 

operasi biner pada 𝐺, sehingga 𝐺 memenuhi ketiga aksioma (hukum asosiatif, 

eksistensi elemen identitas, dan eksistensi invers elemen) (Malik, D. S. et al, 2007: 

36). Jika suatu grup 𝐺 tidak memiliki sifat 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 maka 

grup 𝐺 merupakan grup nonkomutatif. Sebaliknya jika memenuhi sifat tersebut 

maka grup 𝐺 disebut grup komutatif. Jenis grup dilihat dari banyaknya elemen 

dibagi menjadi dua macam, yaitu grup berhingga dan grup tak hingga. Contoh grup 

yang familier, yaitu himpunan bilangan bulat dengan operasi biner penjumlahan, 

himpunan bilangan real dengan operasi biner perkalian, dan grup permutasi.  

Berdasarkan pengertian 𝑛-braid dan grup, bagaimana membangun 

himpunan 𝑛-braid menjadi suatu grup 𝑛-braid yang selanjutnya disebut sebagai 

grup braid? 

 

1.2 Batasan Masalah 

Batasan masalah dalam penelitian ini antara lain: 

1.2.1 Teori braid yang dikaji pada penelitian ini adalah teori yang ditemukan oleh 

Emil Artin. 

1.2.2 Medium untuk menggambarkan 𝑛-braid yaitu kubus.  

1.2.3 Sifat-sifat yang akan dibahas pada penelitian ini adalah sifat grup non 

komutatif, pusat grup, order generator, subgrup, dan grup faktor.   
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1.3 Perumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang, diperoleh rumusan masalah sebagai berikut: 

1.3.1 Bagaimana membangun himpunan 𝑛-braid menjadi suatu grup 𝑛-braid 

(grup braid)? 

1.3.2 Sifat apa saja yang berlaku pada grup braid? 

1.3.3 Sifat apa yang berlaku pada grup faktor dari grup braid? 

 

1.4 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah yang telah disusun, tujuan dari penelitian ini 

adalah sebagai berikut: 

1.4.1 mengkaji bagaimana membangun himpunan 𝑛-braid menjadi suatu grup 

𝑛-braid (grup braid), 

1.4.2 menganalisis sifat apa saja yang berlaku pada grup braid, dan 

1.4.3 menganalisis sifat apa yang berlaku pada grup faktor dari grup braid. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Berdasarkan tujuan penelitian, manfaat dari penelitian ini adalah: 

1.5.1 mengetahui bagaimana membangun himpunan 𝑛-braid menjadi suatu grup 

𝑛-braid (grup braid), 

1.5.2 mengetahui sifat apa saja yang berlaku pada grup braid, dan 

1.5.3 mengetahui sifat apa yang berlaku pada grup faktor dari grup braid. 
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 

 

 Dalam bab ini dibahas mengenai beberapa pengertian serta penjelasan 

tentang hal-hal yang berkaitan dengan grup braid. 

2.1 Fungsi 

Definisi 2.1.1. 

Dipunyai dua himpunan tak kosong 𝐴 dan 𝐵. Pemetaan (atau suatu fungsi) dari 

himpunan 𝐴 ke himpunan 𝐵 adalah aturan yang mengawankan setiap elemen di 𝐴 

dengan tepat satu elemen di 𝐵. Ditulis 𝑓: 𝐴 → 𝐵 (𝑓 adalah fungsi dari 𝐴 ke 𝐵). 

(Mahindroo, 2005: 12) 

Fungsi 𝑓 disebut fungsi injektif jika tidak ada dua elemen berbeda pada 𝐴 yang 

petanya sama di 𝐵. 

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴, jika 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) maka 𝑥1 = 𝑥2. 

Fungsi 𝑓 disebut fungsi pada jika dan hanya jika untuk setiap elemen di 𝐵 adalah 

peta dari beberapa elemen 𝐴. 

∀𝑦1 ∈ 𝐵, ∃𝑥1 ∈ 𝐴 sehingga 𝑦1 = 𝑓(𝑥1). 

(Andrilli & Hecker, 2010: 654-655) 

Contoh 2.1.1 

Dipunyai 𝑆 = {𝑤, 𝑥, 𝑦, 𝑧} dan 𝑇 = {1,2,3,4}. Didefinisikan fungsi 𝛼: 𝑆 → 𝑇 

dengan 𝛼(𝑤) = 2, 𝛼(𝑥) = 4, 𝛼(𝑦) = 1, 𝛼(𝑧) = 2. 

Apakah 𝛼 fungsi injektif? 
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Penyelesaian 2.1.1.: 

Diketahui bahwa 𝛼(𝑤) = 2 dan 𝛼(𝑧) = 2. 

Jelas 𝛼(𝑤) = 2 = 𝛼(𝑧) akan tetapi 𝑤 ≠ 𝑧. 

Jadi 𝛼 bukan fungsi injektif. 

(Durbin, J.R., 2009: 14) 

 

2.2 Komposisi Fungsi 

Definisi 2.2.1. 

Dipunyai himpunan tak kosong 𝐴, 𝐵, dan 𝐶. Didefinisikan fungsi 𝑓: 𝐴 → 𝐵 dan 

fungsi 𝑔: 𝐵 → 𝐶. Komposisi (∘) dari 𝑓 dan 𝑔 ditulis 𝑔 ∘ 𝑓 merupakan relasi dari 𝐴 

ke 𝐶 yang didefinisikan sebagai berikut: 

𝑔 ∘ 𝑓 = {(𝑥, 𝑧)|𝑥 ∈ 𝐴, 𝑧 ∈ 𝐶, ∃𝑦 ∈ 𝐵 ∋ 𝑓(𝑥) = 𝑦 𝑑𝑎𝑛 𝑔(𝑦) = 𝑧}. 

Misalkan fungsi 𝑓: 𝐴 → 𝐵 dan fungsi 𝑔: 𝐵 → 𝐶 serta (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑔 ∘ 𝑓. Dengan kata 

lain (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑧. Berdasarkan definisi komposisi fungsi, terdapat 𝑦 ∈ 𝐵 

sehingga 𝑓(𝑥) = 𝑦 dan 𝑔(𝑦) = 𝑧.  

Diperoleh  

𝑧 = 𝑔(𝑦) = 𝑔(𝑓(𝑥)). 

Jadi (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)). 

(Malik, et al., 2007: 25) 
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Contoh 2.2.1. 

Fungsi 𝑓 dan 𝑔 keduanya merupakan permutasi pada himpunan 𝐴. Didefinisikan 

𝑓: 𝐴 → 𝐴, 𝑔: 𝐴 → 𝐴 sehingga 𝑔 ∘ 𝑓: 𝐴 → 𝐴. Misalkan 𝑓 = (
1 2 3
1 3 2

) dan 𝑔 =

(
1 2 3
2 3 1

). Tentukan nilai 𝑔 ∘ 𝑓. 

Penyelesaian 2.2.1.: 

𝑔 ∘ 𝑓 = (
1 2 3
2 3 1

) ∘ (
1 2 3
1 3 2

) = (
1 2 3
2 1 3

) 

Jadi nilai 𝑔 ∘ 𝑓 adalah (
1 2 3
2 1 3

). 

(Mahindroo, 2005: 86) 

 

2.3 Operasi Biner 

Definisi 2.3.1. 

Operasi biner ∗ pada himpunan 𝐴 merupakan fungsi dari 𝐴 × 𝐴 ke 𝐴. Untuk setiap 

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐴, elemen ∗ ((𝑎, 𝑏)) dari 𝐴 dinotasikan oleh 𝑎 ∗ 𝑏.  

(Fraleigh, 1989: 20) 

Contoh 2.3.1. 

Fungsi 𝑓 dan 𝑔 keduanya merupakan permutasi pada himpunan 𝐴. Didefinisikan 

𝑓: 𝐴 → 𝐴, 𝑔: 𝐴 → 𝐴 sehingga 𝑔 ∘ 𝑓: 𝐴 → 𝐴. Misalkan 𝑓 = (
1 2 3
1 3 2

) dan 𝑔 =

(
1 2 3
2 3 1

). Jelas 𝑔 ∘ 𝑓 = (
1 2 3
2 1 3

) merupakan anggota permutasi pada 

himpunan 𝐴. Jadi operasi komposisi merupakan operasi biner.  
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2.4 Grup 

Definisi 2.4.1. 

Suatu grup 〈𝐺,∗〉 adalah suatu himpunan 𝐺, dengan operasi biner ∗. Sehingga yang 

memenuhi aksioma berikut: 

(i) Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 berlaku  

𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) = (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐.  Operasi biner ∗ asosiatif 

(ii) Terdapat suatu elemen 𝑒 ∈ 𝐺 sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐺,  

𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥.             Elemen 𝒆 disebut elemen identias untuk ∗ 

(iii) Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺, terdapat suatu elemen 𝑎′ ∈ 𝐺 sehingga 

𝑎 ∗ 𝑎′ = 𝑎′ ∗ 𝑎 = 𝑒.         Elemen 𝒂′ disebut elemen invers dari 𝒂 

 (Fraleigh, 2002: 38) 

Definisi 2.4.2. 

Himpunan permutasi pada A adalah fungsi 𝜙: 𝐴 → 𝐴 yang bijektif. 

(Fraleigh, 2002: 76) 

Contoh 2.4.1. 

Dipunyai 𝐴 himpunan tak kosong dan 𝑆𝐴 himpunan dari semua permutasi di 𝐴. 

Tunjukkan 𝑆𝐴 suatu grup dengan operasi komposisi. 

Penyelesaian 2.4.1.: 

Ambil 𝜎, 𝜋, 𝜇 ∈ 𝑆𝐴 dan 𝑎 ∈ 𝐴 sebarang. 

Jelas (𝜎(𝜋𝜇))(𝑎) = 𝜎((𝜋𝜇)(𝑎)) = 𝜎(𝜋(𝜇(𝑎)) = (𝜎𝜋)(𝜇(𝑎)) = ((𝜎𝜋)𝜇)(𝑎). 

Jadi operasi komposisi bersifat asosiatif. 

Pilih 𝜄 = (
1 2
1 2

    
… 𝑛
… 𝑛

) ∈ 𝑆𝐴. 
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Ambil 𝜎 ∈ 𝑆𝐴 dan 𝑎 ∈ 𝐴 sebarang. 

Jelas (𝜄𝜎)(𝑎) = 𝜄(𝜎(𝑎)) = 𝜎(𝑎) dan (𝜎𝜄)(𝑎) = 𝜎(𝑖(𝑎)) = 𝜎(𝑎). 

Jadi terdapat elemen identitas untuk setiap elemen di 𝑆𝐴. 

Ambil 𝜎 ∈ 𝑆𝐴 sebarang. 

Pilih 𝜎−1 ∈ 𝑆𝐴 dengan 𝜎−1(𝑎) = 𝑎′, 𝑎′ ∈ 𝐴, sehingga 𝜎(𝑎′) = 𝑎. 

Jelas 

𝜄(𝑎) = 𝑎 = 𝜎(𝑎′) = 𝜎(𝜎−1(𝑎)) = (𝜎𝜎−1)(𝑎) dan 

𝜄(𝑎) = 𝑎′ = 𝜎−1(𝑎) = 𝜎−1(𝜎(𝑎′)) = (𝜎−1𝜎)(𝑎). 

Jadi untuk setiap elemen di 𝑆𝐴 memiliki invers di 𝑆𝐴. 

Karena ketiga aksioma suatu grup terpenuhi maka 𝑆𝐴 dengan operasi komposisi 

adalah suatu grup. 

Definisi 2.4.3. 

Dipunyai himpunan berhingga 𝐴 = {1,2, … , 𝑛}. Grup dari semua permutasi pada 𝐴 

disebut grup simetri pada 𝑛 unsur, dinotasikan 𝑆𝑛. 

Contoh 2.4.3. 

Dipunyai himpunan 𝐴 = {1,2,3}. Permutasi dari himpunan 𝐴 adalah sebagai 

berikut: 

𝜌0 = (
1 2 3
1 2 3

) , 𝜇1 = (
1 2 3
1 3 2

), 

𝜌1 = (
1 2 3
2 3 1

) , 𝜇2 = (
1 2 3
3 2 1

), 

𝜌2 = (
1 2 3
3 1 2

) , 𝜇3 = (
1 2 3
2 1 3

). 

Jadi grup simetri 𝑆3 mempunyai 6 anggota, yaitu 𝜌0, 𝜌1, 𝜌2, 𝜇1, 𝜇2, dan 𝜇3. 

(Fraleigh, 2002: 77-79) 
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Definisi 2.4.4. 

Misalkan 〈𝐺,∗〉 grup dan 𝑆 himpunan bagian tak kosong dari 𝐺. 〈𝑆,∗〉 disebut 

subgrup dari 𝐺 jika 〈𝑆,∗〉 adalah grup. 

Contoh 2.4.4. 

Dipunyai grup 𝑆3 = {𝜌0, 𝜌1, 𝜌2, 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3} dengan operasi komposisi fungsi. 𝐾 =

{𝜌0, 𝜌1, 𝜌2} dengan operasi komposisi fungsi merupakan subgrup dari grup 𝑆3. 

(Malik, et al., 2007: 71) 

Teorema 2.4.5. 

Misalkan 𝐺 grup dan 𝑆 himpunan tak kosong dari 𝐺. 𝑆 subgrup dari 𝐺 jika dan 

hanya jika (1) 𝑆 tertutup terhadap operasi biner pada 𝐺, (2) untuk setiap 𝑎 ∈

𝑆 ∃𝑎−1 ∈ 𝑆 ∋ 𝑎𝑎−1 = 𝑎−1𝑎 = 𝑒. 

Bukti 2.4.5.: 

(⟹) Karena dipunyai fakta bahwa 𝑆 ≤ 𝐺 maka kondisi 1,2, dan 3 pasti terpenuhi. 

(⟸) Jelas bahwa aksioma grup ke-(ii) dan ke-(iii) terpenuhi. Karena 𝑆 tertutup 

terhadap operasi biner pada 𝐺 maka aksioma grup ke-(i) terpenuhi. Jadi 𝑆 suatu 

grup. Akibatnya 𝑆 ≤ 𝐺. 

(Fraleigh, 2002: 52) 

Definisi 2.4.6. 

Grup G disebut siklik apabila terdapat elemen 𝑎 ∈ 𝐺 sehingga 𝐺 = {𝑎𝑛|𝑛 ∈ ℤ}. 

Elemen 𝑎 disebut generator 𝐺, ditulis 𝐺 = 〈𝑎〉. 

(Ayres, 2004: 100) 

Contoh 2.4.6. 

Elemen 𝜌1 dan 𝜇1 pada Contoh 2.4.3 adalah generator dari grup simetri 𝑆3. 
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Definisi 2.4.7. 

Misalkan 𝐺 grup. 𝑍(𝐺) = {𝑏 ∈ 𝐺|𝑎𝑏 = 𝑏𝑎  ∀𝑎 ∈ 𝐺} disebut pusat dari 𝐺. 

 (Malik, 2002: 73) 

Definisi 2.4.8. 

Misalkan 𝐺 grup, 𝑎 ∈ 𝐺, dan 𝐻 ≤ 𝐺. Himpunan 𝑎𝐻 = {𝑎ℎ|ℎ ∈ 𝐻} adalah koset 

kiri 𝐻 di 𝐺 dan himpunan 𝐻𝑎 = {ℎ𝑎|ℎ ∈ 𝐻} adalah koset kanan 𝐻 di 𝐺. 

Contoh 2.4.8. 

Misalkan 𝐻 ≤ 𝐺, dengan 𝐻 = {𝜌0, 𝜌1, 𝜌2} dan 𝐺 = {𝜌0, 𝜌1, 𝜌2, 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3}. Koset 

kiri dari 𝐻 di 𝐺 adalah 

𝜌0𝐻 = 𝜌1𝐻 = 𝜌2𝐻 = {𝜌0, 𝜌1, 𝜌2} 

𝜇1𝐻 = 𝜇2𝐻 = 𝜇3𝐻 = {𝜇1, 𝜇2, 𝜇3}. 

(Malik, 2002: 81-82) 

Definisi 2.4.9. 

Fungsi 𝜙: 𝐺 → 𝐺′ adalah suatu homomorfisma jika  

𝜙(𝑎𝑏) = 𝜙(𝑎)𝜙(𝑏) ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺. 

Teorema 2.4.10. 

Misalkan 𝜙: 𝐺 → 𝐺′ homomorfisma grup. 

1. Jika 𝑒 elemen identitas di 𝐺 maka 𝜙(𝑒) = 𝑒′ adalah elemen identitas di 𝐺′. 

2. Jika 𝑎 ∈ 𝐺 maka 𝜙(𝑎−1) = 𝜙(𝑎)−1. 

Bukti 2.4.10. 

1. Diketahui 𝑒𝑒 = 𝑒. Jadi 𝜑(𝑒)𝜑(𝑒) = 𝜑(𝑒) 

Berakibat 𝜑(𝑒) = 𝑒′ 

2. ∀𝑎 ∈ 𝐺 berlaku 𝑎𝑎−1 = 𝑎−1𝑎 = 𝑒. 
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Diketahui 

𝜑(𝑎)𝜑(𝑎−1) = 𝜑(𝑎−1)𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑒) = 𝑒′. 

Karena invers dari 𝜑(𝑎) di 𝐺 tunggal. 

Maka 𝜑(𝑎−1) = (𝜑(𝑎))
−1

. 

 (Fraleigh, 2002: 128-129) 

Definisi 2.4.11. 

Misalkan 𝜙: 𝐺 → 𝐺′ homomorfisma grup. Subgrup 𝜙−1[{𝑒′}] =

{𝑥 ∈ 𝐺|𝜙(𝑥) = 𝑒′} adalah kernel 𝜙, dinotasikan 𝐾𝑒𝑟(𝜙). 

(Fraleigh, 2002: 129) 

Teorema 2.4.12. 

Misalkan 𝜙: 𝐺 → 𝐺′ homomorfisma grup, dan misalkan 𝐻 = 𝐾𝑒𝑟(𝜙). Dipunyai 

𝑎 ∈ 𝐺. Maka himpunan  

𝜙−1[{𝜙(𝑎)}] = {𝑥 ∈ 𝐺|𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑎)} 

Adalah koset kiri dari 𝑎𝐻 pada 𝐻, dan juga koset kanan 𝐻𝑎 pada 𝐻. Akibatnya 

𝑎𝐻 = 𝐻𝑎. 

Bukti 2.4.12.: 

Akan ditunjukkan {𝑥 ∈ 𝐺|𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑎)} = 𝑎𝐻. 

Misalkan 𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑎) maka 𝜙(𝑎−1)𝜙(𝑥) = 𝑒′ dimana 𝑒′ elemen identitas di 𝐺′.  

Berdasarkan Teorema 2.4.8 bahwa 𝜙(𝑎)−1 = 𝜙(𝑎−1) diperoleh 𝜙(𝑎−1)𝜙(𝑥) =

𝑒′. 

Karena 𝜙 homomorfisma maka 𝜙(𝑎−1)𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑎−1𝑥). 

Diperoleh 𝜙(𝑎−1𝑥) = 𝑒′. 

Berarti 𝑎−1𝑥 ∈ 𝐻 = 𝐾𝑒𝑟(𝜙). 
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Jadi 𝑎−1𝑥 = ℎ untuk suatu ℎ ∈ 𝐻 dan 𝑥 = 𝑎ℎ ∈ 𝑎𝐻. 

Diperoleh {𝑥 ∈ 𝐺|𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑎)} ⊆ 𝑎𝐻 

Akan ditunjukkan {𝑥 ∈ 𝐺|𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑎)} = 𝐻𝑎 

Karena 𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑎) maka 𝜙(𝑥)𝜙(𝑎)−1 = 𝑒′ dimana 𝑒′ elemen identitas G′. 

Berdasarkan Teorema 2.4.8 bahwa 𝜙(𝑎)−1 = 𝜙(𝑎−1) diperoleh 𝜙(𝑥)𝜙(𝑎−1) = 𝑒′. 

Karena 𝜙 homomorfisma maka 𝜙(𝑥)𝜙(𝑎−1) = 𝜙(𝑥𝑎−1). 

Diperoleh 𝜙(𝑥𝑎−1) = 𝑒′. 

Berarti 𝑥𝑎−1 ∈ 𝐻 = 𝐾𝑒𝑟(𝜙). 

Jadi 𝑥𝑎−1 = ℎ untuk suatu ℎ ∈ 𝐻 dan 𝑥 = ℎ𝑎 ∈ 𝐻𝑎. 

Diperoleh {𝑥 ∈ 𝐺|𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑎)} ⊆ 𝐻𝑎. 

Karena {𝑥 ∈ 𝐺|𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑎)} ⊆ 𝑎𝐻 dan {𝑥 ∈ 𝐺|𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑎)} ⊆ 𝐻𝑎 maka 𝑎𝐻 =

𝐻𝑎. 

(Fraleigh, 2002: 130) 

Definisi 2.4.13. 

Misalkan 𝐺 grup  dan 𝐻 subgrup 𝐺. 𝐻 subgrup normal dari 𝐺 jika koset kiri sama 

dengan koset kanan, 

𝑎𝐻 = 𝐻𝑎   ∀𝑎 ∈ 𝐺. 

(Fraleigh, 2002: 132) 

Berdasarkan Teorema 2.4.12. diperoleh bahwa kernel dari suatu homomorfisma 

grup  𝜙: 𝐺 → 𝐺′ adalah subgrup normal dari 𝐺. 
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Definisi 2.4.14. 

Suatu isomorfisma 𝜙: 𝐺 → 𝐺′ adalah suatu homomorfisma yang bijektif. 

Dinotasikan 𝐺 ≅ 𝐺′. 

(Malik, 2002: 142) 

Teorema 2.4.15. 

Misalkan 𝑆 subgrup normal dari grup 𝐺. Maka koset-koset dari 𝑆 membentuk suatu 

grup 𝐺/𝑆 = {𝑎𝑆|𝑎 ∈ 𝐺} dengan operasi biner (𝑎𝑆)(𝑏𝑆) = (𝑎𝑏)𝑆 ∀𝑎𝑆, 𝑏𝑆 ∈ 𝐺/𝑆. 

Bukti 2.4.15. 

(1) Karena ∀𝑎𝑆, 𝑏𝑆, 𝑐𝑆 ∈ 𝐺/𝑆 berlaku (𝑎𝑆)[(𝑏𝑆)(𝑐𝑆)] = 𝑎𝑆[(𝑏𝑐)𝑆] =

[𝑎(𝑏𝑐)]𝑆 = [(𝑎𝑏)𝑐]𝑆 = [(𝑎𝑏)𝑆](𝑐𝑆) = [(𝑎𝑆)(𝑏𝑆)](𝑐𝑆), maka operasi biner pada 

𝐺/𝑆 bersifat asosiatif. 

(2) Karena ∀𝑎𝑆 ∈ 𝐺/𝑆 berlaku (𝑎𝑆)(𝑒𝑆) = (𝑎𝑒)𝑆 = 𝑎𝑆 = (𝑒𝑎)𝑆 =

(𝑒𝑆)(𝑎𝑆)  maka jelas bahwa 𝑒𝑆 = 𝑆 merupakan elemen identitas di 𝐺/𝑆. 

(3) Jelas (𝑎−1𝑆)(𝑎𝑆) = (𝑎−1𝑎)𝑆 = 𝑒𝑆 = (𝑎𝑎−1)𝑆 = (𝑎𝑆)(𝑎−1𝑆) menunjukkan 

bahwa 𝑎−1𝑆 = (𝑎𝑆)−1 (elemen 𝑎−1𝑆 merupakan elemen invers di 𝐺/𝑆). 

Jadi ∀𝑎𝑆 ∈ 𝐺/𝑆 ∃𝑎−1𝑆 ∈ 𝐺/𝑆 ∋ (𝑎−1𝑆)(𝑎𝑆) = 𝑒𝑆 = (𝑎𝑆)(𝑎−1𝑆). 

Dari (1), (2), dan (3) diperoleh bahwa 𝐺/𝑆 adalah grup. 

Selanjutnya grup 𝐺/𝑆 disebut grup faktor. 

(Fraleigh, 2002: 138-139) 

Definisi 2.4.16. 

Dipunyai 𝐻 subgrup normal dari grup 𝐺. Kumpulan koset kanan atau kiri dari 𝐻 

ditulis 

𝐺/𝐻 = {𝑥𝐻|𝑥 ∈ 𝐺} atau 𝐺/𝐻 = {𝐻𝑥|𝑥 ∈ 𝐺}. 
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Banyaknya elemen di 𝐺/𝐻 disebut indeks 𝐻 di 𝐺 dengan notasi [𝐺: 𝐻]. 

(Robert, 2001: 226) 

Contoh 2.4.16. 

Dipunyai grup 𝑆3 dengan operasi komposisi. Misalkan 𝐻 = {𝜌0, 𝜌1, 𝜌2} adalah 

subgrup dari 𝑆3. Koset kiri dan koset kanan 𝐻 di 𝐺 yaitu 

𝜌0𝐻 = 𝜌1𝐻 = 𝜌2𝐻 = {𝜌0, 𝜌1, 𝜌2} = 𝐻𝜌0 = 𝐻𝜌1 = 𝐻𝜌2 

𝜇1𝐻 = 𝜇2𝐻 = 𝜇3𝐻 = {𝜇1, 𝜇2, 𝜇3} = 𝐻𝜇1 = 𝐻𝜇2 = 𝐻𝜇3. 

Jadi [𝐺: 𝐻] = 2. 

(Malik, 2002: 83) 

Teorema 2.4.17. 

Dipunyai fungsi ϕ: 𝐺 → 𝐺′ suatu homomorfisma dengan 𝐾𝑒𝑟(𝜙) = 𝐾 dan 

homomorfisma natural 𝛾: 𝐺 → 𝐺/𝐾 maka terdapat isomorfisma 𝜇: 𝐺/𝐾 → 𝜙(𝐺). 

(Fraleigh, 2002: 140) 

Bukti 2.4.17.: 

Bentuk fungsi 𝜇: 𝐺/𝐾 → 𝜙(𝐺) yang didefinisikan oleh 𝜇(𝑔𝐾) = 𝜙(𝑔). 

Akan ditunjukkan 𝜇 terdefinisi dengan baik. 

Ambil 𝑔1𝐾, 𝑔2𝐾 ∈ 𝐺/𝐾 dengan 𝑔1𝐾 = 𝑔2𝐾.  

Jelas 

      𝑔1𝐾 = 𝑔2𝐾 

⇔ 𝑔1𝑔2
−1 ∈ 𝐾 

⇔ 𝜇(𝑔1𝑔2
−1) = 𝑒𝐺′ 

⇔ 𝜇(𝑔1)𝜇(𝑔2)−1 = 𝑒𝐺′ 

⇔ 𝜇(𝑔1) = 𝜇(𝑔2) 
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⇔ 𝜇(𝑔1𝐾) = 𝜇(𝑔2𝐾). 

Karena 𝜇(𝑔1𝐾) = 𝜇(𝑔2𝐾) maka 𝜇 terdefinisi dengan baik. 

Akan ditunjukkan 𝜇 suatu homomorfisma. 

Ambil 𝑔1𝐾, 𝑔2𝐾 ∈ 𝐺/𝐾. 

Jelas  

𝜇((𝑔1𝐾)(𝑔2𝐾)) = 𝜇((𝑔1𝑔2)𝐾) 

= 𝜙(𝑔1𝑔2) 

= 𝜙(𝑔1)𝜙(𝑔2) 

= 𝜇(𝑔1𝐾)𝜇(𝑔2𝐾). 

Karena 𝜇((𝑔1𝐾)(𝑔2𝐾)) = 𝜇(𝑔1𝐾)𝜇(𝑔2𝐾) maka 𝜇 suatu homomorfisma. 

Akan ditunjukkan 𝜇 isomorfisma. 

Akan ditunjukkan 𝜇 injektif. 

Ambil 𝑔1𝐾, 𝑔2𝐾 ∈ 𝐺/𝐾 dengan 𝜇(𝑔1𝐾) = 𝜇(𝑔2𝐾). 

Jelas  

     𝜇(𝑔1𝐾) = 𝜇(𝑔2𝐾) 

⇔ 𝜙(𝑔1) = 𝜙(𝑔2) 

⇔ 𝜙(𝑔1)𝜙(𝑔2)−1 = 𝑒𝐺′ 

⇔ 𝜙(𝑔1𝑔2
−1) = 𝑒𝐺′ 

Berarti 𝑔1𝑔2
−1 ∈ 𝐾. 

Karena 𝑔1𝑔2
−1 ∈ 𝐾 maka  

     𝑔1𝑔2
−1 = 𝑘 ∈ 𝐾 

⇔ 𝑔1 = 𝑔2𝑘 ∈ 𝑔2𝐾. 

Diperoleh 𝑔1 ∈ 𝑔2𝐾 ∩ 𝑔1𝐾. 
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Akibatnya 𝑔1𝐾 = 𝑔2𝐾. 

Jadi apabila mengambil 𝑔1𝐾, 𝑔2𝐾 ∈ 𝐺/𝐾 dengan 𝜇(𝑔1𝐾) = 𝜇(𝑔2𝐾) maka 𝑔1𝐾 =

𝑔2𝐾. 

Jadi 𝜇 injektif. 

Akan ditunjukkan 𝜇 surjektif. 

Ambil 𝑦 ∈ 𝜙(𝐺) sebarang. 

Karena 𝑦 ∈ 𝜙(𝐺) maka terdapat 𝑥 ∈ 𝐺 sedemikian sehingga 𝑦 = 𝜙(𝑥). 

Pilih 𝑥𝐾 ∈ 𝐺/𝐾. 

Jelas  

𝜇(𝑥𝐾) = 𝜙(𝑥) 

= 𝑦. 

Jadi ∀𝑦 ∈ 𝜙(𝐺) ∃𝑥𝐾 ∈ 𝐺/𝐾 sehingga 𝜇(𝑥𝐾) = 𝑦. 

Jadi 𝜇 surjektif. 

Karena 𝜇 injektif dan surjektif serta homomorfisma maka 𝜇 isomorfisma. 

 

2.5 Himpunan 𝐧-braid 

Definisi 2.5.1. 

Misalkan 𝐷 suatu unit kubus, 𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)│0 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 1}. Bagian atas kubus 

ditempatkan 𝑛 titik 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛, begitu juga pada bagian bawah kubus 

ditempatkan 𝑛 titik 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛. 

Didefinisikan 𝐴1 = (
1

2
,

1

𝑛+1
, 1) , 𝐴2 = (

1

2
,

2

𝑛+1
, 1) , … , 𝐴𝑛 = (

1

2
,

𝑛

𝑛+1
, 1)  dan 𝐵1 =

(
1

2
,

1

𝑛+1
, 0) , 𝐵2 = (

1

2
,

2

𝑛+1
, 0) , … , 𝐵𝑛 = (

1

2
,

𝑛

𝑛+1
, 0). Hubungkan titik 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 
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dengan 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛. Garis yang menghubungkan titik tersebut dinamakan braid, 

dinotasikan 𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛. Braid dapat menghubungkan kedua titik tersebut jika 

memenuhi ketiga kondisi berikut: 

(i)  𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛, saling lepas satu sama lain. 

 

Gambar 2.5.1. 

(a) Braid saling lepas.                        (b) Braid tidak saling lepas. 

 

(ii) Setiap 𝑑𝑖 menghubungkan suatu 𝐴𝑗 ke suatu 𝐵𝑘 dengan nilai 𝑗 dan 𝑘 bisa 

jadi sama. Akan tetapi 𝑑𝑖 tidak boleh menghubungkan suatu 𝐴𝑗 ke suatu 𝐴𝑘 

atau 𝐵𝑗 ke suatu 𝐵𝑘. 

Gambar 2.5.2. 

(a) Kondisi yang benar.                        (b) kondisi yang salah. 
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(iii) Setiap bidang 𝐸𝑠 (disebut tingkat bidang) sehingga 𝑧 = 𝑠 dan 0 ≤ 𝑠 ≤ 1 

(dengan kata lain sejajar terhadap bidang 𝑥𝑦) memotong setiap braid 𝑑𝑖 

tepat satu titik. 

 

Gambar 2.5.3. 𝑛-braid 

Susunan dari  𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛 (dengan titik ujung 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛, 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛) 

disebut suatu 𝑛-braid atau suatu braid dengan 𝑛 braid. 

 Berdasarkan kondisi (iii) dan fakta bahwa titik 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 terletak di atas 

titik 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛, braid bergerak dari atas ke bawah. 

Himpunan dari semua 𝑛-braid dinotasikan dengan 𝐵𝑛. 

(Murasugi, et al., 1999: 3) 
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Suatu 𝜎𝑖 selalu membawa braid yang menghubungkan titik ke-𝑖 menuju titik 

ke-(𝑖 + 1) yang melintas di bawah braid yang menghubungkan titik ke-(𝑖 + 1) 

menuju titik ke-𝑖 dan braid lainnya vertikal. Invers dari 𝜎𝑖, dinotasikan 𝜎𝑖
−1, selalu 

membawa braid yang menghubungkan titik ke-𝑖 menuju titik ke-(𝑖 + 1) yang 

melintas di atas braid yang menghubungkan titik ke-(𝑖 + 1) menuju titik ke-𝑖 dan 

braid lainnya vertikal. 

Gambar 2.5.4. interpretasi 𝜎𝑖 dan 𝜎𝑖
−1.  

Proposisi 2.5.2. 

Setiap 𝑛-braid 𝛽 (di 𝐵𝑛) dapat ditulis sebagai hasil kali elemen-elemen dari 

himpunan {𝜎𝑖
±1}  dengan 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 1, yaitu 

𝛽 = 𝜎𝑖1

𝜀1𝜎𝑖2

𝜀2 … 𝜎𝑖𝑘

𝜀𝑘 , 

dimana 1 ≤ 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑘 ≤ 𝑛 − 1 dan 𝜀𝑖 = +1 atau −1 untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑘. 

(Murasugi, et al., 1999: 17) 

Bukti 2.5.2. 

Ambil sebarang braid di 𝐵3. 
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Gambar 2.5.5. 3-braid. 

Kemudian partisi braid tersebut sehingga setiap partisi memiliki tepat satu dua 

braid yang bersilangan dan braid sisanya lurus ke bawah. 

Diperoleh  

 

Gambar 2.5.6. Permutasi 3-braid. 

Jadi partisi dari suatu elemen 𝐵3 dapat ditulis sebagai 

𝛽 = 𝜎1𝜎2𝜎1𝜎2𝜎1𝜎2. 

 

  

𝜎1 

𝜎2 

𝜎1 

𝜎1 

𝜎2 

𝜎2 
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Definisi 2.5.3. 

Didefinisikan himpunan 𝑛-braid, 𝐵𝑛, (𝑛 ≥ 3) dengan operasi komposisi yang 

dibangun oleh 𝑛 − 1 generator, ditulis 

𝐵𝑛 = ⟨𝜎1, 𝜎2, … , 𝜎𝑛−1|
𝜎𝑖𝜎𝑖+1𝜎𝑖 = 𝜎𝑖+1𝜎𝑖𝜎𝑖+1 untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 2

𝜎𝑖𝜎𝑗 = 𝜎𝑗𝜎𝑖 untuk 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 − 1 dan 𝑗 − 𝑖 ≥ 2
⟩. 

(Kassel, 2008: 1) 

Contoh 2.5.3. 

𝐵3 = ⟨𝜎1, 𝜎2|𝜎1𝜎2𝜎1 = 𝜎2𝜎1𝜎2⟩. 

𝐵4 = ⟨𝜎1, 𝜎2, 𝜎3|
𝜎1𝜎2𝜎1 = 𝜎2𝜎1𝜎2, 𝜎2𝜎3𝜎2 = 𝜎3𝜎2𝜎3 

𝜎1𝜎3 = 𝜎3𝜎1
⟩. 

 

2.6 Permutasi braid 

Misalkan 𝛽 suatu 𝑛-braid. Braid 𝑑𝑖 menghubungkan titik 𝐴𝑖 ke titik 𝐵𝑗(𝑖) untuk 

suatu 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. Jika dibentuk fungsi 𝑓: 𝐵𝑛 ⟶ 𝑆𝑛 (himpunan dari semua 

permutasi dari {1,2, … , 𝑛}) yang didefinisikan  

𝑓(𝛽) = (
1 2 …

𝑗(1) 𝑗(2) …
    

𝑛
𝑗(𝑛)) 

maka 𝑓 adalah suatu braid invarian. 

Bentuk dari 𝑓(𝛽) disebut permutasi braid dan dinotasikan oleh 𝜋(𝛽). 

 

Gambar 2.6.1. Permutasi pada braid. 
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Jika 𝑑𝑖 selalu menghubungkan 𝐴𝑖 ke 𝐵𝑖 untuk setiap 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 maka 𝑛-braid 𝛽 

disebut pure 𝑛-braid. 

  

Gambar 2.6.2. (a) Pure 𝑛-braid, (b) Trivial 𝑛-braid (1𝑛). 

 

Contoh 2.6.1. 

              
Gambar 2.6.3. Permutasi pada 3-braid 

Diberikan 3-braid 𝐴1 dan 𝐴2 pada Gambar 2.6.3. Permutasi braid dapat ditulis 

sebagai berikut 

𝜋(𝐴1) = (
1 2 3
3 1 2

) dan 𝜋(𝐴1) = (
1 2 3
2 3 1

). 

(Murasugi, et al., 1999: 9) 
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BAB 5 

PENUTUP 

5.1 Simpulan 

1. Himpunan 𝑛-braid yang dilengkapi dengan operasi biner komposisi dapat 

membangun suatu grup 𝑛-braid. Selanjutnya disebut grup braid. 

2. Sifat-sifat yang berlaku pada grup braid, yaitu 

(i) Grup braid bersifat non abelian. 

(ii) Pusat Grup 𝐵𝑛 adalah 𝑍(𝐵𝑛) = {𝑏 ∈ 𝐵𝑛|𝑎𝑏 = 𝑏𝑎  ∀𝑎 ∈ 𝐵𝑛} dengan  

𝑏 = (𝜎𝑖1
𝜎𝑖2

… 𝜎𝑖𝑘
)

𝑛
, 1 ≤ 𝑖𝑘 ≤ 𝑛 − 1, 𝑖1 ≠ 𝑖2 ≠ ⋯ ≠ 𝑖𝑘 . 

(iii) Untuk 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, fungsi 𝜓: 𝐵𝑚 ⟶ 𝐵𝑛 didefinisikan oleh  

𝜓(𝜎𝑖) = 𝜎𝑖, 

untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑚 − 1, adalah suatu homomorfisa injektif dari 𝐵𝑚 ke 𝐵𝑛. 

Jadi 𝐵𝑚 dapat dipandang sebagai subgrup dari 𝐵𝑛. 

(iv) Untuk setiap 𝑖 = {1,2, … , 𝑛 − 1}, generator 𝜎𝑖 mempunyai order tak 

hingga. Atau dapat dikatakan untuk setiap bilangan bulat positif 𝑘,  

𝜎𝑖
𝑘 ≠ 1𝑛. 

(v) Jika 𝑃𝑛, 𝑛 ≥ 1, menotasikan himpunan dari semua pure 𝑛-braid maka 𝑃𝑛 

adalah subgrup normal dari 𝐵𝑛. 

3. Grup faktor 𝐵𝑛/𝑃𝑛 isomorfik terhadap grup simetri 𝑆𝑛 dan [𝐵𝑛 ∶ 𝑃𝑛] = 𝑛!. 
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5.2 Saran 

Saran yang dapat diberikan adalah penelitian dapat dilanjutkan dengan mengkaji 

tentang grup siklik dari grup braid, free group atas grup braid, dan homeomorfisma 

braid. Selain kajian teori dapat juga mengkaji tentang penerapan dari grup braid 

(knot theory, cryptography). 
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