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ABSTRAK

Larassati, Niken Hesti. 2018. Aplikasi Matriks Leslie untuk Menentukan Optimal
Sustainable Harvesting Policy (Studi Kasus pada Peternakan Sapi KTT Bangun
Rejo, Kecamatan Bawen). Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan
IImu Pengetahuan Alam Universitas Negeri Semarang. Pembimbing Pertama Dra.
Rahayu Budhiati Veronica, M.Si. dan Pembimbing Kedua Drs. Mashuri, M.Si.

Kata kunci: matriks Leslie, tingkat pertumbuhan populasi betina, kebijakan
pemanenan berkesinambungan optimal, batasan ekonomi

Keberadaan populasi sapi betina pada peternakan sapi Kelompok Tani-
Ternak (KTT) Bangun Rejo sangat dibutuhkan untuk meningkatkan pertumbuhan
populasi. Agar populasi tetap ideal, maka kelebihan jumlah sapi betina akan
dipanen. Sebelum dilakukan pemanenan, dilakukan prediksi tingkat pertumbuhan
populasi menggunakan matriks Leslie. Parameter yang digunakan untuk
membentuk matriks Leslie adalah paramater kelahiran dan kematian sapi betina
pada tiap kelas umur. Untuk kasus pertumbuhan populasi sapi betina meningkat
(nilai eigen dominan lebih dari satu), maka matriks Leslie dapat digunakan untuk
menentukan kebijakan pemanenan berkesinambungan. Kebijakan ini akan
mempertahankan jumlah sapi betina yang tidak dipanen tetap stabil.

Tujuan penelitian ini adalah menentukan tingkat pertumbuhan populasi sapi
betina di peternakan sapi KTT Bangun Rejo dan menentukan kebijakan pemanenan
berkesinambungan yang paling tepat diterapkan pada peternakan tersebut. Terdapat
dua model kebijakan pemanenan yang diterapkan, yaitu kebijakan pemanenan
berkesinambungan optimal tanpa batasan ekonomi dan kebijakan pemanenan
berkesinambungan optimal dengan batasan ekonomi, kemudian ditentukan
kebijakan mana yang paling optimal di antara dua kebijakan tersebut. Metode yang
digunakan adalah metode studi kasus. Pengumpulan data dilakukan melalui
wawancara langsung dengan narasumber (ketua KTT Bangun Rejo) untuk
memperoleh data yang diperlukan.

Hasil penelitian menunjukkan bahwa pertumbuhan populasi sapi betina di
peternakan tersebut mengalami peningkatan sebesar 26,25% setiap dua tahun.
Dengan menggunakan kebijakan pemanenan berkesinambungan optimal tanpa
batasan ekonomi, diperoleh hasil optimal yaitu 28,784% dari total populasi sapi
betina dapat dipanen dengan memanen kelas umur 1 sebesar 49,3% dan memanen
seluruh kelas umur 6. Kebijakan ini menghasilkan pendapatan Rp235.500.000,00
setiap dua tahun. Dengan menggunakan kebijakan pemanenan berkesinambungan
optimal dengan batasan ekonomi, diperoleh hasil optimal yaitu pertumbuhan
ekonomi meningkat sebesar 36% dengan memanen kelas umur 3 sebesar 70,39%
dan memanen seluruh kelas umur 6. Kebijakan ini menghasilkan pendapatan
Rp273.000.000,00 setiap dua tahun. Dengan membandingkan pendapatan yang
diperoleh dari kedua kebijakan tersebut, maka kebijakan yang paling tepat untuk
diterapkan adalah kebijakan pemanenan berkesinambungan optimal dengan
batasan ekonomi.
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1.1

BAB 1
PENDAHULUAN

Latar Belakang

Matematika sebagai dasar semua ilmu pengetahuan telah banyak
digunakan untuk menyelesaikan permasalahan dalam bidang lain, salah
satunya adalah bidang biologi. Dalam bidang biologi, konsep matematika
yang sering digunakan adalah matriks. Matriks digunakan pada beberapa
kajian biologi sebagai pengelola informasi numerik karena kemudahan dan
keefisienan matriks dalam menganalisis data (Rodin, 1988).

Salah satu kajian biologi yang memanfaatkan matriks adalah
menghitung pertumbuhan populasi. Pertumbuhan populasi diartikan
sebagai perubahan jumlah individu pada suatu populasi (Pratama et al.,
2013). Pertumbuhan populasi dipengaruhi oleh beberapa hal, misalnya
kelahiran, kematian, migrasi, lingkungan, dll. Kajian tentang pertumbuhan
populasi sangat penting dilakukan. Pada populasi manusia, salah satu
manfaat memprediksi tingkat pertumbuhan populasi adalah untuk
mengendalikan tingkat kepadatan penduduk. Pada populasi hewan ternak,
memprediksi tingkat pertumbuhan populasi dilakukan untuk menentukan

strategi pemanenan. Definisi pemanenan pada bahasan ini adalah
mengeluarkan sebagian hewan ternak dari populasinya. Strategi pemanenan

merupakan upaya yang dilakukan oleh peternak untuk mendapatkan hasil

panen yang optimal dan tetap mempertahankan kestabilan populasi.



Salah satu peternakan yang terdapat di Kabupaten Semarang adalah
peternakan sapi milik Kelompok Tani-Ternak (KTT) Bangun Rejo yang
berlokasi di Dusun Krajan, Desa Polosiri, Kecamatan Bawen. Peternakan
ini mampu memelihara sekitar 500 ekor sapi jantan untuk digemukkan dan
80 ekor sapi betina untuk dikembangbiakkan. Keberadaan populasi sapi
betina pada peternakan ini sangat dibutuhkan untuk meningkatkan
pertumbuhan populasi dan menambah pendapatan bagi peternak. Akan
tetapi, pertumbuhan populasi sapi betina pada peternakan ini masih rendah
karena banyak kelahiran pada kelas umur produktif masih rendah. Sebagian
besar sapi betina yang dipanen adalah sapi betina yang sudah tidak
produktif. Hal tersebut menyebabkan rendahnya pendapatan yang diperoleh
dari pemanenan sapi betina dikarenakan nilai jual sapi betina yang tidak
produktif tergolong rendah. Oleh sebab itu, perlu dilakukan penelitian
tentang tingkat pertumbuhan populasi dan strategi pemanenan sapi betina
pada peternakan sapi KTT Bangun Rejo agar diperoleh pendapatan yang
maksimum dan tetap mempertahankan kestabilan populasi.

Salah satu aplikasi matematis di lapangan untuk menyelesaikan
masalah pertumbuhan populasi adalah penggunaan matriks Leslie.
Parameter yang digunakan untuk membentuk matriks Leslie adalah
paramater kelahiran dan kematian betina. Oleh sebab individu yang mampu
menghasilkan keturunan adalah perempuan/betina, maka matriks Leslie ini
hanya berlaku untuk populasi perempuan/betina. Beberapa asumsi yang

digunakan untuk membuat matriks Leslie, yaitu: populasi yang



diperhitungkan hanya perempuan/betina, umur maksimum yang dapat
dicapai perempuan/betina diketahui, populasi dikelompokkan menjadi
kelas-kelas umur di mana selang tiap kelas umur sama, tingkat ketahanan
hidup diketahui, tingkat kesuburan diketahui, dan distribusi umur awal tiap
kelas umur diketahui (Darko, 2012). Pada model ini, diasumsikan tidak ada
migrasi masuk atau keluar pada populasi yang diteliti (Yuliani et al., 2012).

Bentuk umum matriks Leslie sebagai matriks pertumbuhan populasi

adalah sebagai berikut:

a, az as An-1 An
by 0 O 0 0
0 b, O 0 0
L=10 0o b, :
N 0 0
0 0 O b, 0

dengan a; sebagai tingkat kesuburan perempuan/betina, yaitu rata-rata
banyak anak perempuan/betina yang lahir dari tiap perempuan/betina ketika
si ibu/induk berada dalam kelas umur ke-i dan b; adalah tingkat ketahanan
hidup perempuan/betina, yaitu peluang perempuan/betina yang dapat
bertahan hidup dari kelas umur ke-i sampai i + 1. Batasan nilai a; dan b;
adalah

a; >0untuki=1,2,..,n

0<b;<1luntuki=1,2,..,n—1 (Pratama et al., 2013).
Dengan menghitung nilai eigen dominan matriks Leslie, akan diperoleh tiga
kasus pertumbuhan populasi, yaitu pertumbuhan populasi meningkat,
menurun, atau tetap. Untuk kasus pertumbuhan populasi meningkat (nilai

eigen dominan lebih dari satu) pada hewan betina, maka matriks Leslie
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dapat digunakan lebih lanjut untuk menentukan strategi pemanenan yang
tepat (Anton & Rorres, 2013).

Strategi pemanenan yang dilakukan adalah pemanenan
berkesinambungan. Masalah yang akan dikaji adalah menentukan kebijakan
pemanenan berkesinambungan yang memberikan hasil terbesar (hasil
berkesinambungan optimal) bagi peternakan sapi KTT Bangun Rejo.
Terdapat dua kebijakan pemanenan berkesinambungan yang akan
diaplikasikan, yaitu kebijakan tanpa batasan ekonomi yang akan
menghasilkan persentase terbesar dari populasi sapi betina yang dapat
dipanen, serta kebijakan dengan batasan ekonomi {(c,x) =1, di mana
¢ adalah vektor pembatas dan x adalah vektor populasi kesetimbangan
setelah panen yang akan menghasilkan tingkat pertumbuhan ekonomi
terbesar yang dapat dicapai oleh populasi. Dari kedua kebijakan tersebut,
ditentukan kebijakan mana yang memberikan hasil paling optimal.

Berdasarkan pemikiran tersebut, maka penulis mencoba melakukan
pembahasan yang berjudul “Aplikasi Matriks Leslie untuk Menentukan
Optimal Sustainable Harvesting Policy (Studi Kasus pada Peternakan Sapi

KTT Bangun Rejo, Kecamatan Bawen)”.

Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka permasalahan yang timbul
adalah sebagai berikut:
1. Bagaimana tingkat pertumbuhan populasi sapi betina di peternakan sapi

KTT Bangun Rejo?
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1.4

1.5

2.

Bagaimana strategi pemanenan yang paling tepat diterapkan di
peternakan sapi KTT Bangun Rejo dan berapa hasil berkesinambungan

optimal yang diperoleh?

Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, maka tujuan penelitian ini adalah

sebagai berikut:

1.

Mengetahui tingkat pertumbuhan populasi sapi betina di peternakan sapi
KTT Bangun Rejo;

Mengetahui strategi pemanenan yang paling tepat diterapkan di
peternakan sapi KTT Bangun Rejo dan hasil berkesinambungan optimal

yang diperoleh.

Batasan Masalah

Pada penelitian ini, populasi yang diteliti hanya populasi sapi betina dan

nilai ekonomi dibatasi pada rata-rata nilai jual sapi betina tiap kelas umur.

Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1.

Manfaat Akademis

Manfaat akademis penelitian ini adalah menerapkan teori-teori
matematika, khususnya teori Aljabar Linear yang diperoleh dalam
perkuliahan dan menambah pengetahuan serta wawasan tentang aplikasi
matriks Leslie untuk menghitung tingkat pertumbuhan populasi dan

menentukan strategi pemanenan.
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2. Manfaat Praktis
Manfaat praktis penelitian ini adalah diharapkan peternakan sapi KTT
Bangun Rejo dapat mengaplikasikan matriks Leslie untuk menghitung
tingkat pertumbuhan populasi dan strategi pemanenan agar populasi sapi

betina tetap stabil dan hasil panennya berkesinambungan optimal.
Sistematika Skripsi

Secara garis besar, penulisan skripsi ini terdiri dari tiga bagian, yaitu bagian
awal, bagian isi, dan bagian akhir, yang masing -masing diuraikan sebagai
berikut:
1. Bagian Awal
Bagian ini terdiri atas halaman judul, pernyataan keaslian tulisan,
halaman pengesahan, persembahan, motto, prakata, abstrak, daftar isi,
daftar tabel, dan daftar lampiran.
2. Bagian Isi
Bagian ini merupakan bagian laporan penelitian yang terdiri atas lima
bab dengan rincian sebagai berikut:
a. BAB1PENDAHULUAN
Bab ini berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
batasan masalah, manfaat penelitian, dan sistematika penulisan
skripsi.
b. BAB 2 TINJAUAN PUSTAKA
Bab ini berisi teori-teori yang mendasari pemecahan masalah-

masalah yang berhubungan dengan rumusan masalah.



c. BAB 3 METODE PENELITIAN
Bab ini berisi tempat dan waktu penelitian, subyek penelitian,
metode pengumpulan data, metode analisis data, dan penarikan
kesimpulan.

d. BAB 4 HASIL DAN PEMBAHASAN
Bab ini merupakan jawaban dari rumusan masalah.

e. BAB5PENUTUP
Bab ini berisi simpulan hasil penelitian dan saran yang berkaitan
dengan hasil penelitian yang diperoleh.

3. Bagian Akhir

Bagian ini terdiri dari daftar pustaka dan lampiran-lampiran.
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BAB 2

TINJAUAN PUSTAKA

Nilai dan Vektor Eigen

Definisi 2.1.1
Jika A adalah sebuah matriks n x n, maka sebuah vektor tak nol x di dalam
R™ dinamakan sebuah vektor eigen (eigen vector) dari A jika Ax adalah
kelipatan skalar dari x, yakni

Ax = Ax
untuk suatu skalar A. Skalar A dinamakan nilai eigen (eigen value) dari
A dan x dikatakan sebuah vektor eigen yang bersesuaian dengan A (Anton,

2000).

Contoh 2.1.1

Dipunyai A = B _21] Maka vektor x = B] merupakan vektor eigen dari

A yang bersesuaian dengan 1 = 3, karena [g _21] B] = [Z] =3 B]
Setiap kelipatan tak nol dari x akan menjadi vektor eigen, sebab

A(ax) = aAx = aldx = A(ax). Sebagai contoh, [ﬂ juga merupakan

vektor eigen yang bersesuaian dengan A = 3, sebab [g _21] [ﬂ = [162] =

3[2] Untuk mencari nilai eigen matriks A yang berukuran n X n,

persamaan Ax = Ax dituliskan kembali sebagai Ax = AIx atau secara

ekuivalen (A —A)x =0 ..(2.1.1)



Supaya A menjadi nilai eigen, maka harus ada penyelesaian tak trivial dari
Persamaan 2.1.1. Himpunan penyelesaian dari Persamaan 2.1.1 membentuk
sub ruang dari R™ yang disebut ruang eigen atau ruang karakteristik untuk
nilai eigen A, dan ditulis £,(4). Jadi, jika A adalah nilai eigen dari A, maka
€4(1) # {0} dan sembarang vektor tak nol dalam &4 (1) adalah vektor eigen
yang bersesuaian dengan A.

Persamaan 2.1.1 akan mempunyai penyelesaian tak trivial jika dan

hanya jika AI — A singular, atau secara ekuivalen

det(Al —A) =0 (212
Persamaan 2.1.2 dinamakan persamaan karakteristik A. Skalar yang
memenuhi Persamaan 2.1.2 adalah nilai eigen dari A.

Berdasarkan  penjelasan-penjelasan  yang telah  diuraikan
sebelumnya, dipunyai sejumlah kondisi ekuivalen bagi A untuk menjadi
nilai eigen A. Misalkan A matriks berukuran n X n dan A adalah skalar,
maka pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen:

a) A adalah nilai eigen A

b) (Al — A)x = 0 mempunyai penyelesaian tak trivial

c) e(A) = {0}

d) AI — A adalah singular

e) det(Al —A)=0 (Leon, 2001)
Lemma 2.1.1

Misalkan A matriks n X n. A € R adalah nilai eigen dari matriks A jika dan

hanya jika A adalah akar persamaan Kkarakteristik det(Al —A) =
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0. Sedangkan vektor eigen dari matriks A yang bersesuaian dengan A adalah

penyelesaian tak nol dari SPL homogen (A1 — A)x = 0 (Anton, 2000).

Contoh 2.1.2

Carilah nilai eigen dan vektor eigen dari matriks berikut:

1 0]
A=|1
| 2 "
Penyelesaian:
10 A—=1 0
10
0 1 > 0 5 A

Persamaan karakteristik dari matriks A adalah

det (A —A) = 0
[/1—1 O]

& det 1 =0
-3 1

SA-1D)A=0

Jadi, diperoleh nilai-nilai eigennya adalah A, = 0 dan 4, = 1.

Untuk mencari vektor eigen yang bersesuaian dengan A, = 0, kita pandang

SPL homogen sebagai berikut:
-1 0 X
— — 1 =
(A — A)x =0 @[_E ol[xz] 0

_X1=0
= 1

—EXIZO
<x=0

Jika x, = t maka diperoleh x; = 0 dan x, = t.

Jadi, vektor eigen yang bersesuaian dengan A1, = 0 adalah vektor-vektor tak

nol berbentuk x = [?] =t [g] t ER.
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Untuk mencari vektor eigen yang bersesuaian dengan 1, = 1, kita pandang

SPL homogen sebagai berikut:
X1]
[xz] =0

S —=x1+x,=0

0 0

ALl -Ax=0& [_l L
2

S ——X ==X
2 1 2

(= xl = 2x2

Jika x, = t maka diperoleh x; = 2t dan x, =t.

Jadi, vektor eigen yang bersesuaian dengan A, = 1 adalah vektor-vektor tak

nol berbentuk x = [Ztt] =t [ﬂ t ER.

Definisi 2.1.2
Jika S = {vy, vy, ..., v} © V himpunan vektor tak kosong, maka persamaan
kv, + kyvy + -+ kv, =0
mempunyai sekurang-kurangnya satu penyelesaian, yaitu:
k;, =0k, =0,...,k, =0
Jika penyelesaian di atas merupakan satu-satunya penyelesaian, maka S
disebut himpunan yang bebas linear. Jika masih ada penyelesaian lain, maka

S disebut himpunan yang bergantung linear (Anton, 2000)

Contoh 2.1.3
Dipunyai S = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} c R3. Selidiki apakah S himpu-

nan yang bebas linear.
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Penyelesaian:
Bentuk persamaan:

k1(1,0,0) + k,(0,1,0) + k5(0,0,1) = (0,0,0)
(=4 (kll kz, k3) = (0,0,0)
@kl = O,kz =O,k3 =0

Oleh sebab k; = 0,k, = 0, k; = 0 merupakan satu-satunya penyelesaian,

maka S merupakan himpunan yang bebas linear.

Contoh 2.1.4

Dipunyai W = {p;,p,,p3} € P, dengan p; =1 —x, p, =5+ 3x — 2x?2,
ps = 1+ 3x — x2. Selidiki apakah W himpunan yang bebas linear.
Penyelesaian:

Bentuk persamaan

kip1 + kypz + kaps =0
& k(1 —x) + k(5 + 3x — 2x2) + k3(1 + 3x — x2) = 0 + Ox + 0x?
& ki + 5k, +k3=0
—ky + 3k, +3k; =0
—2k, —k; =0
Bentuk matriksnya:

1 5 1\/k 0
0 -2 -1/ \k;3 0
Dengan melakukan OBE diperoleh:

3 1
k1=§k3; kzz_zks

Jika dipilih k; = 2t, dengan teR maka diperoleh
kl == 3t, kz == _t, k3 == Zt
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Oleh sebab terdapat tak hingga penyelesaian, atau dengan kata lain ada

penyelesaian lain selain nol, maka W himpunan yang bergantung linear.

Dari Contoh 2.1.4, koefisien matriks yang terbentuk mempunyai
determinan sama dengan nol yang berakibat SPL homogen yang terbentuk
mempunyai lebih dari satu penyelesaian sehingga W bergantung linear.
Jadi, dapat disimpulkan bahwa jika diperoleh matriks koefisien dari SPL
merupakan matriks persegi, maka untuk menentukan suatu himpunan bebas
linear, cukup dengan menunjukkan bahwa determinan matriks koefisiennya

tidak sama dengan nol.

Definisi 2.1.3
Sebuah matriks A berordo n X n dikatakan dapat didiagonalkan jika ada
sebuah matriks non singular (dapat dibalik) P berordo n X n sehingga

P~1AP diagonal. Matriks P dikatakan mendiagonalkan A (Anton, 2000).

Teorema 2.1.1

Jika A adalah sebuah matriks n x n, maka pernyataan-pernyataan berikut
ekuivalen satu sama lain:

a. A dapat didiagonalkan

b. A mempunyai n vektor eigen yang bebas linear (Anton, 2000).

Bukti:

a=>b

Diketahui A dapat didiagonalkan, maka ada matriks non singular P berordo

nxn.
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P11 Piz2 - DPin
Misalkan P = [p1 pz -+ Pn] = p?l p?Z p?n
Pn1 Pn2 = DPnn

sehingga P~ AP diagonal, katakanlah P~*AP = D di mana

A4 0 . 0
pa[0 A 0
0 0 0 2,
maka AP = PD
A4 0 .. 0
©Apr P2 - Pn]l=[p1 p2 - Pn] 0 /1;2 0
0 0 0 1,
& [Apr Ap; - APl =[Aip1 A0z - AnDnl

Jadi, Ap; = Mip1, Apz = 433, ..., APy = APy,

Karena P non singular maka vektor-vektor p1, P2, -+ »Pn merupakan
vektor-vektor tak nol. Maka menurut definisi vektor dan nilai eigen,
A1, Ay, ., Ay, merupakan nilai-nilai  eigen dari  matriks A dan
P1, P2, - Pn merupakan vektor-vektor eigen yang bersesuaian
dengan berturut-turut 4,, A,,...,4,. Karena P matriks non singular, maka

|P| # 0 sehingga {p;, p2, ..., pn} bebas linear.

b=a

Diketahui A mempunyai n vektor eigen yang bebas linear vyaitu

p1, P2, -+ »Pnyang bersesuaian dengan nilai-nilai eigen berturut-turut
Ay Agy e App
Misalkan P =[p; P, - Pn] matriks n xn dengan vektor-vektor

kolomnya p;, maka AP = [Ap; Ap, ... Apa].
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Tetapi karena py,p,, ...,y adalah vektor-vektor eigen dari A yang

bersesuaian dengan nilai-nilai eigen berturut-turut A,, 4,, ..., 4,,, maka kita

juga mempunyai Ap; = A1p1, Ap, = A,p,, ..., Ap, = A,p,, Sehingga
diperoleh
AP =[Ap; Ap, .. Apn]
=[Mp1 APz - AnDal
A 0 .. 0
0o 4, .. O
= [pl p2 " pTL] . :2 ... :
0 0 0 A,
= PD

di mana D adalah matriks diagonal yang mempunyai nilai-nilai eigen
A1, Ay, ..., Ay, Sebagai elemen-elemen pada diagonal utamanya. Karena
vektor-vektor kolom dari P bebas linear maka P non singular. Sehingga

ditemukan P~*AP = D. Jadi, A dapat didiagonalkan.

Teorema 2.1.2

Jika A adalah sebuah matriks segitiga n x n (diagonal, segitiga atas, segitiga
bawah), maka nilai-nilai eigen matriks A adalah entri-entri yang terletak
pada diagonal utama matriks A (Anton, 2000).

Buki:

Matriks diagonal:

a; 0 .. O
Misalkan A = 0 daz - adalah matriks diagonal dengan
0 0 .. ap

aq1,Qyz, -, Ay, adalah entri-entri diagonal utamanya. Menurut Lemma
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2.1.1, nilai-nilai eigen matriks A adalah akar persamaan karakteristik

det(Al — A) = 0.
Diperoleh
A0 .. 0 a; 0 .. 0
dec| |94 o Of-Y @ D=0
0 0 .. 2 0 0 .. am
A—aq 0 0
& det 0 A _:azz 0 =0
0 0 v A—au,
/1 - a22 O 0
& (A —ay,)det 0 & —:a33 0 =0
0 0 A—ap,
A - a33 0 0
= (A - all)(/‘l - azz)det 0 /‘l _:a44 0 = 0
0 0 A—au,

A— A1) (n— 0
e A—a)A—ay)..(A- a(n_z)(n_z))det[ (-1 (n-1) 3 ] =0
0 A—ay,

S (A —a;)A—az) ..(A = apm-nm-2) (A — aGp-1ym-1) A — ay,) = 0

sehingga diperoleh 1; = a1, 1, = ayy, ..., A, = App.

Jadi, nilai eigen dari matriks diagonal A adalah aq4,a,,, ..., a,, Yyang

merupakan entri-entri pada diagonal utama matriks A.

Matriks segitiga atas:

all a12 “en aln
) a o a . .
Misalkan 4 = :2 7 %"| adalah matriks segitiga atas dengan
0 0 .. am

aq1, 052, ...,ay, adalah entri-entri diagonal utamanya. Nilai-nilai eigen

matriks A adalah akar persamaan karakteristik det(AI — A) = 0.
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Diperoleh
A 0 .. 0 a;; Qi - Qip
der |04 9= T BT ) =0
0 0 .. A 0 0 Apn
A - all _alz T _aln
| 0 A8 - a |
0 0 v A—au,
/‘l - azz _a23 —a2n
o A-apdet| O AT - TG |y
0 0 v A—au,
/‘l - a33 _a34_ —a3n
o A-a)A-ag)der| ¢ AT - TAm | _y
0 0 v A—au,

A—am-1m-1) —Am-
= (A - all)(l - azz) (A - a(n_z)(n_z))det [ (nO 1)(Tl 1) /,{ _(Tl 1)71 = 0
a‘TlTl

& (A= a11)A = a3) . (A = agr-pyn-2)) (A = An-1)(n-1)) A = @) = 0

sehingga diperoleh 1, = a1, A, = ayy, oo, Ay = Q.

Jadi, nilai eigen dari matriks segitiga atas A adalah a,,a,,, ..., a,, yang

merupakan entri-entri pada diagonal utama matriks A.

Matriks segitiga bawah:
a, 0 .. 0

Misalkan 4 = afl a?z iy 0 adalah matriks segitiga bawah dengan
an1  Qpo . Qpn

aq1, 052, ...,ay, adalah entri-entri diagonal utamanya. Nilai-nilai eigen

matriks A adalah akar persamaan karakteristik det(Al — A) = 0.
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Diperoleh
/A 0 .. 0 [‘111 0 .. 0]\
det 9 A - 0]- a:21 a:zz " (3)| =0
00 .. A la; ap al
/1—a11 O 0
o det| T A7 02 o
—an —Qpy .. A—apy
/‘l_azz 0 0
o (U—ay)der| %2 A7 - 0 g
—Qyy —Qpz .. A—ap,
/‘l_a33 0 0
—Qu3 A— Ay . 0
& (A —a;1)(A —ayy)det : : ) . =0
—Qy3 —Qpg . A—apy

A= Am-1)n-1) 0 ] _o

e A—a;)A—ay) .. (A — am-2)m-2))det [ gty A g

S (A—a;)A—az) . (A= am-nm-2) (A — aGp-1y)-1)) A — @) = 0

sehingga diperoleh 1, = a1, A, = ayy, oo, Ay = Q.

Jadi, nilai eigen dari matriks segitiga bawah A adalah a4, a5, ..., a,, yang

merupakan entri-entri pada diagonal utama matriks A.

Definisi 2.1.4

Sebuah nilai eigen dari matriks A dinamakan nilai eigen dominan (dominant
eigen value) dari A jika nilai mutlaknya lebih besar dari nilai-nilai mutlak
nilai-nilai eigen selebihnya. Sedangkan vektor eigen yang bersesuaian
dengan nilai eigen dominan ini dinamakan vektor eigen dominan (dominant

eigen vector) dari A (Anton, 2000).



2.2

19

Contoh 2.1.5

Misalkan matriks A berukuran 4 X 4 mempunyai nilai-nilai eigen

maka A; = —4 adalah nilai eigen dominan karena

|—41> 13|,  |-4l>1=2, [-4]> 2]

Contoh 2.1.6
Misalkan matriks A berukuran 3 x 3 mempunyai nilai-nilai eigen
M=7 A,=-7  A3=2
maka matriks A tidak mempunyai nilai eigen dominan.
Contoh 2.1.7
Dengan menggunakan matriks A pada Contoh 2.1.2, tentukan nilai dan
vektor eigen dominan matriks A.
Penyelesaian:
Dari Contoh 2.1.2, diperoleh nilai-nilai eigen matriks A adalah 1, = 0 dan
A, = 1. Jadi, nilai eigen dominannya adalah A, = 1. Vektor eigen

dominannya adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan A, = 1, yaitu
vektor-vektor tak nol berbentuk x = [ztt] = t[ﬂ t € R (lihat Contoh

2.1.2).

Matriks Leslie
Salah satu model pertumbuhan populasi yang paling umum
digunakan oleh para ahli demografi adalah matriks Leslie yang

dikembangkan pada tahun 1945 oleh seorang pakar ekologi bernama P. H.
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Leslie. Matriks ini menjelaskan pertumbuhan jenis kelamin perempuan
(manusia) dan betina (hewan) (Anton & Rorres, 2013). Dalam matriks ini,
diasumsikan bahwa laju pertumbuhan populasi hanya disebabkan oleh
proses kelahiran dan kematian perempuan/betina saja dan dianggap tidak
ada migrasi masuk atau keluar pada populasi yang diteliti (Yuliani et al.,
2012). Proses pembentukan matriks Leslie akan dijelaskan pada bagian

2.2.1dan 2.2.2.

Pembagian Kelas Umur

Untuk membentuk matriks ini, perempuan (manusia) atau betina
(hewan) dikelompokkan menjadi kelas-kelas umur di mana tiap kelas
mempunyai perbedaan umur yang sama. Pada populasi hewan betina, jika
umur maksimum yang dapat dicapai oleh sebarang betina dalam suatu
populasi adalah L tahun (atau satuan waktu lainnya) dan Kita

mengelompokkan populasi tersebut menjadi n kelas umur, maka tiap kelas
mempunyai perbedaan umur % tahun. Sebagai contoh dapat dilihat pada

Tabel 2.1.

Tabel 2.1. Penentuan Kelas Umur

Kelas Umur Interval Umur
L

' )

. )

3 [—.>)

n— 1 [(n—Z)L ’ (n—l)L)
n n

(n-1)L

n [ ’L)

n
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Misal terdapat xfo) betina pada kelas umur 1, xéo) betina pada kelas
umur 2, dan seterusnya sampai kelas umur n. Dengan n bilangan-bilangan

ini, dapat dibentuk sebuah vektor kolom:

[x]

(0
x(O) = |x2

L]
Vektor di atas disebut vektor distribusi umur awal (initial age distribution
vector).

Cara termudah untuk mempelajari proses pertambahan umur adalah
dengan mengobservasi populasi dalam waktu diskret, misalnya
to, t1, ta, ..., ty. Matriks Leslie mempersyaratkan bahwa durasi antara dua
waktu observasi yang berurutan sama dengan durasi interval umur. Dengan

demikian dapat ditetapkan:

t0=0
, L
l_n
; 2L
Z_n
. kL
k_n

Dengan asumsi ini, seluruh betina pada kelas ke-(i + 1) pada waktu tj 4
sebelumnya berada dalam kelas ke-i pada waktu t;, (Anton & Rorres, 2013).

Pada populasi hewan, menghitung distribusi umur populasi periode
berikutnya dengan matriks Leslie dipengaruhi oleh tingkat kesuburan dan

ketahanan hidup betina. Didefinisikan a; sebagai tingkat kesuburan betina,
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yaitu rata-rata banyak anak betina yang lahir dari tiap betina ketika si induk
berada dalam kelas umur ke-i dan b; sebagai tingkat ketahanan hidup betina,
yaitu peluang betina yang dapat bertahan hidup dari kelas umur ke-i sampai
i + 1. Berdasarkan definisi tersebut, batasan nilai a; dan b; adalah

a;=0untuki=1,2,..,n

0<b;<1luntuki=1,2,..,n—1

Berdasarkan batasan tersebut, paling sedikit satu kelas umur a; >
0, karena jika a; = 0 Vi, maka pada populasi tersebut tidak ada kelahiran
yang terjadi, dan b; # 0, karena jika b; = 0, maka tidak ada betina yang
dapat bertahan hidup ke kelas berikutnya (Pratama et al., 2013). Jika salah
satu atau kedua batasan tersebut tidak terpenuhi, maka pada masa

mendatang populasi akan punah.

Penyusunan Matriks Leslie
Didefinisikan vektor distribusi umur x® untuk waktu t, sebagai

berikut:

x, @
x0 = | %2%
x, (0
dengan x;® adalah banyak betina pada kelas umur ke-i pada waktu t.
Selanjutnya, pada waktu t, betina yang berada dalam kelas umur pertama

adalah anak betina yang lahir antara waktu t,_; dengan t;. Dapat dituliskan
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banyak banyak anak ( banyak anak \
betina betina yang lahir betina yang lahir
pada kelas 1} ={ dari betina dalam }+<{ dari betina dalam } + -+
L pada J kelas 1 antara kelas 2 antara
waktu t, waktu t,_, dengan t; waktu t,_, dengan t;

banyak anak
betina yang lahir
dari betina dalam | +

kelas n antara
waktu t,_, dengan ¢,

atau secara matematis,

xl(k) — alxl(k_l) _.|_ azxz(k_l) + e -|- anxn(k_l) (2221)

Betina-betina pada kelas umur ke-(i + 1) dengan i = 1,2, ...,n — 1 pada
waktu t;, adalah betina-betina pada kelas ke-i pada waktu t,_, yang masih

hidup pada waktu t;, sehingga

( banyak ( peluang betina \ [ banyak
| betina | l pada kelas i L'l betina |
4 pada kelas ¥ = b,ang bertahan hidup $ { pada kelas $
li +1 PadaJ l dan memasuki J l i pada J
waktu t, kelasi+ 1 waktu t,_y
atau secara matematis,
xi01® = b,V i=12,..,n—-1 (2.2.2.2)

Dengan menggunakan notasi matriks, Persamaan 2.2.2.1 dan 2.2.2.2 dapat

dituliskan
(x,07 @ az Az .. Apq Apy [x D]
X, 3 by 0 0 .. 0 0 X, (k-1)
x® | 0 b, 0 .. 0 O 25 kD)
. 0 0 by - : : .
: : : oo 0 0 :
x, @] L 0O 0 0 .. b,y O Lx,, K1)

= x® = [x®&D k=12,.. ...(2.2.2.3)
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a; a; as An-1 Qn
b, 0 0 0 0
dengan L = 8 %2 I? . 0 0 disebut matriks Leslie.
s i :
0 0
0 0 0 b,, O

(Anton & Rorres, 2013).

Proyeksi Distribusi Umur Populasi Perempuan/Betina di
Masa Mendatang dengan Matriks Leslie

Matriks Leslie sebagai matriks pertumbuhan populasi dapat
digunakan  untuk  memproyeksikan  distribusi  umur  populasi
perempuan/betina di masa mendatang, yaitu dengan menggunakan
Persamaan 2.2.2.3

x® =[xk k=12, ..

Untuk k yang bernilai besar, menghitung proyeksi distribusi umur
perempuan/betina dengan Persamaan 2.2.2.3 menjadi kurang efektif.
Persamaan 2.2.2.3 kemudian dikembangkan untuk menyederhanakan
perhitungan, yaitu

@D = [©

x® = Lx®W = L.L.x©® = [2x©®
x® = Lx@ = [ [2x© = [35©®

x®) = Ly = [ [f=1x(0) = [kx (O
Dengan demikian, jika diketahui distribusi umur awal x(© dan
matriks Leslie L, dapat ditentukan distribusi umur perempuan/betina pada

sebarang waktu di masa mendatang. Jadi, untuk sebarang k waktu

berikutnya, model pertumbuhan populasi menjadi
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x®) = [kx© - (2.3.1) (Anton & Rorres, 2013).

Tingkat Pertumbuhan Populasi Perempuan/Betina dengan
Matriks Leslie

Rumus pada Persamaan 2.3.1 hanya menunjukkan distribusi umur
dari suatu populasi pada waktu mendatang dan belum memberikan
gambaran umum tentang dinamika proses pertumbuhan yang terjadi. Untuk
mengetahui prediksi tingkat pertumbuhan populasi dapat dilakukan melalui
pembahasan lebih lanjut tentang nilai dan vektor eigen dari matriks Leslie,

sebagaimana dijelaskan dalam Teorema 2.4.1 dan 2.4.2.

Teorema 2.4.1
Sebuah matriks Leslie L mempunyai sebuah nilai eigen positif unik 4,. Nilai
eigen ini mempunyai kelipatan satu dan sebuah vektor eigen X; yang
seluruh entri-entrinya adalah positif (Pratama et al., 2013).
Bukti:

Menurut Lemma 2.1.1, nilai eigen dari matriks L adalah akar-akar
persamaan karakteristik matriks L. Persamaan karakteristik matriks L dapat
ditulis sebagai berikut:

p(D) =AU =L =0

[1 0 0 O 0 [al a, as an-1 an'l
R R
0010 0| 2 . _
< /1|0 0 0 1 ol7lo o by : EI_O
. . : |: : . 0 Ol
i 1N .
oo0o00o0lo o o .. b, ol
1 0 0 0 0 [a1 a, as Ap-1 an'l
0 2 0 o | fo 00 0 0}
[o 0 2 0 ol |0 b O 0 0]
= - . .1=0
|0 00 A .. o| [o 0 b, : :
ls : : o, EJ [ : 0 o0l
00000 lo o o by, 0]
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[/1 —a4 —G —G3 .. —Opy 4y
|~y 2 0 .. 0 0 |
0 —b, A . 0 o |l
< 0 0 —by -~ : |70
: : : -, A 0
0 0 0 .. —b,, A
(=1 An - alﬂ.n_l - azblln_z - a3b1b2&n_3 — anb1b2 s bn—l =0

.40

Persamaan 2.4.1 dibagi dengan A", maka diperoleh persamaan:

An - alln_l - azbll’ln_z - a3b1bzln_3 — anblbz s bn—l 0
an G
a, ayb; asbib, apbiby ...by1
o 1 —_— —_ [ — = 0
A A? A3 AT
ﬂ az_bl a3b1b2 . anblbz...bn_l —
oD En i L eI (2.4.2)

Dimisalkan sebuah persamaan polinomial

CI(A) — % + az_fl + a_3§?1’b2 + 4 —anblb;r'l"bn_l ...(24.3)
sehingga diperoleh g(1) = 1 untuk 1 # 0 ...(24.4)

Karena seluruh a; dan b; adalah tak negatif, maka gq(A) akan berkurang
secara monoton untuk A > 0 dan akan mendekati nol ketika A — co.
Konsekuensinya, terdapat sebuah A yang positif dan unik, misalnya 4 = 4,
sedemikian sehingga q(4,) = 1, sebagaimana terlihat pada Gambar 2.1.
Diperoleh juga A; mempunyai kelipatan aljabar satu, yaitu A; muncul
sebagai akar dari Persamaan 2.4.1 sebanyak satu kali (Anton & Rorres,

2013).



27

A gli)

Y .

Gambar 2.1. Grafik Fungsi q(4)

Diberikan X; yang merupakan vektor eigen dari L yang bersesuaian

dengan A, yang memenuhi

(111 - L)Xl = O
Dimisalkan
X1
E3
X
X1 = E3
Xn-1
| 5
sehingga
21 0 0 0 O'I [al a, 4as ... dp—g an'l [x1] 0
0 4 00 .. 0 |b1 0o 0 .. 0 0| | X, [0}
0 0 A4 0 .. 0[_|0 b O .. 0O O0Jffxs| 1o
0 0 0 A 0 | 0 0 by - : : | : l‘
: : : : o : : P 0 0 Xn-1 :
lo 0 0 o 0 4 Lo o o .. b, ol/lx 1 Lo
_11 — a1 _a2 _a3 _an_l _an_[ xl 'l [0-|
_bl /11 0 0 0 X2 0
0 _bz /11 0 0 | X3 | _ |0|
<l o 0 —by - s N
S ol |
0 0 0 —b,_1 A At *n 0
(A — a1)x1 — QXy — AgX3 — " — Ap_1Xp_1 — ApXyp [0]
—b1x1 + A1 x; |0|
N —b2x2.+ A1x3 _ 0
—bp_2Xn—2 + A1 Xn—1 |‘
| —bp_1Xp_1 + A1 Xy, I 1o
Diperoleh

(A —a)xy — azxy; — A3X3 — " — Ap_1Xp—1 — ApXn = 0 ...(2.4.5)
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bix
_blxl + /11.752 = 0 (=4 .xz = ; 1 (246)
1
b,x bibyx
_bzxz + Alx:)) =0 X3 = ; z (=4 X3 = % ...(2.4.7)
1 1
_ _ bpoxpn_ _ byby..by_3x,
_bn_zxn_z + /11xn_1 - 0 (=1 xn_l - % (=1 xn_l —_ T_nz ...(2.4.8)
bp—1Xn— biby..bp_1x
Doy Xnoy Xy = 0 & xy = AL oy 2 ibeelnats | (94.9)
1 1

Substitusi Persamaan 2.4.6 s.d. 2.4.9 ke Persamaan 2.4.5, diperoleh

by, bibyx; biby.bn-Xs _  biby.bp_ix1 _

Xy — a1x — ay n as 22 = Ap-1 a2 n ] =0
by byb, byib;..by— b1b2---bn—1)
=3 — — =1 _ e — — —
X1 (/11 a; —a; N as 22 an-1 Az nTn 0
Diperoleh x; = 0 atau
by b1b, biby..by—s biby..bp_1
M—a—a;——a — =y s — Ay —— =10
1 1 2 Al 3 ).% n—1 /'1‘51—2 n /'1‘51.—1

Diketahui X; merupakan vektor eigen dari L yang bersesuaian
dengan A, , maka X; harus merupakan vektor tak nol. Jika x; = 0, maka
X, merupakan vektor nol sehingga X; bukan merupakan vektor eigen dari

L yang bersesuaian dengan 4,. Dimisalkan x; = t, diperoleh

byt
X Al
b,b,t
X3 =
A
byby ...yt
Xn-1 = -
n /1‘;-1 2
biby ..by 4t
Xn n-1



29

sehingga diperoleh vektor eigen X; yang bersesuaian dengan A, berbentuk

1

by

A

X1 = bibybn_s|t ..(2.4.10)
At

biby..by_q

n-1
l1

dengan teR — {0}.

Berdasarkan Persamaan 2.4.10, diperoleh ruang eigen dari
X, memiliki dimensi 1, sehingga dapat disimpulkan kelipatan geometrinya
satu (Anton & Rorres, 2013) serta diperoleh elemen-elemen dari vektor
eigen X; merupakan bilangan positif.

Ketika nilai eigen positif A, ini adalah nilai eigen dominan, maka
Teorema 2.4.2 akan menjelaskan bagaimana nilai eigen dominan

A, mempengaruhi tingkat pertumbuhan populasi.

Teorema 2.4.2

Jika 1; = 1 merupakan nilai eigen dominan dari matriks Leslie L, maka
vektor distribusi umur periode berikutnya akan selalu sama dengan vektor
distribusi umur periode sebelumnya, sehingga berakibat:

a. jika diketahui A; < 1, maka populasi pada semua kelas umur menurun;
b. jika diketahui A; = 1, maka populasi pada semua kelas umur tetap;

c. jika diketahui A; > 1, maka populasi pada semua kelas umur

meningkat. (Pratama et al., 2013)
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Bukti:

Diasumsikan matriks Leslie L dapat didiagonalisasi, maka menurut
Teorema 2.1.1, L mempunyai n nilai eigen 44, 1,, ..., 4,, yang tidak harus
berbeda dan n vektor eigen yang bebas linear x4, x,, ..., x,, yang bersesuaian
dengan 44,4,,...,4,. Nilai eigen dominan A, ditempatkan pada urutan
pertama. Dibentuk sebuah matriks non singular P di mana kolom-kolomnya
adalah vektor-vektor eigen dari L:

P =[xy | x5 | x3] e | X5]
Menurut Definisi 2.1.3, matriks L dapat didiagonalisasi jika terdapat sebuah
matriks non singular P berordo n x n sehingga P~1LP diagonal, atau
ditulis P"1LP = D. Dengan menggunakan sifat perkalian invers matriks,
diperoleh

PlLP =D

& pp-lLpp~1 = ppp-!

& ILI = PDP!

& L =PDP! ..(24.11)

Diagonalisasi L kemudian dinyatakan dengan Persamaan 2.4.11

AL 0 .. 0
L=p|? %2 e
0 0 0 A,

Untuk L* dengan = 1, 2, ..., persamaan diagonalisasi menjadi

A0 .00

0 0 0 Ak
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Untuk vektor distribusi umur awal x(®) manapun, diperoleh

Ao .00
[kx© = p| O /1’2‘ v 0] p-1,00
0 0 0 2k

Diketahui x® = L¥x(©®, diperoleh

[AF 0 .. 0]
x(k)=P|0 LI 0|P—1x(o)

lo o o al

€1
C

Misal hasil perkalian P~1x(® = 52 , diperoleh
Cn

[A'f 0 .. 0][a

o A 0

lo 0 o 2l
e,

& x® =[x, | 2y | x3] e | %] /1’2<:C2

Ai‘l’cn

e x® = x Ak, +x, Ac, + -+ xu Ak,

Akan ditunjukkan jika A; merupakan nilai eigen dominan maka akan
berpengaruh terhadap pertumbuhan populasi. Dengan membagi kedua sisi

persamaan dengan A%, diperoleh

]
'P‘lx(o) .(2.4.12)
I
|
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Ai

1

Karena A, adalah nilai eigen dominan, berakibat <luntuk i=

Ai

1

2,3,...,n. Selanjutnya diperoleh — 0 ketika k — countuk i =

2,3, ..,1.
Dengan menggunakan fakta ini, dapat diambil limit di kedua sisi Persamaan

2.4.12, sehingga diperoleh

1 0 0

. i ®)\ — 0 0 .. 0 -1..(0)

,E‘l?o{a'fx }=p o L .(2.4.13)
00 .. 0

€1
C

Dengan mengsubstitusikan P~1x (@ = I 4 ke Persamaan 2.4.13, diperoleh
CTl

1 0 .. 0][a
1 C
lim —kx(k) =P O 0 O :2
k—oo ,11 : : O :
0 0 .. 0lltn
(1 0 01[¢
. 1 0 0 ol|¢
PEN ]llm {?x(k)} = [xl | Xy | X3 | xn] . . :2
—00 1 . . ‘ ’
0 0 0l1LCn
&1
] 1 0
S Illm {Fx(k)} = [xq [ 22| x3] ... | %7] : ]
—00 1 ‘
L0
) 1
& Jim {E"(R)} - .(2.4.14)

Dari Persamaan 2.4.14 diperoleh suatu pendekatan

k) _ 3k
x® = ke x,
& xkD = k=10,

sedemikian hingga

x® = ke x,
e x® = 1ak1c x,

e x®) = 2, x*k-D ...(2.4.15)
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Dari Persamaan 2.4.15, terbukti bahwa jika untuk sebarang nilai k
yang menyatakan periode berikutnya dalam populasi, dan diketahui 1, = 1
merupakan nilai eigen dominan dari matriks Leslie L, maka dapat diambil
kesimpulan bahwa vektor distribusi umur periode berikutnya akan selalu
sama dengan vektor distribusi umur periode sebelumnya, sehingga
berakibat:
a. jika diketahui A; < 1, maka populasi pada semua kelas umur menurun;
b. jika diketahui 1; = 1, maka populasi pada semua kelas umur tetap;
c. jika diketahui A; > 1, maka populasi pada semua kelas umur

meningkat.

Contoh 2.4.1 akan menjelaskan perbedaan antara nilai dan vektor eigen

untuk sebarang matriks Leslie dan sebarang matriks persegi di R™.

Contoh 2.4.1
0 4,1951 5,48 4,5714
. . . . 0,2934 0 0 0
Dipunyai matriks Leslie L = 0 09024 0 0 dan
0 0 0,4 0
0O 0 2 0
. 1 0 1 O o . )
matriks A = 01 -2 ol Tentukan nilai eigen, nilai eigen dominan,
0 0 0 1

dan vektor eigen dominan matriks L dan A.
Penyelesaian:

Dengan menggunakan software MATLAB R2009a, diperoleh nilai-
nilai eigen matriks L adalah

A = 1,5414
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1, = —0,518 + 0,5943i
A3 = —0,518 + 0,5943i
A4 = —0,5054

Jika masing-masing nilai 1, 4,, A3, dan 4, disubstitusikan ke persamaan
q(4), maka nilai A positif yang menghasilkan (1) =1 adalah
A, = 1,5414. Jadi, A, bersifat positif dan unik.

Menurut Definisi 2.1.4, diperoleh nilai eigen dominannya adalah
A1 = 1,5414 Kkarena |A4] > |A;| untuk i = 2,3,4. Jadi, A, adalah nilai
eigen yang bersifat positif dan unik serta merupakan nilai eigen dominan.
A, hanya muncul satu kali sehingga kelipatan aljabarnya satu. Menurut

Persamaan 2.4.10, diperoleh vektor eigen X; yang bersesuaian dengan A,

adalah

1
by

¢ 01}903

_| byb, |0

X = ;22 =lo1114
1

bibip| 100289
/13

L 1 A
di mana seluruh entri dari X; adalah positif. Diperoleh ruang eigen dari
X, memiliki dimensi 1, sehingga kelipatan geometrinya satu.
Selanjutnya, dengan software MATLAB R2009a diperoleh nilai-

nilai eigen matriks A adalah

/11 = 1
/12 = 1
/13 = _2
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Diperoleh nilai eigen dominannya adalah A; = —2 karena |A3]| > |4;]

untuk i = 1, 2,4. Akan tetapi, nilai eigen dominan ini tidak bersifat positif

sehingga tidak memenuhi Teorema 2.4.1. A1; hanya muncul satu Kkali

sehingga kelipatan aljabarnya satu. VVektor eigen X yang bersesuaian dengan

—-0,7071
0

0,7071
0

A3 adalah X = sehingga terdapat entri X yang berupa bilangan

negatif sehingga tidak memenuhi Teorema 2.4.1. Diperoleh ruang eigen dari
X memiliki dimensi 1, sehingga kelipatan geometrinya satu.

Berdasarkan Contoh 2.4.1, diperoleh bahwa untuk sebarang matriks
persegi di R™, Teorema 2.4.1 dan Teorema 2.4.2 tidak berlaku, karena
terdapat minimal satu syarat dari kedua teorema yang tidak terpenuhi. Setiap
nilai eigen positif unik A; pada Teorema 2.4.1 juga merupakan nilai eigen
dominan seperti dijelaskan pada Teorema 2.4.2, sehingga menurut Teorema

2.4.2, A, yang akan berpengaruh terhadap pertumbuhan populasi.

Memanen Populasi Hewan yang Tumbuh Mengikuti Model
Leslie

Pada kasus di mana pertumbuhan populasi meningkat (nilai eigen
dominan lebih dari satu), maka pada populasi tersebut dapat dilakukan
pemanenan. Secara umum, istilah memanen (harvesting) berarti
menghilangkan sekelompok hewan dari populasinya. Strategi memanen
harus tepat agar dapat menghasilkan hasil panen yang maksimum tetapi

tetap memperhatikan banyak hewan tersebut setelah panen agar dapat
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mencegah terjadinya kelangkaan. Terdapat dua kebijakan pemanenan yang

akan diaplikasikan, sebagaimana dijelaskan pada bagian 2.5.1 dan 2.5.2.

Kebijakan Pemanenan Berkesinambungan Optimal Tanpa Batasan
Ekonomi

Suatu kebijakan pemanenan di mana sebuah populasi hewan
dipanen secara periodik dikatakan berkesinambungan (sustainable) jika
hasil dari tiap panen selalu sama dan distribusi umur dari populasi yang
tersisa setelah setiap panen selalu sama, sehingga populasi hewan tidak
berkurang dengan adanya kebijakan panen berkesinambungan, hanya
kelebihan pertumbuhannya saja yang dihilangkan (Anton & Rorres, 2013).

Pemanenan berkesinambungan dapat diilustrasikan melalui Gambar 2.2.

f'mPopulasi sabalum periode Populasi setelah perinde
| e it s
! ertumbuhan
el L L s
| ndnfad

{..\!__, Tidak dipanen JI :F

L Ead i
Popuasivers g e )
adadad

Gambar 2.2. lustrasi Kebijakan Pemanenan Berkesinambungan

Pada akhir periode pertumbuhan, sebagian betina dari tiap kelas
umur dipanen sedemikian rupa sehingga populasi yang tidak dipanen
mempunyai distribusi umur yang sama dengan populasi semula. Siklus ini
diulang setelah tiap panen sehingga hasilnya berkesinambungan. Durasi dari

suatu panen diasumsikan relatif pendek dibandingkan dengan periode
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pertumbuhannya, sehingga pertumbuhan atau perubahan apapun yang
terjadi pada populasi selama periode panen dapat diabaikan.

Misalkan x;, i = 1,2,...,n adalah banyak betina pada kelas ke-i
sesaat setelah pemanenan, atau dengan kata lain banyak betina pada kelas

ke-i yang tidak dipanen. Vektor kolom

X1

X2
x=1.

xn

dinamakan vektor populasi kesetimbangan (equilibrium population vector).
Dengan pertimbangan adanya kondisi kesetimbangan ini, maka populasi
harus segera kembali ke populasi kesetimbangan sesaat setelah panen. Di
antara dua waktu panen, populasi tumbuh menurut model matriks Leslie.
Durasi antara dua waktu panen disyaratkan sama dengan durasi kelas-kelas
umur (Rorres & Fair, 1975).

Jika L adalah suatu matriks Leslie yang menggambarkan
pertumbuhan suatu populasi, maka vektor Lx adalah vektor populasi pada
akhir periode pertumbuhan, tepat sebelum periode panen berikutnya.
Sebagian tertentu dari tiap-tiap kelas umur pada vektor populasi
Lx kemudian dipanen, sehingga yang tersisa adalah vektor populasi
kesetimbangan x. Misal h; (0 < h; <1, i =1,2,...,n) adalah bagian dari
populasi betina dari kelas ke-i yang dipanen, maka didefinisikan matriks

diagonal berukuran n x n sebagai berikut:
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yang disebut matriks pemanenan (harvesting matrix). Komponen-
komponen vektor HLx adalah banyak betina yang dipanen pada tiap-tiap

kelas umur. Dari definisi kebijakan pemanenan berkesinambungan,

dipunyai
distribusi umur distribusi umur
pada akhir o | = pada awal
periode panenl = periode
pertumbuhan pertumbuhan

atau secara matematis

Lx —HLx = x
atau dapat ditulis

(I-Hlx=x ..(25.1.1)
maka x harus merupakan sebuah vektor eigen dari matriks (I — H)L yang
bersesuaian dengan nilai eigen 1. Hal ini akan memberikan batasan-batasan
tertentu pada nilai h; dan x. Karena batasan ekonomi, misal nilai jual atau
biaya pemeliharaan tidak ditambahkan, maka nilai h; dan x yang memenuhi
Persamaan 2.5.1.1 merupakan kebijakan pemanenan berkesinambungan
tanpa batasan ekonomi yang mampu mempertahankan kestabilan populasi
setelah tiap panen. Akan dicari nilai h; dan x yang memenuhi Persamaan

2.5.1.1.
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1—-h, 0 0 0 0
0 1-h, O 0 0
I — H akan berbentuk 1 —H =| ° 0 1-h 0 0
| o 0 0 : :
| z z 1—h,, O
| o 0 0 0  1-h,
W 0 0 0 0
0 u O 0 0}
Misalkan 1 — h; = p;, maka matriks 1 — H = I 8 8 %3 ? ? |
[: & g O]
lo o o 0wl

Secara keseluruhan, Persamaan 2.5.1.1 dapat dituliskan sebagai berikut:

(I—H)Lx =x
w00 0 0
0 u O 0 0
0 0 ps 0 0
“lo 0o o0 S
R fny O
[0 0 0 0l
w00 0 0
0 u O 0 0
0 0 o 0 0
“lo 0o o0 S
R oy O
[0 0 0 0l
[H1(arxy + agxs + - + anxn)]
| pabyixy
o I #3?2952
| Un—-1bn—2Xn—2
[ ﬂnbn—lxn—l
Diperoleh

pi(aix; + azx, + -+ apxy)
Uab1Xy = X,

Usbyx; = X3

.u'n—lbn—zxn—z = Xn-1

Unbp_1Xn_1 = Xp

a as an—q nr X; X
0 b2 O 0 0 x3 x3
0 0 by : N | R Bl B
: : : 0 0 [xn—lJ [xn—1J
0 0 o b, 0]l xn X
] 'a1x1 + a2x2 + -+ anxn [ xl —l
bixy ] | X2 |
byx, | —| *3
bn_z.xn_z | xn'—l
bn_lxn_l J l x?’l J
[ 1]
[ X2 |
| %
xn.—l
| x, |
..(25.1.2)
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Dengan mengsubstitusikan x, = u,b;x; ke xs,..,x, pada Persamaan

2.5.1.2 diperoleh

Xy = Uzb1xq

X3 = Hzﬂgblble (2513)

Xp—1 = UaM3 - Un—1D1D3 ... Dy_2%y

Xpn = Uitz o PnD1Dy oo by 124
Dengan mengsubstitusikan Persamaan 2.5.1.3 ke baris pertama Persamaan
2.5.1.2 dan membaginya dengan x, diperoleh

pr(agxy + azx; + -+ apxy) = x4

o H1(@1Xy + Gpliphi Xy + -+ + anpipz o Upb1 Dy b1 X1) X
X1 X1

S apy + aybippy + o+ apbiby byl Uy =1 ...(2.5.1.4)
Persamaan 2.5.1.4 akan memberi batasan berapa bagian yang dapat dipanen
dari tiap kelas umur. Nilai-nilai uq, u,, ..., 4, yang memenuhi Persamaan
2.5.1.4 dan terletak di dalam interval [0,1] yang dapat menghasilkan panen
berkesinambungan.

Karena diinginkan populasi yang tersisa setelah pemanenan konstan,
maka menurut Teorema 2.4.2, matriks (I — H)Lx = x haruslah memiliki
nilai eigen 2 = 1. Kasus ini dapat dinyatakan dalam persamaan berikut:

(I-H)Lx=2  ..Q25.15)

dengan mengsubstitusikan nilai A = 1. Menurut Definisi 2.1.1, x
merupakan vektor eigen (eigen vector) dari (I — H)L yang bersesuaian

dengan A =1. Misalkan (I — H)L = C.Untuk menentukan nilai x,
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menurut Lemma 2.1.1, x adalah penyelesaian tak nol dari SPL homogen

(Al — C)x = 0. Dengan mengsubstitusikan nilai A = 1, diperoleh

I-C)x=0
1 0 0 0 0 Qi Al G3fy e Apoqf1 Apfl X4 [0]
[o 100 o] b, 0 0 .. 0 0 [xz] [0]
il 0 10 0|_ 0 bz 0 .. 0 0 || x3 |_1o]
0 0 0 1 0 0 0  byu, .. 0 0 : | [:]
l; P J | : : P : |lxn—1J lo]
lo 0 0 o dlo o 0 0 by olflxl L
(1—ayuy —axuy —Qapy . —Augln —Auia]p x, [O-l
_blﬂz 1 0 e 0 0 [ X, ] |0|
0 _b2//l3 1 e O 0 I X3 I — |0|
1 o 0  —bgu, -~ 0 0 ‘ : |_H
: : : 1 i |jfn-1p (O
0 0 0 0 —bp_1pty 1 l Xn I l0J
(1 —ayp1)xy — Ay Xy — A3y X3 = = — An_1 1 Xn—1 — Anl1Xn 0
—bypipx1 + x7 [O]
o —bz.u33:fz + X3 I = ioi
_bn—ZMn—lxn—Z + Xn-1 | lOJ
—bn-1lnXn-1+ X J 0
Diperoleh
(1 = @)Xy — AUy X; — A3piy X3 =+ = Aoy Xp_g — Apfi Xy =0 ...(2.5.1.6)
_blﬂle + Xy = 0 (=4 Xy = blﬂle (2517)

—bylzx, + X3 = 0 © x5 = byzx, = bibyliolizxg ...(2.5.1.8)

—by_2bn-1Xn-2 + Xn-1 =0 S X1 = by sln_1Xn_2 = b1by .. by lalls . Un—1Xy

...(2.5.1.9)

—by_1tnXn-1 + %y =0 S Xy = by_glinXn_1 = D1by ... by_qlols ... iy Xy

...(2.5.1.10)

Substitusi Persamaan 2.5.1.7 s.d. 2.5.1.10 ke Persamaan 2.5.1.6, diperoleh

(1 —agp1)x1 — Azpy Xy — A3y X3 = =+ = Ap_1 1 Xn—1 — AnlyXn = 0
& (1 —aypr)x1 — azbypappxy — azbybypgpppizxy — -
— Qp_1b1by by ol o - P21 %

— Qpbiby ...bp_ s - 1l X1 = 0
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© x1(1 — aypiy — azbypapty — azbibypigpippiz — -+
— Qp-1b1by by ol o - B2l
— Apbyby . by 11y o 1) = 0

Diperoleh x; = 0 atau

1 —aypyy — azbypapiy — azbibopispopz — -
— Qp-1b1by by ol o - B2l
— anb1by ...bp_1py iy o Pp—1lin = 0

Diketahui x merupakan vektor eigen dari C yang bersesuaian
dengan A = 1, maka x harus merupakan vektor tak nol. Jika x; = 0, maka
x merupakan vektor nol sehingga x bukan merupakan vektor eigen dari
C yang bersesuaian dengan A = 1. Dimisalkan x; = t, diperoleh
X2 = bypst
X3 = bibyup izt
Xp—1 = b1by ...by a3 .. Pt
Xpn = b1by ...by_qUo i3 ... Ut

sehingga diperoleh vektor eigen x yang bersesuaian dengan A =1

berbentuk
i 1
byu,
x = blbzf‘z“3 t  ...(25.1.11)

bib, ...by_aUaptz - fin—1
B ble ...bn_ll/lz,u3 v Uy

dengan teR — {0}.
Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, akan ditentukan kebijakan
pemanenan yang mampu menghasilkan hasil berkesinambungan optimal.

Menurut Beddington & Taylor (1973), hasil berkesinambungan optimal
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diperoleh ketika dilakukan pemanenan pada dua kelas umur di mana kelas
umur yang lebih tua dipanen seluruhnya, seperti diuraikan pada penjelasan
berikut.

Pada kondisi stabil, proporsi panen keseluruhan diberikan oleh
persamaan

M=Y", huy .(2.5.1.12)

di mana h; = 1 — y; adalah bagian betina pada kelas umur i yang dipanen
dan u; adalah proporsi dari total populasi pada kondisi stabil untuk kelas

umur i yang dirumuskan sebagai berikut:

Xi
Ui =5n
i=1%i

di mana x; adalah entri ke-i vektor x yang diberikan oleh Persamaan
2.5.1.11. Persamaan 2.5.1.12 dijabarkan, diperoleh

M = (1-p1)+(1—pz)bypip+--+(1=pn)bibs..bn_1Ha U3 - Un
1+b1ﬂ2+"‘+b1b2 ...bn_l,u.zﬂg Un

.(25.1.13)

Masalah yang akan dikaji adalah bagaimana memaksimumkan Persamaan
2.5.1.13 berdasarkan batasan yang diberikan oleh Persamaan 2.5.1.4.

Jika sebarang y; dihilangkan, dengan i > j, maka tidak ada y; yang
akan berpengaruh pada perhitungan Persamaan 2.5.1.13 atau masuk pada
batasan yang diberikan oleh Persamaan 2.5.1.4, sehingga n kelas umur akan

lebih efektif jika direduksi menjadi j kelas umur.
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Didefinisikan barisan proporsi panen M, k = 1,2, ..., n.
Andaikan u; = ¢;(9,i = 1,2, ...,k menggambarkan bagian betina pada
kelas umur i yang tidak dipanen yang memenuhi Persamaan 2.5.1.4 dengan
n = k, diperoleh ¢;© > 0 untuk i < k.
Oleh sebab semua betina yang memasuki kelas umur ke-k dipanen, maka
©,® =0 dan proporsi panen keseluruhan diperoleh dari Persamaan
2.5.1.13 dengan n = k.
Tulis M© = M, (¢;9).
Akan diselidiki bagaimana M(® berubah ketika dua nilai dari ¢;® berubah.
Pilih r dan t dengan 1 < r < t < k, diperoleh ¢,(®, ¢, = 1,
Persamaan 2.5.1.4 dengan n = k dapat ditulis dalam bentuk

A—p,(B+u,0)=0 .(2.5.1.14)

dengan menuliskan p; = ¢;©, i # r,t.

Dengan substitusi serupa pada Persamaan 2.5.1.13 dengan n = k, diperoleh

D+pr(E+pueX)

s .(25.115)

My (y, pie) =

Eliminasi u, menggunakan Persamaan 2.5.1.14 menghasilkan

DC+u, EC+X(A-Bpy)
SC+uKC+Y(A—Bpy)

M () = ...(2.5.1.16)

Jelas pembilang dan penyebut pada Persamaan 2.5.1.16 akan positif untuk
0 < u <1, M (u,) monoton untuk 0 < u, < 1, dan M, (u,) mencapai
maksimum pada nilai maksimum atau minimum g, untuk 0 < u; < 1.

Dari Persamaan 2.5.1.14, dua kasus muncul berdasarkan tanda dari A — B.
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Kasus 1 adalah kasus di mana A > B dan digambarkan pada Gambar 2.3,

sedangkan kasus 2 adalah kasus di mana A < B dan digambarkan pada

Gambar 2.4.
Fir Hy
=1 j =1
™
[T e’
It H
0 . A .
Hy =1 =1

Gambar 2.3. Grafik A — u,. (B + 4;C) =0 Gambar 2.4. Grafik A — u,.(B +u,C) =0
untuk A > B untuk A < B

Pada kasus 1, nilai maksimum g, untuk 0 < u, < 1 (titik P) terjadi ketika
Ur =1, e = us* = # (Gambar 2.3)
dan pada kasus 2 terjadi ketika
Uy = %, U; = 0 (Gambar 2.4)
Sedangkan nilai minimum g, (titik Q) terjadi ketika

" A
Hr =W =y U =1
baik untuk kasus 1 atau 2 (Gambar 2.3 dan 2.4).

Telah ditunjukkan bahwa jika diberikan sebarang pola pemanenan

yang mempertahankan populasi dan melibatkan pemanenan sebagian dari
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beberapa kelas umur, maka terdapat sebuah pola pemanenan di mana
dilakukan pemanenan sebagian pada satu kelas umur dan pemanenan total
pada kelas umur lain yang menghasilkan sebuah rasio proporsi panen
keseluruhan yang lebih besar. Misal dua kelas umur tersebut adalah kelas
umur r dan k. Kelas umur r dipanen sebagian, sedangkan kelas umur k
(kelas umur yang lebih tua) dipanen seluruhnya.

Berdasarkan penjelasan dan pembuktian yang telah dijelaskan pada
subbab 2.5.1 ini, dibuat suatu langkah-langkah menentukan kebijakan
pemanenan berkesinambungan optimal tanpa batasan ekonomi sebagai

berikut.

1. Menentukan nilai u, (bagian betina pada kelas umur ke-r yang tidak

dipanen) yang memenuhi batasan yang diberikan pada Persamaan
2.5.1.4 untuk semua kemungkinan nilai r dan k.
r dan k terletak pada 1 < r < k < n. Dengan mengsubstitusikan nilai
wi=11i=12,.,r—1,r+1,..,k—1 dan y, = 0 ke Persamaan
2.5.1.4, diperoleh nilai u,. Nilai u, yang terletak pada interval [0,1]
dapat diprediksi menghasilkan hasil panen optimal, sedangkan nilai p,
di luar interval [0,1] dapat diabaikan.

2. Menentukan vektor distribusi umur setelah tiap panen (vektor eigen x
yang bersesuaian dengan A =1 yang diberikan oleh Persamaan
2.5.1.11) untuk nilai » dan k yang memenuhi langkah 1.

3. Menentukan vektor distribusi umur pada saat tepat sebelum panen (Lx)

untuk nilai x pada langkah 2.
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4. Menentukan persentase populasi yang dapat dipanen dari keseluruhan
populasi Lx pada langkah 3. Nilai  dan k yang menghasilkan persentase

terbesar menentukan dua kelas umur yang akan dipanen.

2.5.2 Kebijakan Pemanenan Berkesinambungan Optimal dengan Batasan
Ekonomi

Terdapat model kebijakan pemanenan berkesinambungan lain yang
dapat diaplikasikan pada populasi betina, yaitu kebijakan pemanenan
dengan batasan ekonomi (c, x) = 1. Contoh penggunaan batasan ekonomi
dijelaskan sebagai berikut.

Komponen-komponen vektor HLx adalah banyak betina yang
dipanen pada tiap-tiap kelas umur. Misalkan nilai ekonomi atau pendapatan
yang diperoleh dari tiap-tiap betina yang dipanen dari kelas ke-i adalah y;,

Y1

y:Z , maka nilai

Yn

i =1,2,..,n dan didefinisikan vektor hasil y adalah y =

ekonomi atau pendapatan Y yang diperoleh dari keseluruhan panen
diberikan oleh Y = (y, HLx), di mana { , ) merupakan perkalian dalam
(skalar atau titik) dari dua vektor. Y lebih umum disebut hasil panen.
Kebijakan pemanenan optimal adalah kebijakan yang memaksimumkan Y.

Nilai Y akan berbeda-beda tergantung solusi x pada Persamaan
2.5.1.1. Dengan alasan ini, sebuah pembatas akan dikenakan untuk
menormalisasikan solusi Persamaan 2.5.1.1. Pembatas ini akan berbentuk
linear. Secara spesifik, persamaan pembatas tersebut adalah

(c,x)=1 .(2.5.2.0)
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€1
di mana c = Iczl adalah vektor pembatas yang diberikan. Penggunaan
CTl

vektor pembatas, antara lain:

1)

2)

3)

Jika diinginkan total betina dalam populasi kesetimbangan adalah N,
maka ditetapkan c¢; = % i=1,2,..,n. Dengan N = 1, hasil Y dapat
diinterpretasikan sebagai pendapatan yang diperoleh dari tiap betina
yang tersisa setelah pemanenan. Dengan kelinearitasan dari pembatas,
hasil untuk N betina dalam populasi kesetimbangan adalah N kali
pendapatan yang diperoleh tiap betina yang tersisa setelah pemanenan.
Jika rata-rata berat seekor betina di kelas umur ke-i adalah w; dan jika
diinginkan untuk mempertahankan total berat dari populasi

kesetimbangan adalah W, maka ditetapkan c; =%, i=1,2,..,n.

Dengan W = 1, hasil Y adalah pendapatan yang diperoleh per unit berat
dari betina-betina yang tersisa setelah pemanenan.

Jika ditetapkan ¢ =y, maka perkalian dalam (c,x) menjadi nilai
ekonomis dari populasi kesetimbangan. Hasil Y yang didasarkan pada
pembatas (y, x) = 1 adalah pendapatan yang diperoleh per satuan uang
(dollar, rupiah, dll) dari pendapatan yang mungkin di populasi
kesetimbangan yang tidak dipanen. Konsekuensinya, Y dapat
diinterpretasikan sebagai tingkat pertumbuhan ekonomi dari populasi.

Jika nilai maksimum Y kurang dari tingkat bunga yang berlaku, maka
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secara ekonomi akan lebih menguntungkan untuk memanen seluruh
populasi dan menginvestasikan pendapatan.
Dengan menambahkan batasan ekonomi ini, maka kebijakan
pemanenan akan berkesinambungan ketika memenuhi:

(i) (I-H)Lx =x
(i) (c,x)=1 (Rorres & Fair, 1975).

Nilai h; dan x yang memenuhi Persamaan (i) dan (ii) disebut kebijakan
pemanenan berkesinambungan optimal dengan batasan ekonomi.

Sama halnya dengan kebijakan pemanenan tanpa batasan ekonomi,
kebijakan pemanenan dengan batasan ekonomi ini juga akan mendapatkan
hasil panen yang optimal ketika dilakukan pada dua kelas umur, yang terdiri
dari memanen sebagian tertentu () dari kelas umur » dan memanen seluruh
kelas umur k.

Nilai h; dan x yang memenuhi Persamaan (i) dan (ii) ditentukan
sebagai berikut: batasan yang diperoleh dari poin (i) telah dijelaskan
sebelumnya pada bagian pemanenan tanpa batasan ekonomi, yaitu batasan
yang diberikan oleh Persamaan 2.5.1.4.

Dengan mengsubstitusikan x,, xs,...,x, pada Persamaan 2.5.1.3 ke
pembatas (c,x) =1 memberikan

x1(61 + Czbl,uz + C3b1b2‘u2#3 + M + Clele ...bn_1ﬂ2ﬂ3 ,un) = 1 (2522)

Untuk hasil Y, simplifikasi berikut ditampilkan:

Y =(y,HLx) = (y,Lx — x) = (L' — 1)y, x))
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Komponen-komponen vector (L' — I)y, dimisalkan d;, adalah
di=y1a; +yis1bi—yi, i =1,2,...,n ..(2.5.2.3)
di mana y,,,; dan b,, didefinisikan sama dengan nol.

Hasil Y dapat ditulis

Y == d1x1 + dez + -+ dnxn (2524)

Dengan mengsubstitusikan x,, x5, ..., x,, dari Persamaan 2.5.1.2 dan x; dari
Persamaan 2.5.2.2 ke Y diperoleh

_ dyi+dabipp+dzbibypp izt +dnbiby..by_1 U 3. Un
C1+C2bpp+c3bibylztiz+-+Cnbiby..by_1 o U3 .. in

.(2.5.2.5)

Untuk lebih ringkasnya, misalkan

a; = dibyby ...bi_1 = (y1a; + Yiz1bi — yi)b1by ... bi_q,
Bi = ¢ibyby ...b;_q,
i=12,..,n ..(2.5.2.6)

Kemudian, dengan mengalikan pembilang dan penyebut dari Persamaan

2.5.2.5 dengan u,, Y dapat ditulis

_ Qg tag gyt tan gy .Uy

= ..(25.2.7
BibitBapapizt+Bnl1lz . Un ( )
Dimisalkan &; = uypp ..y i=1,2,..,n ..(2.5.2.8)
Maka dengan
$1 @, B1
&= {2 L a= az , B = ﬁf (2.5.2.9)
En an ﬁn
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Y dapat diekspresikan sebagali

(@)
(B,$)

Untuk memaksimumkan Persamaan 2.5.2.10, pertama-tama ¢ harus

Y = .(2.5.2.10)

ditentukan. Dari Persamaan 2.5.1.4, nilai-nilai u, u,, ..., u,, terletak pada

M ={(u tzy )0 <y <1, i =1,2,..,m5 (i + azbippy +
s+ apbiby .. by pa s - ) = 1}

Dengan memisalkan

-—ab1b2 l 1 l=1,2,...,n

l ‘ (25.2.11)

ditemukan bahwa nilai & yang diperbolehkan terletak pada himpunan

S={0<& <& < <& <L (yé =1}

Sifat-sifat himpunan S akan dikaji untuk menentukan rumus kebijakan
pemanenan  berkesinambungan dengan batasan ekonomi. Dengan
mengasumsikan bahwa S adalah sebuah polihedron konveks di R™, maka

memaksimumkan Y untuk semua éeS mengikuti Teorema 2.5.2.1.

Teorema 2.5.2.1

@)

Jika S tak kosong dan (B,&) >0 untuk semua ¢&eS, maka T

mengasumsikan nilai maksimumnya pada sebuah puncak dari S.

Bukti:

{a$)

Di bawah hipotesis Y (§) = T

kontinu pada polihedron konveks S, yang

menjamin bahwa Y mengasumsikan maksimumnya, m, pada suatu titik n €
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S. Didefinisikan fungsi linear pada S, [(§) = (a, &) — m(B,¢). Maka l(§) <
0, £ €S, dan dengan teorema dasar dalam pemrograman linear, [(§)
mengasumsikan maksimumnya pada suatu puncak, o € S. Oleh sebab itu,
l(o) < 0dan I(n) = 0, yang menyiratkan () = I(n) dan Y (o) = m.
Untuk menguji kapan S tidak kosong, didefinisikan persamaan berikut:

Ei=yity2t -ty
= a1 + a2b1 + .-+ aiblbz "'bi—l' [ = 1, 2, ., n (25212)

E; adalah banyak anak-anak betina kumulatif yang diharapkan ketika si

induk melalui i kelas umur. Lemma 2.5.2.1 kemudian dinyatakan.

Lemma 2.5.2.1

S tak kosong jika dan hanya jika E, > 1.

Bukti:

(=) Jika S tak kosong dan memuat sebuah vektor &, maka

1=08 =r&1+ 728+ +vén <vi+v2+ -ty =E,.

(&) Jika E,, = 1, maka vektor (EiEi Ei) € S, sehingga S tak kosong.

n n

Dua kelas umur khusus diperkenalkan, yaitu replacement age (umur
pergantian) rp, vyaitu ketika banyak anak-anak betina kumulatif yang
diharapkan adalah yang pertama kali lebih dari atau sama dengan satu, dan
surplus age (umur surplus) s, yaitu ketika banyak anak-anak betina
kumulatif yang diharapkan adalah yang pertama kali melampaui satu.
Dengan kata lain

Eppq <1
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Eyp >
E,_; <
E;>1
Dalam sebagian besar situasi nyata, rp = s.

Sebelum kondisi (B,£&) > 0 pada S diuji, diberikan Lemma 2.5.2.2 yang

mengidentifikasi puncak-puncak dari S berikut.

Lemma 2.5.2.2
Jika E,, > 1, puncak-puncak dari S adalah titik-titik dalam bentuk
1, i=12,..,r—1

& =1p, i=r,r+1,.,k—1
01 l=k,k+1,,n

di mana
1-Er4
1<r<s<k<n+1, p=—- ..(2.5.2.13)
Ex—1—Er—q
Bukti:

Andaikan ¢ € S adalah dalam bentuk 2.5.2.13, dan & = 6g + (1 — 6)n,
0 <8 <1 dan g,n € S. Akan ditunjukkan ¢ = o = 7, yang menyiratkan
& adalah sebuah puncak dari S. Ini adalah akibat langsung dari dekomposisi
dan sifat-sifat monotonik komponen-komponen dari sebuah vektor di
S yang diasumsikan bahwa o; = 0, = - = 0y_1, 0y = Opyq = *** = Op_1,
0;=01m=0 0=k N =0="=Np_,My =Ny = = = Ng_1.

Persamaan-persamaan yang menghubungkan komponen-komponen
tersebut adalah 6o, + (1 —6)n, =1, Oa, + (1 — 6)n, = p; selain itu
juga vektor-vektor yang memenuhi (y, o) = (y,n) = 1.Jika o; < 1, maka

o, > p,dan jika n; < 1 menyiratkan bahwa 7, > p, ini menjadikan p =
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o, +(1—-6)n,.> 0p+(1—0)p=p, yang merupakan sebuah
kontradiksi. Jadi, 0; = 1 dan g, = p. Dengan cara yang sama, n; = 1 dan

n, = psehinggaé = o =n.

Sekarang, dimisalkan ¢ € S bukan dalam bentuk 2.5.2.13. Akan
ditunjukkan & bukan sebuah puncak dari S. Tanpa kehilangan generalisasi,
diasumsikan bahwa &; =1, i =1,2,...m; 1 > & 2 & > a =& >
0,i=m+t+1,.,m+p, di mana p>t;dan & =0, i=m+p+

1, ..., n. Dua kasus kemudian dipertimbangkan.

Kasus (i):

Epi: > 1. Misal § = % dan pilih u, 0 < u < 1, sedemikian hingga

m+t—Ltm

Nmai = [fm”_ﬂﬂ, i=1,2,..,t,dan B =% mempunyai sifat-sifat

1 > Nme1 = Nmae = B. Hal ini mungkin karena

lim Ny = $pee > @ = lim B
u—1 u—1

Dapat dibuktikan bahwa &=un+ (1 —w)o, di mana o,n€S
didefinisikan oleh n; =0, =1,i=1,...m; oy =B, i=1,...,t; 0, =

0,i >m+t Nyi =[fm+i‘#ﬂ,i= L2, b =Bi=m+t+

1,..,m+p;dann; = 0,i > m + p. Jadi, ¢ bukanlah puncak dari S.

Kasus (ii)
Epie < 1.Misal § = L"Lft dan pilih u, 0 <u <1, sedemikian
m+p~Em+t
_ [Em+i—(-p)]

hingga 7,,4; = ,i=1,2,..,t,dan g = @ mempunyai

u
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sifat-sifat bahwa 1> 1,41 = Npae = B. Jadi, E=un+ (1 — o, di

mana T]i=O'i=1, l=1,,m, T]m_H':M, l=1,,t, ni =

Bi=m+t+1,..m+p;, n,=0,i>m+p; opy;i=1i=1,...t; 0; =
§,i=m+t+1,...,m+p;dang; =0, i > m+ p.Makan, o € S sehingga
¢ bukanlah puncak dari S.

Kebijakan pemanenan dua kelas umur dinyatakan dalam Lemma 2.5.2.3.

Lemma 2.5.2.3
Puncak-puncak dari S berhubungan dengan kebijakan pemanenan dua umur

dengan memanen kelas r dan k, di manal <r<s<k<n-+1, dan

sebagian tertentu dari kelas r yang dipanen adalah 8 = E’“—lgl
k—17Er-1

Bukti:
Menurut Lemma 2.5.2.2, puncak-puncak dari S secara tepat adalah titik-titik
dalam bentuk
1, i=12,..,r—1
& =1p, i=rr+1,.. k-1
0, i=kk+1,..,n

denganpzidan1SrSs<kSn+1.
Ex—1—Er—1

Nilai &, yang memenuhi batasan tersebut adalah p. &, dapat
diinterpretasikan sebagai bagian tertentu dari kelas umur r yang tidak

dipanen. Maka nilai 6, yaitu bagian tertentu dari kelas umur r yang dipanen

adalah
0 =1-p
-1— 1-E4
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Kondisi-kondisi yang menjamin bahwa (£,&) > 0 untuk semua ¢&eS,

pertama didefinisikan

Pi=p1+ B2+ +pB
=C1 + C2b1 + -+ Ciblbz "'bi—l’ i = 1, 2, o, n

Lemma 2.5.2.4 kemudian akan mengidentifikasi nilai-nilai P;.

Lemma2.5.2.4

Jika E, > 1 dan (B, &) > 0 untuk semua &eS, maka

Ei—1 .
Pi><En—1)P”’ i=1,2,..,rp—1
P; >0, i=rprp+1,..,n
Bukti:

Untuki = 1,2, ...,rp — 1, definisikan vektor-vektor £ € S oleh

o (L J=L2
l —_— -— .
J _{;iJj=i+me

kemudian

0<(B.ED) = Bu+ Byt 4 B+ (52) Biss + -+ Bo)
o) (B = P

=P+h (o) - P (=)

- n(1-) +n (3)

_ En—E;—1+E; Ei—-1
= p (B
En—E; En—E;

=P+ (
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al G Rl G

Oleh sebab itu,

Ei—1 .
P; > (En—l)P"' i=12,..,mp—1

Selanjutnya, untuk i = rp,rp + 1, ..., n, definisikan vektor-vektor ¢ € §

1

; -, J=12,..,i
oleh fj(l) = { A '
0, j=i+1,..,n
)y _ BitBa++Bi _ P
Maka 0 < (B,¢&W) = — &

dan oleh sebab E; > 1 untuki = rp,rp + 1, ...,n,maka P; > 0 untuk i =

p,rp+1,..,n.

Kondisi (#, &) > 0 kemudian akan dipenuhi melalui Lemma 2.5.2.5.

Lemma 2.5.2.5
Jika E,, > 1 dan salah satu dari (i) dan (ii) benar, maka (8, &) > 0 untuk
semua eS.

@M P=0 i=12,..,rp—1
P,>0, i=rmprp+1,...,n

(i) P, > (;:11) P, i=12.,5—1
PiZ(Ei_l)Pn, i=ss+1,..,n—1
E, —1
B, >0
Bukti

Andaikan bahwa

P,=0 i=1,2,..,trp—1
P,>0, i=rmprp+1,..,n
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maka untuk sebarang & € S

(B,§) = P1§1 + Ba&a + -+ + Prn-18n-1 T+ Bnén
=Pi$1 + (P=P)éo 4+ (Pr1 — Pn-2)$n-1 + (Bn — Pn-1)$n
=Pi$1 + P6 = Piép o+ Proq$not — Pra$no1 + Bién
— Pp1én
= P1($1 = $2) + P2(§2—=83) + -+ Pro1($n1 — $n) + Pudn

= Prp(frp - frp+1) + Prp+1(‘>;rp+1 - Erp+2) + et Pn—l(fn—l

- En) + Pnfn
Andaikan masing-masing jumlah yang dikalikan dengan bilangan-bilangan

P;,i =rp,rp+ 1, ...,n, pada baris terakhir adalah sama dengan nol. Maka
$n="E&n1 = =&p =0,sehingga  (y,&) =y1&1 + -+ Vip-1&rp-1 <
Y1+ +¥rp-1 = Erp_g <1 yang mana Kontradiksi dengan (y,¢) =
1. Oleh sebab itu, minimal salah satu dari &; — &4, i =rp,rp+1,...,n —
1, atau &, lebih dari nol. Maka P; > 0,i = rp,rp + 1, ...,n, sehingga

(B,§) > 0.

Selanjutnya, andaikan

Ei—-1 . 1.
Pi>(En_1)Pn, i=1,2..,5—1
P >(Ei_1)P = s5+1 1
;> ,i=ss+1,..,n—
L E.n_l n

B, >0

Kemudian, dengan argumen yang serupa dengan di atas, maka untuk

sebarang £ € S:

(B,&) = P1(§1 = §2) + P2(§2=83) + -+ Puei ($nm1 — $n) + Fudin

. (? S GREAE (?—:D Pa(E2 = &) +

+ (Eg;l__ll) P(&noy — &) + Puén



59

— [E1§1+(E;—E1)éx++(En—En—1)§n—811Pn

E,—1
_ [Vié1 + V28 + -+ v — &1l By
E,—1
_(-§m
E,—1

Dua kasus muncul. Jika & <1, maka (B,é) > 0.Jika & =1, maka
pertidaksamaan pada rangkaian di atas dapat diganti dengan sebuah strict
inequality, sebab satu dari jumlahan-jumlahan & —&;.4,i =1,2,...,5s — 1,
harus lebih dari nol, lainnya é; = &, = --- = &, = 1 sehingga (y,é) =y, +
-+ y, = Eg > 1, yang mana kontradiksi dengan (y, {) = 1. Dengan strict

inequality di atas, maka (8, &) > 0.

Dari penjelasan dan pembuktian yang telah dilakukan, dapat dibuat langkah-
langkah menentukan kebijakan pemanenan berkesinambungan optimal
dengan batasan ekonomi, yaitu:

1. Menentukan nilai ekonomi yang didefinisikan dengan vektor hasil y =

Y1
Y2

Yn
€1
2. Menetapkan vektor pembatas ¢ = Iczl
n

3. Menentukan kelas replacement (rp) dan kelas surplus (s). Kelas
replacement (rp) dan kelas surplus (s) ini dapat ditentukan dengan
menghitung nilai  E; (banyak anak-anak betina kumulatif yang

diharapkan ketika si induk melalui i kelas umur) untuk i = 1, 2, ..., n.
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Nilai i yang pertama kali menghasilkan nilai E; > 1 merupakan kelas
replacement (rp), sedangkan nilai i yang pertama kali menghasilkan
nilai E; > 1 merupakan kelas surplus (s).
E; dirumuskan sebagai berikut:
Ei=yityv2t+v

=ay +azby + -+ ajbib, ...bi_q, i =1,2,...,n.
Biasanya, kelas replacement sama dengan kelas surplus.
Menguji apakah masalah memenuhi syarat untuk diselesaikan atau
tidak yaitu dengan cara sebagai berikut:
Jika E,, > 1 dan salah satu

P,=0 i=12,..,mp—1
P,>0, i=mprp+1,..,n
atau
Ei-1

P, > (m)Pn, i=12.,5s—1-

P; = (E)Pn, i=s,s+1,..,n—1

E,—1
P, >0

maka masalah memenuhi syarat dan dapat diselesaikan.

P; dirumuskan sebagai berikut:

Py =B+ Ba+ -+ B
= + C2b1 + -+ Cible "'bi—l’ i= 1, 2, e, N

Menentukan kemungkinan-kemungkinan dua kelas umur yang akan
dipanen (kelas umur r dan k), yaitu kelas-kelas umur yang memenuhi

1<r<s<k<n+1.
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Mencari nilai Y untuk seluruh kemungkinan nilai r dan k. Nilai Y
terbesar merupakan hasil berkesinambungan optimal. Nilai r dan k
yang memberikan hasil berkesinambungan optimal merupakan dua
kelas umur yang akan dipanen.

Nilai Y dirumuskan sebagai berikut:

_ (Ex—1 — DYybiby .. by + (1 = Er_1)yibib; ... by

Y
(Ek—l - 1)Pr—1 + (1 - Er—l)Pk—l

Menghitung sebagian tertentu dari betina yang akan dipanen pada kelas

. Ep—1—1
r dan k. Kelas umur r dipanen sebesar § = —*2— sedangkan kelas

k-1—Er—1
umur k dipanen seluruhnya.
Menentukan vektor distribusi umur setelah tiap panen (vektor populasi

kesetimbangan) x, yang dirumuskan sebagai berikut:

1
by
b b,

biby ...by_y
_ 1 (1—6)byby ...by_y
OPr_1+ (1= )Pr—1| (1—6)byb,...b,

X

(1= 0)bybs ... by
0

0

Penelitian-penelitian yang Relevan

Penelitian tentang matriks Leslie pernah dilakukan oleh Marzuki &

Malko (2015) yang mengkaji karakterisasi matriks Leslie ordo empat.

Penelitian-penelitian lain dilakukan oleh Yuliani et al. (2012) dan Corazon

et al. (2016) yang mengaplikasikan matriks Leslie untuk memproyeksikan

banyak perempuan di masa mendatang dan menghitung laju pertumbuhan
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populasinya, Aires-da-Silva & Gallucci (2007) yang menggunakan matriks
Leslie untuk manajemen dan konservasi hiu biru, dan Santadino et al. (2014)
yang meneliti efek sublethal glyphosate pada pertumbuhan populasi E.
fetida dengan tiga perlakuan glyphosate yang berbeda. Pertumbuhan
populasi E. fetida untuk masing-masing perlakuan dimodelkan dengan
matriks Leslie dan tingkat pertumbuhan populasi pada masing-masing
perlakuan dihitung. Penelitian lain dilakukan oleh Kurniawan (2012) yang
mengaplikasikan matriks Leslie untuk memanen populasi babi betina
dengan menerapkan pemanenan kelas umur termuda dan pemanenan
seragam. Akan tetapi, kebijakan pemanenan ini belum menghasilkan hasil
panen yang optimal.

Pada penelitian ini, penulis mengaplikasikan matriks Leslie untuk
memprediksi tingkat pertumbuhan populasi hewan betina dan menentukan
strategi pemanenan yang akan dilakukan. Karena pada penelitian terdahulu
pemanenan yang dilakukan belum menghasilkan hasil panen yang optimal,
maka pada penelitian ini akan dirumuskan kebijakan pemanenan yang akan

menghasilkan hasil panen berkesinambungan optimal.



5.1

5.2

BAB 5
PENUTUP

Simpulan

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan menggunakan data

banyak sapi betina tiap kelas umur pada bulan Agustus 2015, data kelahiran

dan kematian sapi betina bulan Agustus 2015 s.d. Juli 2017, dan data rata-

rata nilai jual sapi betina tiap kelas umur di peternakan sapi KTT Bangun

Rejo, dapat disimpulkan bahwa:

1.

Pertumbuhan populasi sapi betina di peternakan sapi KTT Bangun Rejo
mengalami peningkatan sebesar 26,25% setiap dua tahun.

Strategi pemanenan yang paling tepat diterapkan di peternakan sapi
KTT Bangun Rejo adalah kebijakan pemanenan berkesinambungan
optimal dengan batasan ekonomi, yaitu dengan memanen sapi betina
kelas umur 3 sebesar 70,39% (16 ekor) dan memanen seluruh sapi
betina pada kelas umur 6 (6 ekor). Kebijakan pemanenan ini
menghasilkan hasil berkesinambungan optimal, yaitu meningkatkan
pertumbuhan ekonomi peternakan sebesar 36% dan memberikan

pendapatan yang maksimum, yaitu Rp273.000.000,00 setiap dua tahun.

Saran

Bagi Pengelola Peternakan Sapi KTT Bangun Rejo
Penulis menyarankan kepada pengelola peternakan sapi KTT Bangun
Rejo untuk menerapkan kebijakan pemanenan berkesinambungan

optimal dengan batasan ekonomi, karena kebijakan ini akan

100
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menghasilkan pendapatan yang maksimum dan tetap mempertahankan
kestabilan populasi sehingga tetap menjaga keberlangsungan
peternakan ini.

Bagi Mahasiswa

Pada penelitian ini, penulis menggunakan parameter kelahiran dan
kematian betina saja untuk membentuk matriks Leslie. Maka dari itu,
penulis menyarankan kepada mahasiswa yang ingin melakukan
penelitian serupa untuk menambahkan parameter lain, misal parameter
stokastik sehingga memungkinkan hasil penelitian lebih akurat. Selain
itu, mahasiswa juga dapat menggunakan matriks-matriks khusus
lainnya yang dapat digunakan untuk menentukan pertumbuhan
populasi dan menentukan kebijakan pemanenan, misalnya matriks yang

didasarkan pada kelas-kelas ukuran, tahap perkembangan, dan lain-lain.
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