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Abstrak

Model mixture telah dikenalkan sejak tahun 1986 (Farewell, 1986) dengan menganalisis
penderita kanker payudara. Model ini diaplikasikan dalam ruang Kkerja yang berbeda
sesuai dengan fleksibilitas pandangan kompleksnya situasi, walaupun generalisasi teori
belum sepenuhnya dikembangkan. Studi klinik yang dilakukan difokuskan pada estimasi
proporsi pasien yang sembuh dan distribusi failure time pasien yang tidak sembuh. Pada
penelitian ini dikonstruksi estimator konsisten dari distribusi mixing dalam model mixture
Poisson melalui inversi Laplace, baik untuk data tak tersensor maunpun tersensor.
Berdasar estimasi tersebut ditentukan IMSE dan laju kekonvergenan yang
berkorespondensi dengan inverse estimator.

Abstract

The mixture model has been introduced since 1986 (Farewell, 1986) by analyzing breast cancer
patients. This model was applied in different workspaces according to the flexibility of the complex
view of the situation, although the generalization of the theory has not been fully developed. Clinical
studies undertaken focused on estimating the proportion of patients who recovered and the
distribution of patient failure times that did not heal. In this research constructed a consistent
estimator of the mixing distribution in the Poisson mixture model through Laplace inversion, both for
uncensored and uncensored data. Based on these estimates, the IMSE and the convergence rate
correspond to the inverse estimator.
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PENDAHULUAN

Sejarah  mengenai problem estimasi
distribusi mixing dalam model mixture cukup
panjang. Tercatat Robbins tahun 1956 (Klaassen
2003)

menggagas problematika tersebut. Gagasannya

and Mnatsakanov, yang pertama

dimulai dengan mengkonstruksi barisan variabel
random independen X, X,,... yang dibangkitkan
dari barisan densitas f(.,4,), f (., 4)),...

Misalkan parameter tak diketahui, tak
Ay Ayyennidd
identically distributed) dengan distribusi G tak

terobservasi, (independent and

diketahui, maka X,, X,,...juga i.i.d dan densitas
marginal P(.) dari X, adalah mixture dari f(.,.)

atas G(.) . Dengan kata lain
p(x) = f (x| G) :jf(x,/i)dG(/i)

Distribusi G disebut distribusi mixing. Jadi
dipunyai observasi yang tidak lengkap, dimana

A Ay,... tidak terobservasi dan akan diestimasi

distribusi mixing yang tidak diketahui, hanya
X;, Xypree X3 Xpree dari

diberikan observasi
f(.|G).

Ada beberapa tipe pendekatan yang telah
dikenalkan untuk mengestimasi distribusi mixing .
Pada metode nonparametrik dapat dilihat pada (1)
Leonard (1970), dan Meeden (1993) melalui studi
estimator tipe Bayes, (2) Simar (1976), Laird
(1978), Redner (1981), Jewel (1982), dan Pfanzagl
(1988) MLE
Likelihood Estimator) untuk model mixture, (3)

memperkenalkan (Maximum
Lindsay (1989) yang mengkonstruksi estimator
konsisten untuk G melalui estimasi dengan metode
momen, serta (4) Loh & Zhang (1996) dan Fan
(1991)
estimator berdasar transformasi Fourier. Masalah

memperkenalkan tipe kernel dari
penelitian difokuskan pada rekonstruksi estimator
konsisten dari distribusi mixing dalam model

mixture Poisson melalui inversi Laplace.
METODE

Penelitian ini didesain dengan menggunakan
Hasil
pakar yang disajikan dalam jurnal internasional

pendekatan deduktif-analitis. penelitian

bereputasi, proceeding seminar, maupun text book
dikaji secara analitik. Demikian pula dengan
berbagai bahan yang dapat diakses dari internet
maupun korespondensi secara langsung. Fokus
kajian pada definisi, asumsi dan teorema-teorema
yang telah ada.

Estimator konsisten direkonstruksi dari
distribusi mixing dalam model mixture Poisson
melalui inversi Laplace, baik untuk data tak
tersensor maunpun tersensor. Berdasar estimasi
tersebut ditentukan IMSE dan laju kekonvergenan

yang berkorespondensi dengan inverse estimator.
HASIL DAN PEMBAHASAN

1. Konstruksi Transformasi Invers
Persamaan Fredholm: KG = p

dengan:

(KG)(x) = ]ge‘l iXdG(ﬂ). x=01,...
0 X!

(1)
menyatakan distribusi mixture Poisson.
Akan dikonstruksi estimator dari distribusi mixing
G yang tak diketahui berdasar inversi Laplace

(Feller, 1971) yang dapat ditulis sebagai:

KPR = XY () ﬁ(@p)(j)
-(2)

Transformasi Q diberikan oleh:

(Qp)(j):ixip(x); i=012,..

-(3)
dengan:  x = xl/(x— j)!
Lemma 1
Untuk @  menuju K;l dari  (2)

menyatakan inversi K dari (1),
K 'KG—>G untuk
o —> 0
Bukti:

Berdasar Fubini:
(QKG)(j) = [ 2 dG(4)
0

Berdasar ketaksamaan Chebyshev untuk
variabel random Poisson diperoleh:
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Zeﬂzﬁ (aﬂ’) ||ggz|

k<az

s(%j/\l G (Z)_Z _Z( = ) p.(x),2>0

0((2 —ﬂ,) k<aZ
.(6)

Akibatnya pada sebarang titik kontinu z )
dari fungsi distribusi G dipunyai: serupa dengan lemma 1 yang akan konsisten
jika dipilih &, yang cenderung infinit. Estimator

( 71KG)(Z) J‘ Z(OM) Z( /1)1 kL & f) juga dapat dinyatakan sebagai berikut.

k<az = A
G, ( nZB (z, X,) dengan

i=1

" ‘ [ z]Ax X ) .
5@ 450500 ,0= 3 ({Ja" a-a)™ o
0 k<oz .

Dalam hal ini [y] menyatakan bagian integer

untuk & —> 0 (terbukti) dariy

.-l o .
Transformasi K,” mungkin juga bisa Akan ditentukan IMSE (Integrated Mean

ditulis sebagai berikut. Square Error)

K p)2) = T2 _Z( i P [EG.(-6@)*de)

k<ez
-(4)

Estimasi distribusi mixture KG = p dari

Tulis
2 _ 2 _ 2 2 _ 2
observasi dan aplikasi (4) serta lemma 1 akan E(G,(2)=G(2))" = varG,(2) +[EG,(2) - G(2)]

diperoleh estimator Kkonsisten dari distribusi i"(B)
mixture G. Hal ini diverifikasi untuk kasus variabel S ==
random tak tersensor iid serta di bawah dan VArG, @ n varg, (2.X)
penyensoran random akan diuraikan di bawah ini. -(9)

Pilih variabel random A dengan fungsi
2. Estimasi Distribusi Mixing Dalam Model distribusi G, dalam hal ini distribusi bersyarat dari
Mixture Poisson dengan Data Tak-tersensor A adalah Poisson ( A ), sehingga:

Misalkan X, X Xy X, Aix
. . o P(X=x|A=A4)=e"—,x=0]1,..
variabel random i.id dengan distribusi (1) maka:
Momen kedua bersyarat dapat diestimasi

sebagai berikut.

p(x) = P(X =x) = Te“%dG(i) = (KG)(x), x=01,...

2
2 . < a X k x—k 74/1)(
E(Bn(z,X)lA—/I)SE(k_o(kjan I -a| je o

(5) ~
Penggantian distribusi marginal
p(x) = P(X = X) dalam (4) dengan versi empirik
yang berkorespondensi ® 2x 2
-2 2
) Lo ~M(a,+]1-a,]) e ;zexp({(an+|l—an|) ~114)
pn(X):_lexi:x| x=0 :
N ..(10)
dan ambil & = &, bergantung pada n, maka Karena @, 21 untuk n besar dipunyai:

diperoleh estimator dari G sebagai berikut.
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Berlaku untuk

var B, (z, X) < ]?e)(p(405n(0{n —l)/l)dG(l) Y,(A)=z-A+1z2In(A/2),4,2>0

(11 Teorema 1
Selanjutnya dipunyai Jika P;(A<D)=1 dan G mempunyai
densitas g yang terbatas dengan C, maka IMSE dari

E(Bn(Z,x)|A=/1)§Zw:[anZ]AX( ja (- )" v @niﬁemenuhl

x=0 k=0 X!

TE(Gn (z) - G(2))* dG(z) < 4C/D (Inn) *(L+0(1)
= [af A) i = k)l Q- )A) " .(16)

k=0 x=k Untuk N -—>jika dipilih &, akan

ol I.(..(12) memenuhi
e (@) PUa,, <a,2)
k=0 k! Sa?D =2Inn+In(8C°D) - In In(8C>*Dn?)
dengan U, berdistribusi Poisson (). .(17)

Akibatnya, bias dari én sama dengan: . L. . .
3. Estimasi Distribusi Mixing Pada Model

Mixture Poisson Di Bawah Penyensoran

A < Random
E[G,(2) -G(2)] = .([(P[Ua 2 S07]- Ii<2|)dG(ﬂ) Misalkan X, X}, X,,..., X, variabel
.(13) random i.id dengan distribusi
Lemma 2 p(x) =P(X =X)
U, berdistribusi Poisson (4) dengan sebagaimana pada (1) dan Y,Y,,Y,,..Y,
4 >0, maka dipunyai variabel random iid dengan distribusi seperti

suatu fungsi distribusi H. Diasumsikan bahwa X
dan Y independen dan satu observasi

diestimasi fungsi distribusi mixing tak diketahui G

| P(U,u < y) - I|,usy| |S eXp(y—,u+ yln %)! y >0

~(14) dalam model penyensoran random.

Lemma 3

Fungsi A —>Y,(1)=z-A1+1zIn(1/z2)

Untuk kasus pertama, diambil fungsi
distribusi penyensoran H yang diketahui.
strictly concave pada (0,00) dengan maksimum

sama dengan 0 tercapai pada A =2

Proposisi p,(x0=P(Z, =x,A, =) =P(X, =x, X, £Y,)
Ambil én seperti pada (6) dengan ¢, =1
maka:
=P(X; =x)1-H(x-)) = p(x)A—-H(x-)), x=01,...
o ..(18)
E(én(z) -G(2))’ J( exp(4a, (o, —1)A +exp(2a, 'V, @ligydikba) observasi Z;dan A, untuk
.(15) ° mengestimasi p(X) dengan ekspresi empirik

sebagai berikut.
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A Pin (X)
P, (x) = 1 |l_n| (x2) dengan
A 18
Pin (X) = _Z Iz, a2y
N
..(19)
Selanjutnya akan dikonstruksi estimator

dari fungsi distribusi mixing G yang tak diketahui
dengan transformasi invers dari (4) dengan f)n,

diperoleh:

o0

(20) dan (21) pada laju yang sama seperti dalam
kasus tak tersensor.

Teorema 2

Jika terdapat konstanta finit € dan D
sehingga distribusi mixing G mempunyai densitas
yang terbatas pada C dan termuat dalam [0,D] dan
distribusi penyensoran H memenuhi asumsi di atas

maka IMSE dari én adalah order (logn)™'?

j E(G, (z) - G(2))? dG(z) < 4C,/AD (logn) ™2(1+0(1)

SHOEDI Z )pn(x) 200
soz ™ x=k (23)
Untuk N —%0jika  dipilih ¢, akan
memenuh1

n lery Z| AZ;

Z _Z( -a,)" k
1
:Hiz_lll—H(Zi ) &

k<a’z
( i)ank (1_ a, )Zi -
..(20)

Jadi diperoleh estimator dalam bentuk:

z
k

s 1 A
Gn(z) = H;l— H (Z, _)Bn(z’zl)
-(21)

dengan Bn(Z, X) sebagaimana didefinisikan
pada (7).

Jika variabel random penyensoran

Y.

mempunyai dukungan terbatas, maka untuk «&,Z

estimator direduksi ke:

A,

1-H(z,-)

hukum bilangan besar akan konvergen ke 1.

besar,

n

)

i=1

6.(2)= "2

dimana berdasar

Diasumsikan bahwa terdapat konstanta
finit 5 >1 dengan

PlY >x]=1-H(x-)> 87", x>0
-(22)

Berdasar argumen yang sama dalam

teorema 1 dapat diperoleh konsistensi G, dari

& )| |Z_x

Sa? AD = 2log n + log(8AC*D) — log log(8,AC*Dn?)

Selanjutnya akan dikonstruksi untuk

kasus dengan fungsi distribusi H. Dari (19) P(.)
dapat diestimasi dengan:
5. (x) = Pl By ()
S, (X=)
..(24)

dimana S, estimator Kaplan_Meier dari

fungsi survival S(X) =1—H(X)

Didefinisikan:
1 0<x<Z,
n k-1 n _i i-A;
Sn(X): A (m} s Z(kfl) <XSZ(k),k:2,...,n
0 Ly <X
..(25)

Dalam hal ini Z(i)dan A, menyatakan Z;

terurut yang berkorespondensi dengan A, .

(25)
formula transformasi invers diperoleh estimator G

1&G A
2

i
i=1

Berdasar dengan menggunakan

én(z) = Bn(z’zi)

Sn(Zi _)
..(26)
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Perhatikan bahwa penyebut pada (26)
mungkin bernilai nol maka perlu ditambahkan

konstanta positip (sebagai kesepakatan) &,

sehingga diperoleh:
G, (D)="3 " —8,(2.2)
" n&s,(z,-)+e, —
.(27)
Teorema 3

Jika asumsi pada teorema 2 di atas dipenuhi
dan diasumsikan bahwa E.Y finit serta terdapat
konstanta positip finit 7 maka

lim inf e*(1-G(t) >1)

Jika dipilih

_loglogn

' ®n

o - 4loglogn—5logloglogn
" 83°D logn

maka IMSE dari én dari (27) memenuhi:

lim sup/log log nTE(én(z) ~G(2)f dG(2) <

SIMPULAN

Berdasar uraian di atas maka telah dapat
dikonstruksi estimator konsisten dari distribusi
mixing dalam model mixture Poisson melalui
inversi Laplace, baik untuk data tak tersensor
maunpun tersensor. Berdasar estimasi tersebut
ditentukan telah ditentukan IMSE dan
kekonvergenan yang berkorespondensi dengan

laju

inverse estimator.
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