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ABSTRAK 

 

Utami, Tiara Budi. 2017. Penerapan Algoritma Kuhn-Munkres dalam 
Penyelesaian Masalah Penugasan Multi-objective. Skripsi, Jurusan Matematika 

Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Negeri Semarang. 

Pembimbing I: Dr. Isnaini Rosyida, S.Si., M.Si. dan Pembimbing II: Dr. 

Mulyono, M.Si. 

 

Kata Kunci: Matching, Algoritma Kuhn-Munkres, penugasan multi-objective. 

  

Masalah umum penugasan meliputi  tugas yang harus ditetapkan kepada 

 pekerja di mana setiap pekerja memiliki kompetensi yang berbeda dalam 
menyelesaikan setiap tugas. Beberapa penelitian telah dikembangkan untuk 

memecahkan masalah penugasan. Sebagian besar metode yang dikembangkan 

hanya mempertimbangkan satu tujuan pengoptimalan. Kebanyakan kasus 

penugasan yang mungkin diinginkan tidak ditentukan hanya berdasar pada satu 

pertimbangan. Dibutuhkan optimasi secara serempak dari beberapa kriteria 

sehingga diperoleh penugasan yang sesuai. Masalah penugasan yang mempunyai 

beberapa tujuan pengoptimalan terhadap beberapa jenis sumber daya yang 

dimiliki oleh pekerja dalam menyelesaikan tugas disebut sebagai masalah 

penugasan multi-objective. 

Pada penelitian ini, diberikan suatu prosedur untuk menyelesaikan 

masalah penugasan multi-objective dengan menggunakan Algoritma Kuhn-

Munkres. Algoritma Kuhn-Munkres hanya dapat diterapkan pada kasus masalah 

penugasan sederhana (single-objective), sedangkan pada masalah penugasan 

multi-objective membutuhkan optimasi secara serempak dari beberapa tujuan 

pengoptimalan (misal: biaya, waktu, dan kualitas). Untuk menyelesaikan masalah 

tersebut, dilakukan transformasi data multi-objective ke dalam bentuk single-
objective dengan menggunakan pendekatan vektor bobot. Kemudian, prosedur 

yang diusulkan diilustrasikan dengan contoh numerik pada kasus nyata.  

Hasil perhitungan dengan Algoritma Kuhn-Munkres diperoleh solusi 

masalah penugasan optimal berupa penjodohan sempurna dengan bobot 

maksimum pada graf bipartisi komplit berbobot. Selain menggunakan Algoritma 

Kuhn-Munkres, dilakukan pencarian pasangan penugasan optimal menggunakan 

Solver. Hasil perhitungan dengan Solver memberikan pasangan penugasan yang 

sama dengan hasil perhitungan dengan Algoritma Kuhn-Munkres. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 
 

 

1.1 Latar Belakang 

Karakteristik dunia usaha saat ini ditandai oleh pesatnya 

perkembangan di segala bidang yang menuntut kepiawaian manajemen 

dalam mengantisipasi setiap perubahan. Dalam pengambilan keputusan yang 

memiliki risiko besar, intuisi naluriah saja belum cukup untuk dijadikan 

pertimbangan. Oleh karena itu, perlu dilakukan pengoptimalan dalam 

pengambilan keputusan agar risiko kerugian dapat diminimalkan. 

 Masalah di kehidupan sehari-hari yang berkaitan dengan 

pengambilan keputusan salah satunya adalah masalah penugasan 

(assignment problem). Masalah umum penugasan meliputi  tugas yang 

harus ditetapkan kepada  pekerja di mana setiap pekerja memiliki 

kompetensi yang berbeda dalam menyelesaikan setiap tugas. Tujuan dari 

masalah penugasan adalah untuk menetapkan tugas yang sesuai pada pekerja 

sehingga total pengeluaran sumber daya untuk menyelesaikan semua tugas 

dapat dioptimalkan. 

Beberapa penelitian telah dikembangkan untuk memecahkan 

masalah penugasan. Sebagian besar metode yang dikembangkan hanya 

mempertimbangkan satu tujuan pengoptimalan. Sebagai contoh, masalah 

penugasan dengan biaya minimum atau masalah penugasan dengan waktu 

penyelesaian minimum. Meminimumkan biaya pada masalah penugasan 
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terfokus pada bagaimana memberikan tugas kepada pekerja sehingga total 

biaya operasi yang dikeluarkan minimum, begitu juga dalam 

meminimumkan waktu penyelesaian hanya terfokus pada bagaimana 

memberikan tugas kepada pekerja dengan total waktu operasi minimum. 

Masalah penugasan ini yang disebut sebagai masalah penugasan sederhana 

(single-objective). 

Kebanyakan kasus penugasan yang mungkin diinginkan tidak 

ditentukan hanya berdasar pada satu pertimbangan. Dibutuhkan optimasi 

secara serempak dari beberapa kriteria sehingga diperoleh penugasan yang 

sesuai. Dengan kata lain, penugasan harus memenuhi lebih dari satu tujuan 

pengoptimalan. Masalah penugasan yang mempunyai beberapa tujuan 

pengoptimalan terhadap beberapa jenis sumber daya yang dimiliki oleh 

pekerja dalam menyelesaikan tugas, baik berupa kuantitatif maupun 

kualitatif disebut sebagai masalah penugasan multi-objective (Przybylski et 

al., 2009:1).  

Penelitian sebelumnya mencoba menyelesaikan masalah penugasan 

multi-objective yang terkait dengan biaya dan waktu (Geetha et al., 1999). 

Selanjutnya, Bao et al. (2007) memberikan pendekatan baru dalam 

menyelesaikan masalah penugasan multi-objective dengan metode 

pemrograman 0-1 di mana masalah penugasan multi-objective diterjemahkan 

menjadi masalah linier. Garrett et al. (2007) menyelesaikan masalah 

penugasan multi-objective pada pelaut (Sailor Assignment Problem/ SAP) 

yang dikenai kondisi bahwa banyaknya pelaut dan tugas tidak sama, yaitu 
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dengan Algorima Hibrida. Metode lain untuk menyelesaikan masalah 

penugasan multi-objective adalah dengan metode dua fase (Przybylski et al., 

2010) dan Algoritma Branch & Bound (Belhoul et al., 2014) di mana dalam 

metode ini seluruh kemungkinan solusi diperhitungkan sebagai kandidat 

solusi. Selain metode-metode yang telah disebutkan di atas, terdapat 

beberapa pendekatan pada kasus optimasi multi-objective yang dapat 

diterapkan untuk masalah penugasan, di antaranya dengan Algoritma 

Genetika, Pendekatan Pareto, dan Algoritma Evolusioner Multi-Objective. 

Metode-metode yang bekerja dengan Algoritma Genetika antara lain: 

metode penyortiran tanpa pengaruh pada Algoritma Genetika (Non-

dominated Sorting in Genetic Algorithm/ NSGA) (Srinivas & Deb, 1994), 

metode penyortiran cepat tanpa pengaruh pada Algoritma Genetika (Fast 

Non-dominated Sorting in Genetic Algorithm/ NSGA-II) (Deb et al., 2002) 

dan Algoritma Genetika berbasis peringkat kepadatan (Rank-Density-Based 

Genetic Algorithm/ RDGA) (Lu & Yen, 2003). Metode-metode yang bekerja 

dengan Pendekatan Pareto adalah Algoritma Evolusioner Pareto Berdaya 

(Strength Pareto Evolutioner Algorithm/ SPEA) (Zitzler & Thiele, 1999) dan 

Strategi Evolusi Terarsip Pareto (Pareto Archived Evolution Strategy/ 

PAES) (Knowles & Corne, 2000). Sedangkan, metode yang bekerja dengan 

Algoritma Evolusioner Multi-Objective antara lain: Algoritma Evolusioner 

Multi-Objective (Multi-Objective Evolutionary Algorithm/ MOEA) (Sarker 

et al., 2002) dan Algoritma Evolusioner Multi-Objective Dinamik (Dinamic 

Multi-Objective Evolutionary Algorithm/ DMOEA) (Yen & Lu, 2003). 
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Dalam skripsi ini, penulis mengkaji masalah penugasan multi-objective 

dengan kondisi banyaknya pekerja sama dengan banyaknya tugas. 

Teori graf adalah cabang dari matematika yang dapat diterapkan 

dalam penyelesaian masalah penugasan optimal. Masalah penugasan 

dinyatakan dengan graf bipartisi komplit berbobot, kemudian dicari solusi 

optimalnya berupa penjodohan sempurna dengan bobot maksimum (Mills-

Tettey et al., 2007). Algoritma yang digunakan untuk menemukan 

penjodohan sempurna dengan bobot maksimum adalah Algoritma Kuhn-

Munkres yang dikembangkan oleh Kuhn (1955) dan Munkres (1957).  

Selama ini Algoritma Kuhn-Munkres hanya diterapkan pada kasus 

masalah penugasan sederhana (single-objective). Pada penelitian ini penulis 

mencoba menerapkan Algoritma Kuhn-Munkres dalam menentukan solusi 

optimal dari contoh kasus masalah penugasan multi-objective, sehingga 

melalui langkah penyelesaian yang diusulkan dapat memberikan hasil 

penugasan yang optimal. 

 

1.2   Rumusan Masalah 

Berdasarkan kondisi yang muncul pada latar belakang, rumusan 

masalah yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:  

1. Bagaimana model matematis masalah penugasan multi-objective? 

2. Bagaimana menyelesaikan masalah penugasan multi-objective 

dengan Algoritma Kuhn-Munkres? 
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1.3 Batasan Masalah 

Pada penelitian ini, pembahasan masalah dibatasi oleh hal-hal 

sebagai berikut: 

1. Masalah penugasan multi-objective yang diteliti mempunyai tujuan 

optimasi yang sama. 

2. Masalah penugasan multi-objective yang diteliti dikenai kondisi 

banyaknya pekerja sama dengan banyaknya tugas. 

3. Asumsi bobot tujuan dari masing-masing tujuan yang akan 

dioptimalkan adalah sama. 

4. Metode yang digunakan dalam penyelesaian masalah penugasan 

optimal yang direpresentasikan dalam graf bipartisi komplit berbobot 

adalah dengan Algoritma Kuhn-Munkres. 

 

1.4 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini 

adalah: 

1.   Dapat mengetahui model matematis dari penugasan multi-objective. 

2.   Dapat menyelesaikan masalah penugasan multi-objective dengan 

Algoritma Kuhn-Munkres  untuk memperoleh solusi optimal. 
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1.5 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat berupa 

pengetahuan tentang metode penyelesaian masalah penugasan multi-

objective dengan Algoritma Kuhn-Munkres. Selain itu, solusi yang 

diperoleh diharapkan dapat menyelesaikan permasalahan dalam kehidupan 

nyata dan melalui algoritma yang diterapkan dapat menambah referensi 

tentang aplikasi teori graf dalam hal manajemen dan pengambilan 

keputusan. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Secara garis besar sistematika penulisan skripsi ini dibagi menjadi 

beberapa bab, yaitu:  

BAB I    PENDAHULUAN 

Bab ini memuat latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

BAB II   TINJAUAN PUSTAKA 

Berisi kajian teoritik dari sumber pustaka cetak dan elektronik 

yang terpercaya. 

BAB III  METODE PENELITIAN 

Bab ini berisi langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian 

yang meliputi penemuan masalah, perumusan masalah, studi 
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pustaka, perancangan, analisis dan pemecahan masalah, dan 

penarikan simpulan. 

BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN 

Bab ini menguraikan pembahasan tentang penugasan multi-

objective dan penyelesaiannya dengan Algoritma Kuhn-Munkres. 

BAB V   PENUTUP 

Bab ini berisi simpulan dan saran. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 
 

 

 Pada bab ini diberikan beberapa definisi, teorema, dan pengertian yang 

berhubungan dengan masalah umum penugasan, masalah penugasan sederhana 

(single-objective), terminologi dasar graf, jenis-jenis graf, penjodohan (matching), 

dan Algoritma Kuhn-Munkres. 

 

2.1     Masalah Penugasan (Assignment Problem) 

2.1.1   Masalah Umum Penugasan 

Masalah penugasan (assignment problem) merupakan jenis khusus 

pemrograman linier yang mengalokasikan sumber-sumber kepada 

kegiatan-kegiatan atas dasar satu-satu (one-to-one basis) (Hillier, 

2008:242).  Setiap sumber (assignee) (misalnya, karyawan, mesin, atau 

satuan waktu) ditugasi secara khusus kepada suatu kegiatan atau tugas 

(misalnya, suatu pekerjaan, lokasi, atau kejadian). Sebagai contoh, 

permasalahannya berupa penugasan terbaik atas pekerja dengan 

pekerjaannya, pemain sepak bola dengan posisinya di lapangan, peralatan 

dengan lokasi konstruksi, dan sebagainya.  

Dalam masalah penugasan, selain melakukan penempatan secara 

efisien, keefektifan total juga perlu dipertimbangkan. Dalam kasus ini, 

penugasan yang bertujuan menetapkan setiap tugas yang sesuai pada 

pekerja dengan memaksimumkan keefektifan total dari para pekerja 

dikenal sebagai masalah penugasan optimal (Bondy & Murty, 1976:86). 
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Beberapa metode telah dikembangkan untuk menyelesaikan 

masalah penugasan, diantaranya adalah metode simpleks transportasi, 

metode Hungaria, Algoritma Genetika, Algoritma Brute-Force, dan 

Algoritma Kuhn-Munkres. Adapun perangkat lunak yang dapat 

digunakan, diantaranya adalah Solver, Lindo, CPLEX, dan Matlab. 

 

2.1.2    Masalah Penugasan Sederhana (Single-Objective) 

Masalah penugasan sederhana (single-objective) adalah masalah 

penugasan yang mempunyai satu tujuan optimasi, yaitu memaksimumkan 

atau meminimumkan suatu sumber daya (pendapatan, biaya, jarak, atau 

waktu) yang digunakan untuk menyelesaikan tugas (White, 1984:759).  

Suatu masalah penugasan sederhana yang hanya berkaitan dengan 

biaya operasi dapat dipresentasikan pada Tabel 2.1 dengan  tugas yang 

ditetapkan untuk  pekerja,  adalah biaya operasi pekerja 

 untuk melaksanakan tugas . Tujuan akhirnya 

adalah menetapkan setiap pekerja pada tepat satu tugas sehingga total 

biaya operasi dapat diminimumkan.  

Tabel 2.1. Masalah Penugasan Sederhana 

Tugas 
1 2 .....  

Pekerja 

1   ....  

2   ....  

.... .... .... .... .... 

   ....  

 

Oleh sebab setiap tugas ditetapkan hanya untuk pekerja tertentu. Model 

masalah matematis penugasan pada Tabel 2.1 dapat ditulis sebagai  berikut  

(Hillier, 2008:243).
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Minimumkan: 

 

 

dengan kendala 

 

    

 

 
 

atau jika dijabarkan, persamaan (2.2) dan (2.3) menjadi, 

 

 

 

      

 

 

 

 

 

  

 

Keterangan: 

 : Fungsi tujuan yang dicari nilai optimalnya (maksimum atau 

............... minimum). 

 :  banyaknya pekerja yang akan diberi tugas. 

 :  banyaknya tugas yang harus diselesaikan. 

 :  penugasan dari pekerja  ke tugas . 

 

Dengan asumsi , maka akan ada  (  faktorial) penugasan 

yang mungkin dalam suatu masalah karena berpasangan satu-satu 

(Munkres, 1957:32). 

, jika tugas  ditetapkan untuk pekerja . 

, jika tugas  tidak ditetapkan untuk pekerja . 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

 

 

ala

 

untuk setiap  

untuk setiap  

(2.4) 

 

 

 

 

 

 

 

 :  parameter alokasi (biaya operasi) dari pekerja  ke tugas . 



11 
 

 
 

2.2     Teori Graf 

Teori graf adalah cabang ilmu matematika yang mempelajari 

dan memodelkan permasalahan dalam bentuk graf. Teori graf pertama 

kali diperkenalkan pada tahun 1736 oleh seorang matematikawan Swiss 

yang bernama Leonard Euler. Baru pada sekitar tahun 1920 teori graf 

berkembang pesat terutama di bidang ilmu komputer, kimia, ekonomi, dan 

riset operasi. 

 

2.2.1    Definisi Graf 

Sebuah graf  berisi dua himpunan yaitu himpunan berhingga tak 

kosong  dari obyek-obyek yang disebut titik (vertex, node) dan 

himpunan berhingga (mungkin kosong)  yang elemen-elemennya 

disebut sisi (edge) sehingga setiap elemen  dalam  merupakan 

pasangan tak berurutan dari titik-titik  (Budayasa, 2007:1). 

Himpunan  disebut himpunan titik , dan himpunan  disebut 

himpunan sisi . Misalkan  dan  adalah dua titik di , sisi yang 

menghubungkan titik  dan  dinotasikan dengan  atau .  

 

2.2.2   Terminologi Dasar Graf 

Suatu graf  dapat dipresentasikan dalam bentuk diagram di mana 

setiap titik  digambarkan dengan sebuah noktah dan setiap sisi yang 

menghubungkan dua titik di digambarkan dengan sebuah kurva 

sederhana (ruas garis). Sebagai contoh graf  dengan  

dan  dengan , , , 
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(a) (b) 

, dan  dapat dipresentasikan dalam bentuk diagram 

seperti pada Gambar 2.1 (a). Contoh lainnya, graf  dengan 

 dan  dengan , 

, , , dan , 

dapat dipresentasikan seperti pada Gambar 2.1 (b). 

        

 

 

 

 

 

Gambar 2.1. (a) Graf  dengan 4 titik dan 5 sisi; (b)  graf   
dengan 6.titik dan 8 sisi 

 

2.2.2.1 Bertetangga (Adjacent) dan Terkait (Incident) 

Dipunyai  dan  adalah dua titik di  dan  adalah sisi yang 

menghubungkan (joining) titik  dan titik . Dapat dikatakan titik  dan  

bertetangga (adjacent) di ,  dan  titik-titik akhir sisi , sisi  terkait 

(incident) dengan titik  dan titik  (Budayasa, 2007:2). Dua sisi 

dikatakan bertetangga (adjacent) jika dua sisi tersebut terkait (incident) 

pada titik yang sama. Dari Gambar 2.1 (a) tampak bahwa titik  dan titik  

bertetangga (adjacent) di . Sisi  menghubungkan (joining) titik  dan 

titik  di . Titik  dan titik  titik-titik akhir sisi . Sisi  terkait 

(incident) dengan titik  dan titik . Sisi  bertetangga dengan sisi  

karena sisi  dan  terkait oleh titik yang sama yaitu titik . 
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2.2.2.2 Gelung (loop), Sisi Rangkap (multiple-edges), dan Graf Sederhana 

Sisi graf yang menghubungkan suatu titik dengan dirinya sendiri 

disebut gelung (loop) (Budayasa, 2007:3). Sebagai contoh, sisi  di graf 

pada Gambar 2.1 (b) adalah contoh gelung. Jika terdapat lebih dari satu 

sisi yang menghubungkan dua titik  dan  pada suatu graf, maka sisi-sisi 

tersebut disebut sisi-rangkap (multiple-edges). Sisi-sisi dan  pada 

graf  adalah contoh sisi rangkap. Graf yang tidak mempunyai sisi-

rangkap dan gelung disebut graf sederhana. Graf  pada Gambar 2.1 (a) 

merupakan contoh graf sederhana.  

 

2.2.2.3  Derajat (Degree) 

Menurut Chartrand dan Oellermann (1993:6), derajat (degree) dari 

titik  dalam graf  adalah banyaknya sisi yang terkait (incident) dengan 

, yang dinotasikan  atau . Tiap gelung dihitung dua kali. 

Derajat terbesar dari suatu titik dalam graf  disebut derajat maksimum 

(maximum degree) dan dinotasikan dengan Derajat terkecil dari 

suatu titik dalam graf disebut derajat minimum (minimum degree) dan 

dinotasikan dengan  Sebagai contoh, graf  pada Gambar 2.1 (b) 

dapat dilihat bahwa  , . 

 

2.2.2.4 Titik Terasing dan Titik Ujung 

Titik yang mempunyai derajat  disebut titik terasing (isolated 

vertex), sedang titik yang mempunyai derajat 1 disebut titik ujung (end-

vertex) (Chartrand & Oellermann, 1993:6). Sebagai contoh, graf  pada 
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Gambar 2.1 (b) dapat dilihat bahwa titik  adalah titik terasing dan titik  

adalah titik ujung. 

 

2.2.2.5 Jalan (Walk), Jejak (Trail), Lintasan (Path), Sirkit (Circuit), dan Sikel 
............(Cycle) 
 

Misalkan  adalah sebuah graf,  dan  adalah titik dari graf . 

Menurut Budayasa (2007:6), sebuah jalan (walk) di graf  adalah sebuah 

barisan berhingga (tak kosong)  yang 

suku-sukunya bergantian titik dan sisi, sehingga  dan   adalah titik-

titik akhir sisi  , untuk . Dikatakan  adalah sebuah jalan dari 

titik  dan titik atau jalan . Titik  dan titik  bertutut-turut 

disebut titik awal dan titik akhir . Titik-titik  disebut titik-

titik internal  dengan  adalah panjang jalan . Jika semua sisi 

 dalam jalan  berbeda, maka  disebut jejak (trail). Jika 

semua titik  dalam  juga berbeda, maka  disebut 

lintasan (path). Sebuah jalan  dengan panjang positif disebut tertutup, 

jika titik awal dan titik akhir dari  sama. Jejak tutup disebut sirkit 

(circuit). Sebuah sikel (cycle) adalah sebuah jejak tertutup yang titik awal 

dan semua titik internalnya berbeda.  

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.2. Graf : jalan, jejak, lintasan, sirkit, dan sikel 

  



15 
 

 

 

 

  

      

 

 

Sebagai contoh barisan  

dari graf  pada Gambar 2.2 adalah contoh jalan . Karena dalam 

barisan tersebut sisi  muncul lebih dari sekali, jelas barisan tersebut 

bukan jejak. Barisan (  adalah contoh jejak 

di graf  dengan panjang . Karena titik  muncul lebih dari sekali maka 

jejak tersebut bukan lintasan. Barisan  

adalah contoh suatu lintasan di graf  dengan panjang . Barisan 

adalah sebuah sirkit di 

di graf  dengan panjang . Sirkit ini bukan sikel sebab titik internal  

muncul lebih dari sekali. Barisan  adalah 

contoh sebuah sikel di graf  dengan panjang . 

 

2.2.3    Graf  Bagian (Subgraph)  

Suatu graf  disebut graf bagian (subgraph) dari graf , ditulis 

, jika  dan  (Bondy & Murty, 1976:8). 

Jika  dan , maka  disebut graf bagian perentang 

(spanning subgraph). Sebagai contoh, pada Gambar 2.3 merupakan 

contoh graf bagian dari graf  dan adalah graf bagian rentang dari . 

 

 

 

 

 
 

 

Gambar 2.3.   graf bagian  dan  graf bagian perentang 
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(a) (b) 

 

 

 

  

  

 
 

 

 

 

 

2.2.4    Graf  Terhubung (Connected) dan Komponen Graf 

Menurut Chartrand dan Lesniak (1996:18), graf  dikatakan 

terhubung (connected) jika untuk setiap dua titik berbeda  dan , terdapat 

suatu lintasan  yang menghubungkan titik  dan . Sebaliknya, graf 

 disebut tidak terhubung (disconnected) jika tidak ada lintasan yang 

menghubungkan antara kedua titik yang berbeda. Sebuah komponen graf 

 adalah sebuah graf bagian terhubung maksimal (titik dan sisi) dari . 

Jadi setiap graf terhubung memiliki tepat satu komponen sedangkan graf 

tidak terhubung memiliki paling sedikit dua komponen. Sebagai contoh 

graf  pada gambar 2.4 (a) adalah graf terhubung dan graf  pada gambar 

2.4 (b) adalah graf tidak terhubung dengan 3 komponen, yaitu . 

 

 

 

 

 

 
 

 

Gambar 2.4. (a) Graf terhubung ; (b) graf tidak terhubung   

dengan 3 komponen  
 

2.2.5    Graf  Komplit 

Suatu graf komplit dengan  titik, dilambangkan dengn  adalah 

graf sederhana dengan  titik dan setiap dua titik berbeda dihubungkan 

dengan sebuah sisi (Budayasa, 2007:3). Sebagai contoh, graf komplit 

dengan 5 titik diperlihatkan pada Gambar 2.5 berikut: 
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Gambar 2.5  graf komplit dengan 5 titik 

 

2.2.6    Graf Beraturan  ( Regular) 

Sebuah graf  disebut graf beraturan  jika setiap titik  

berderajat  (Budayasa, 2007:11). Berdasarkan definisi dapat dikatakan, 

jika  graf beraturan maka . Sebagai contoh, graf  pada 

gambar 2.6 adalah graf beraturan . 

 

 

 

 

 

Gambar 2.6 Graf  berarturan ,  

 

2.2.7    Graf Berbobot 

Sebuah graf yang setiap sisinya dikaitkan dengan suatu bilangan 

riil disebut graf berbobot (Budayasa, 2007:37). Bilangan yang dikaitkan ke 

suatu sisi  disebut bobot sisi tersebut. Bobot pada graf  adalah jumlah 

bobot semua sisi  dan dinotasikan dengan  . Sebagai contoh, graf  

pada Gambar 2.7 adalah graf berbobot dengan . 
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(a) (b) 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.7. Graf berbobot  dengan  

 

2.2.8    Graf Bipartisi 

Suatu graf G dikatakan graf bipartisi jika himpunan titik  

dapat dipartisi menjadi dua sub himpunan tak kosong  dan  

sehingga tiap sisi dari  terkait (incident) dengan titik di  dan titik di 

 (Gu et al., 2011:112). Pasangan himpunan disebut 

partisi dari  

Selanjutnya menurut Bondy dan Murty (1976:5), apabila graf 

bipartisi  dengan partisi  sehingga setiap titik di  

bertetangga (adjacent) dengan setiap titik di maka  disebut graf 

bipartisi komplit, dilambangkan dengan  dengan  dan 

 Jika setiap sisi dari graf bipartisi  diberi nilai atau bobot, 

maka disebut graf bipartisi berbobot. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.8. (a) Graf bipartisi berbobot ; (b) graf bipartisi komplit  
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Graf   pada Gambar 2.8 (a) menunjukkan graf bipartisi berbobot 

dengan titik  dipartisi menjadi sub himpunan  

dan  serta tiap sisi menghubungkan titik  dan 

 dengan diberi nilai atau bobot. Contoh lainnya, graf  pada 

Gambar 2.6 (b) merupakan graf bipartisi komplit. 

 

2.2.9    Pohon (Tree) 

Graf terhubung yang tidak memuat sikel disebut pohon (tree) 

(Budayasa, 2007:22). Sebuah graf pohon  disebuat pohon berakar jika  

mempunyai satu titik akar yaitu  di mana untuk setiap titik  di  terdapat 

lintasan  ke . Contoh pohon diperlihatkan pada Gambar 2.9 berikut: 

 

 

 

 

 

  

  Gambar 2.9 Pohon  

 

2.2.10    Representasi Graf dalam Matriks 

Selain dengan diagram, suatu graf dapat disajikan dalam bentuk 

matriks. Terdapat dua jenis matriks yang dapat digunakan, yaitu matriks 

ketetanggaan (adjacence matrix) dan matriks keterkaitan (incidence 

matrix). 

 Dipunyai graf  dengan . Matriks 

ketetanggaan (adjacence matrix) pada graf adalah matriks bujur sangkar 
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 berordo  yang baris-baris dan kolom-kolomnya dilabel 

dengan label titik-titik graf  sehingga elemen  menyatakan banyaknya 

sisi  yang menghubungkan titik dan  (Budayasa, 2007:14). 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.10. Graf  dengan titik-titik yang bertetangga (adjacent) 
    dan terkait (incident) 

 

Sebagai contoh, diberikan graf pada Gambar 2.10 dapat disajikan 

dalam bentuk matriks ketetanggaan sebagai berikut: 

 

 Selain dengan matriks ketetanggaan, sebuah graf juga dapat 

disajikan dalam matriks keterkaitan (incidence matrix). Dipunyai graf  

dengan  buah titik , dan t buah sisi 

  Matriks keterkaitan (incidence matrix) dari graf adalah 

matriks  berordo  yang baris-baris dilabel dengan label 

titik-titik graf  dan kolom-kolomnya dilabel dengan label sisi-sisi graf  

sehingga 

 

 

(Budayasa, 2007:16). 

, jika sisi  tidak terkait dengan . 

, jika sisi  terkait dengan  dan  bukan gelung. 

, jika sisi  terkait dengan  dan  gelung. 
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(b) (a) 

  

Sebagai contoh, diberikan graf pada Gambar 2.10 dapat disajikan 

dalam bentuk matriks keterkaitan sebagai berikut: 

 

 

2.3     Penjodohan (Matching) 

2.3.1    Definisi Penjodohan (Matching) 

Suatu himpunan bagian dari himpunan sisi  disebut sebagai 

penjodohan (matching) pada graf  jika sisi-sisinya memiliki titik ujung 

yang berbeda dan tidak ada dua sisi yang bertetangga (adjacent) (Bondy & 

Murty, 1976:70). 

 

 

 

 

 

  

 

 Gambar 2.11. Graf dasar  (a); (b) graf dengan penjodohan  

Sebagai contoh, graf  pada Gambar 2.11 (b), himpunan sisi 

atau dapat ditulis dengan notasi  

(diilustrasikan dengan sisi yang dicetak tebal) adalah sebuah penjodohan 

berukuran 3, ditulis . Contoh lain penjodohan berukuran 3 dari 

graf  pada Gambar 2.11 (a) adalah himpunan . 

Himpunan  dan  adalah penjodohan berukuran 
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2 pada graf . Tetapi, himpunan  bukan penjodohan pada 

graf  karena  sisi  dan  terkait ke titik yang sama yaitu titik . 

 

2.3.2    Tertutup oleh Penjodohan (Matching-Saturated) 

Suatu titik  di graf  dikatakan tertutup oleh penjodohan M 

( saturated ) jika titik  merupakan titik akhir atau titik ujung dari 

salah satu sisi di . Sebaliknya, jika  tidak menutup  di graf  maka 

titik  dikatakan tidak tertutup oleh penjodohan  ( unsaturated) 

(Budayasa, 2007:185).  

 

 

 

 

 

   

 

 

Gambar 2.12. Graf  dengan Penjodohan  

Sebagai contoh, graf pada Gambar 2.12 memuat penjodohan 

 yang menutup titik-titik ; tetapi  tidak 

menutup titik  dan . Dengan kata lain, titik-titik  adalah 

tertutup oleh penjodohan  ( saturated), tetapi titik-titik   dan  

tidak tertutup oleh penjodohan  ( unsaturated).  

 

2.3.3 Lintasan Alternatif (Alternating Path) dan Lintasan Augmentasi 
(Augmenting Path) 

 
Misalkan  adalah penjodohan di graf  , himpunan sisi di  

yang bukan penjodohan. Lintasan alternatif  ( alternating path) 
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adalah lintasan yang sisinya bergantian di  dan di . Sebuah 

lintasan alternatif  yang titik awal dan titik akhirnya tidak tertutup oleh 

 dinamakan lintasan augmentasi  ( augmenting path) (Budayasa, 

2007:185). 

 

 

 

 

 

   
 

 

Gambar 2.13. Graf  dengan Penjodohan  

Sebagai contoh, penjodohan  pada Gambar 2.13, 

lintasan adalah sebuah 

lintasan alternatif . Karena titik  tertutup oleh , maka  bukan 

lintasan augmentasi . Selanjutnya perhatikan penjodohan 

 pada graf . Dapat dilihat bahwa titik-titik ujung lintasan 

pada graf  yaitu  dan  

tidak tertutup oleh , maka lintasan  merupakan lintasan 

augmentasi  pada graf . 

 

2.3.4    Pohon Alternatif 

Dipunyai sebuah graf pohon  dengan penjodohan . Titik  

adalah titik yang tidak tertutup oleh penjodohan . Pohon alternatif  

adalah sebuah pohon yang berakar di titik  yang mempunyai sifat semua 
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lintasan yang berawal dari titik  adalah lintasan alternatif  (Chartrand 

& Oellermann, 1993:169). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.14. (a) Graf pohon  dengan penjodohan ; (b) dan 

pohon alternatif dari graf pohon  
 

Sebagai contoh, graf pohon  pada Gambar 2.14 dapat dibangun 

sebuah pohon alternatif dan yang berakar dari titik  dengan 

lintasan  untuk  dan  lintasan 

 untuk . 

 

2.3.5    Penjodohan Maksimum 

Sebuah penjodohan  di graf  dikatakan penjodohan maksimum 

jika  tidak mempunyai penjodohan yang lain dengan ukuran lebih besar 

dari penjodohan . Dengan kata lain, jika  penjodohan pada graf  

maka (Bondy & Murty, 1976:70).  

 

 

 

 

 

   

 

Gambar 2.15. Penjodohan maksimum di graf  

  

 

 

 

 
 

  

 
 

 

  
 

 
 

(a) (b) 
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Sebagai contoh, graf  pada Gambar 2.15, penjodohan 

 dengan  adalah penjodohan maksimum pada  

sebab tidak ada penjodohan lain di graf  yang berukuran 4. 

Teorema 2.1: Jika  sebuah penjodohan dan  adalah lintasan 

augmentasi  pada graf , maka ada penjodohan  pada  dengan 

. 

Bukti: Dipunyai adalah sebuah penjodohan di graf . Misalkan 

 sebuah lintasan augmentasi  pada 

graf , maka . Sehingga 

 juga sebuah penjodohan baru pada graf . Jelas 

bahwa,  

 

Selanjutnya, dibentuk penjodohan baru  sedemikian hingga, 

.  

Karena , maka 

 

 

, karena  

 

Dengan demikian teorema terbukti (Budayasa, 2007:185). 

 

Teorema 2.2 (Berge, 1957) Sebuah penjodohan  di graf  adalah 

penjodohan maksimum jika dan hanya jika  tidak memuat lintasan 

augmentasi . 

(2.4) 

(2.6) 

(2.5) 
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Bukti: Dipunyai  adalah penjodohan maksimum pada graf . Menurut 

Teorema 2.1, terdapat penjodohan  pada  dengan , 

kontradiksi bahwa  penjodohan maksimum pada . 

Sebaliknya, misalkan graf  tidak memuat lintasan augmentasi . 

Andaikan bukan penjodohan maksimum pada . Misalkan 

penjodohan maksimum pada , maka . Misalkan  adalah 

graf bagian  yang dibangun oleh . Setiap 

titik di  mempunyai derajat 1 atau 2, maka setiap komponen  

merupakan sikel yang panjangnya genap yang sisi-sisinya bergantian di   

dan  atau lintasan dengan sisi-sisinya bergantian di  dan . Karena 

, maka  memuat lebih banyak sisi  dari pada sisi . 

Sehingga ada komponen di  berupa lintasan yang sisi awal dan sisi 

akhirnya di . Dengan demikian titik awal dan titik akhir lintasan tersebut 

tidak tertutup oleh . Oleh karena itu lintasan tersebut adalah lintasan 

augmentasi  pada , kontradiksi. Dengan demikian bukti teorema 

lengkap (Budayasa, 2007:186). 

 

2.3.6    Penjodohan Sempurna (Perfect Matching) 

Sebuah penjodohan  di graf  dikatakan penjodohan sempurna 

(perfect matching) jika  memuat semua titik  (Budayasa, 2007:184). 

Dengan kata lain, jika  penjodohan sempurna pada graf , maka setiap 

titik di  tertutup oleh penjodohan ( saturated). Sebagai contoh, 

penjodohan  di graf  pada Gambar 2.16 merupakan penjodohan 

sempurna karena memuat semua titik . 
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Gambar 2.16. Penjodohan sempurna di graf  

Berdasarkan definisi, setiap penjodohan sempurna adalah 

penjodohan maksimum, tetapi tidak berlaku sebaliknya, artinya jika  

adalah penjodohan maksimum, maka belum tentu  penjodohan sempurna 

(Budayasa, 2007:184). 

 

2.3.7    Penjodohan Bobot Maksimum 

Penjodohan bobot maksimum pada graf berbobot adalah 

penjodohan yang memiliki jumlah bobot sisi maksimum (Chartrand & 

Oellermann, 1993:162). 

 

 

 

 
 

 

 

Gambar 2.17. Graf Berbobot  dengan Penjodohan  

Sebagai contoh, graf  pada Gambar 2.17,  

adalah penjodohan bobot maksimum. 
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2.3.8    Penjodohan pada Graf Bipartisi 

Dipunyai  sebuah graf dan  dapat didefinisikan 

himpunan persekitaran (neighbour set) dari  di  adalah himpunan semua 

titik  yang bertetangga (adjacent) dengan titik-titik di , dan dinotasikan 

dengan  atau  (Bondy & Murty, 1976:72). Selanjutnya, untuk 

menemukan penjodohan dari graf bipartisi  dengan partisi  yang 

menutup semua titik di  telah diberikan syarat perlu dan syarat cukup 

oleh Hall (1935). 

 

Teorema 2.3 (Hall, 1935) Misalkan  adalah graf bipartisi dengan partisi 

 Graf  memuat sebuah penjodohan yang menutup semua titik  

jika dan hanya jika untuk setiap   berlaku 

 

Bukti: Misalkan graf bipartisi  dengan partisi  memuat penjodohan 

 yang menutup semua titik , . Karena titik-titik di  dipasangkan 

oleh  ke titik yang berbeda di  maka . 

Sebaliknya, misalkan  adalah graf bipartisi dengan partisi  yang 

memenuhi (2.7), untuk setiap  . Andaikan  tidak memuat  

penjodohan yang menutup semua titik . Misal  adalah penjodohan 

maksimum di , karena pengandaian,  tidak menutup semua titik , 

berarti ada titik di yang tidak ditutupi oleh , namakan titik . 

Misalkan  menyatakan himpunan semua titik yang terhubung ke  oleh 

lintasan-lintasan alternatif . Karena  penjodohan maksimum maka 

menurut Teorema 2.2, hanya titik  yang tidak tertutup oleh  di . 

(2.7) 
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Namakan himpunan  dan . Jelas titik-titik di  

dipasangkan oleh  dengan titik di . Oleh karena itu  

  

dan . 

Karena setiap titik di  terhubung ke  oleh lintasan alternatif  

maka , sehingga diperoleh 

  

 

Sebagai ilustrasi, diperlihatkan pada Gambar 2.18 berikut: 

 

         

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Gambar 2.18. Graf bipartisi  yang memenuhi  

Dari (1) dan (2) didapatkan 

 

adalah suatu kontradiksi. Dengan demikian teorema terbukti (Budayasa, 

2007:187). 

   

Akibat Teorema 2.4  Jika  adalah graf bipartisi beraturan  dengan 

, maka  memuat penjodohan sempurna. 

(2.8) 
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Bukti: Misalkan  adalah graf bipartisi beraturan  dengan partisi . 

Karena  adalah beraturan  maka 

, 

dan karena , 

 

Sebaliknya, dipunyai  dan  dan , secara berturut-turut adalah 

himpunan-himpunan dari sisi-sisi yang terkait dengan titik  dan . 

Berdasarkan definisi dari , , oleh karena itu 

. 

Akibatnya, 

, 

sehingga berdasarkan Teorema 2.3, graf  memuat penjodohan  yang 

menutup semua titik . Karena  maka penjodohan  menutup 

semua titik . Jadi  adalah penjodohan sempurna pada graf . Akibat 

Teorema 2.4 sering disebut sebagai Marriage Theorem  (Bondy & Murty, 

1976:72). 

 

2.4     Aplikasi Penjodohan  

2.4.1    Aplikasi Penjodohan pada Masalah Penugasan Personal 

Dalam suatu perusahaan, misalkan  menyatakan 

pekerja dan  menyatakan pekerjaan. Setiap pekerja 

memiliki kemampuan untuk melakukan satu atau lebih pekerjaan tersebut. 

Dapatkah dibuat pasangan antara pekerja dan pekerjaan yang ada sehingga 

semua pekerja mendapat pekerjaan yang sesuai dengan kemampuannya? 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 
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Permasalahan tersebut dapat dimodelkan dengan membentuk graf 

bipartisi  dengan partisi  di mana , 

dan  bertetangga dengan  jika dan hanya jika pekerja  

dapat melakukan pekerjaan . Selanjutnya, ditentukan ada atau 

tidaknya penjodohan sempurna pada graf . Menurut Teorema 2.3 

(Teorema Hall), adanya penjodohan sempurna pada graf  jika untuk 

setiap  berlaku . Sebaliknya, jika ada   sehingga 

 maka  tidak mempunyai penjodohan sempurna. Dengan 

kata lain, tujuan akhir dari pemecahan masalah penugasan personal adalah 

menemukan penjodohan dari  yang menutup semua titik  atau jika tidak 

menemukan penjodohan yang demikian, akan ditemukan himpunan bagian 

 dari  sehingga . 

 

2.4.2    Aplikasi Penjodohan pada Masalah Penugasan Optimal 

Pada masalah penugasan personal yang dimodelkan dengan 

membentuk graf bipartisi , dalam kasus penugasan optimal dibatasi pada 

graf bipartisi komplit berbobot. Diberikan graf bipartisi komplit berbobot  

 dengan , dan sisi  

mempunyai bobot  yang menyatakan tingkat kemampuan 

dari pekerja dalam menyelesaikan pekerjaan . Solusi masalah 

penugasan optimal adalah menemukan penjodohan sempurna dengan 

bobot maksimum dalam graf bipartisi komplit berbobot atau yang disebut 

dengan penjodohan optimal (Bondy & Murty, 1976:86). 
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Dalam penyelesaian masalah penugasan optimal, pada graf 

dimungkinkan untuk dibuat  penjodohan sempurna dan 

menemukan satu yang optimal di antara penjodohan sempurna lainnya. 

Pada kasus  besar, mendaftar semua penjodohan sempurna pada graf 

dan menemukan satu yang optimal tidaklah efisien. 

Pada bagian ini akan dijelaskan algoritma untuk menemukan 

penjodohan optimal pada graf bipartisi komplit berbobot. Terlebih dahulu 

diperkenalkan sebuah pelabelan titik yang layak (feasible vertex labelling) 

pada graf , yaitu sebuah fungsi  yang memetakan setiap titik  ke 

bilangan riil sehingga untuk setiap  dan  berlaku 

. 

Dengan kata lain, pelabelan titik dikatakan layak (feasible) jika jumlah 

label dua titik pada graf  minimal sama dengan bobot sisi yang 

menghubungkan dua titik tersebut. Selanjutnya, untuk suatu titik  pada , 

bilangan riil  disebut label dari titik . Pada graf bipartisi komplit 

berbobot, selalu terdapat pelabelan titik yang layak. Sebagai contoh, fungsi 

 yang didefinisikan seperti berikut:  

maksimum , untuk setiap  

, untuk setiap  

maka  adalah pelabelan titik yang layak di  dengan  

,  

dengan kata lain  adalah himpunan sisi  yang bobotnya sama dengan 

jumlah label titik-titik ujungnya. 

 

(2.12) 

(2.13) 
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Teorema 2.5 Dipunyai  adalah sebuah pelabelan titik yang layak pada 

graf bipartisi komplit berbobot  dan  adalah graf bagian perentang  

yang dibangun oleh sisi-sisi . Jika graf  memuat penjodohan 

sempurna , maka  adalah penjodohan optimal pada graf . 

Bukti: Dipunyai  adalah graf bipartisi komplit berbobot,  memuat 

penjodohan sempurna . Karena  adalah graf bagian perentang dari , 

maka   juga penjodohan sempurna pada graf . Karena setiap   

terletak pada  dan titik-titik ujung sisi-sisi   menutup setiap titik tepat 

satu kali, maka 

 

Sementara, jika  sebarang penjodohan sempurna pada graf , 

berdasarkan (2.12), maka 

 

Dari (1) dan (2) diperoleh, 

.  

Ini berarti bahwa  merupakan penjodohan sempurna dengan bobot 

maksimum (penjodohan optimal) pada graf . 

Teorema 2.5 dijadikan dasar dalam pembuatan algoritma oleh 

Kuhn (1955) dan Munkres (1957) untuk menentukan sebuah penjodohan 

optimal dalam graf bipartisi komplit berbobot (Budayasa, 2007:202). 

 

 

 

(2.14) 
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2.5     Algoritma Kuhn-Munkres 

2.5.1    Deskripsi Algoritma Kuhn-Munkres 

Diberikan sebarang graf bipartisi  dengan partisi tujuan 

algoritma ini adalah menemukan penjodohan dari  yang menutup setiap 

titik  atau jika tidak menemukan penjodohan yang demikian, akan 

ditemukan himpunan bagian  dari  sehingga  Algoritma 

tersebut dikenal dengan nama Algoritma Hungarian  Algoritma Hungarian 

dipublikasikan oleh seorang matematikawan asal Amerika bernama Harold 

Kuhn pada tahun 1955 untuk menghormati dua orang matematikawan asal 

Hungaria, yaitu D. Kõnig dan E. Egerváry. Selanjutnya pada tahun 1957, 

oleh James Raymond Munkres seorang Profesor Emeritus matematika dari 

MIT merevisi algoritma Kuhn. Oleh karena itu, algoritma ini sering 

disebut Algoritma Kuhn-Munkres. Algoritma Kuhn-Munkres dapat 

digunakan untuk menentukan sebuah penjodohan optimal dalam graf 

bipartisi komplit berbobot (Budayasa, 2007:203). 

 

2.5.2    Algoritma Kuhn-Munkres 

Prosedur Algoritma Kuhn-Munkres dirangkum dalam diagram alir 

pada Gambar 2.19 sebagai berikut: 
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Secara sistematis langkah-langkah untuk mendapatkan penjodohan 

sempurna dengan bobot maksimum pada graf bipartisi komplit berbobot 

dengan  Algoritma Kuhn-Munkres sebagai berikut (Chartrand & 

Oellermann, 1993:175): 

Masukan   : Graf bipartisi komplit berbobot  dengan partisi . 

Langkah 1 : 

Dimulai  dengan  sebuah  pelabelan  titik  ,  namakan pelabelan . 

Tentukan penjodohan  pada  

Apakah  tertutup  
oleh  di  ? 

Adakah lintasan 
augmentasi  di  ? 

Susun pohon alternatif  yang berakar di ,  

Tidak,  
 titik  di  yang tidak tertutup  

dan susun   

 
Berhenti: 
 penjodohan  

optimal 

Ya 

Ya 

Hitung: dan  

Mengambil pelabelan titik yang layak  
dan tentukan  

 Masukan: Graf Bipartisi Komplit berbobot 
 dengan partisi  

Tidak 

Gambar 2.19. Diagram Alir Algoritma Kuhn-Munkres 
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a) Untuk setiap , misal  ← maksimum . 

b) Untuk setiap ,  ← . 

c)  adalah graf bagian perentang dari  dengan himpunan sisi . 

Langkah 2  : 

Pilih sebarang penjodohan  pada . 

Langkah 3  : 

Langkah ini menentukan apakah penjodohan sempurna telah didapatkan. 

Jika penjodohan  bukan penjodohan sempurna, maka disusun sebuah 

pohon alternatif  yang berakar dari suatu titik yang tidak tertutup oleh 

penjodohan  yang digunakan untuk mendefinisikan sebuah pelabelan 

titik baru . 

a) Jika  tertutup oleh , maka  adalah penjodohan sempurna 

(karena ), berdasarkan Teorema 2.5, penjodohan 

optimal pada , dan algoritma berhenti. Jika penjodohan  

bukan penjodohan sempurna di , maka dilanjutkan. 

b) Misal  adalah titik yang tidak tertutup oleh , . 

c) Susun pohon alternatif   dari  yang berakar di . Jika terdapat 

lintasan augmentasi , maka perpanjang  sepanjang lintasan 

augmentasi  untuk mendapatkan penjodohan baru dan kembali 

ke langkah 3.a,  jika tidak memuat lintasan augmentasi , maka  

tidak dapat diperluas lebih jauh di  dan pelabelan titik  diganti 

dengan sebuah pelabelan titik baru  dengan sifat bahwa  dan  

termuat di graf . 
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Langkah 4  : 

Langkah ini menggunakan  untuk menghitung pelabelan titik baru ℓ’. 

Hitung  ← min . 

Maka berlaku untuk  : 

ℓ’ ←  

Langkah 5  : 

Jika ℓ ← ℓ’, maka susun  baru dan kembali ke Langkah 3.c. 

 

Penerapan Algoritma Kuhn-Munkres dapat diilustrasikan dengan 

graf bipartisi komplit berbobot  yang direpresentasikan dalam bentuk 

matriks , dengan  untuk , . 

Sebagai contoh, dalam suatu perusahaan terdapat 5 calon pekerja 

 untuk 5 jabatan . Tiap pelamar 

memiliki kemampuan yang berbeda-beda untuk setiap jabatan. 

Kemampuan pelamar kerja adalah bobot sisi yang menghubungkan 

pelamar kerja dengan jabatan  yang dibentuk dalam matrik  

dengan . 

 

Selanjutnya jika dimodelkan dengan graf bipartisi komplit berbobot  

dengan partisi , maka ,  

(2.15) 
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. Titik-titik  bertetangga dengan  jika dan hanya 

jika pekerja dapat melakukan pekerjaan pada jabatan . 

 

  

 

 

 

       

 

Permasalahannya adalah bagaimana menempatkan calon pekerja ke 

jabatan yang sesuai dengan kemampuannya, sehingga diperoleh solusi 

yang optimal dengan Algoritma Kuhn-Munkres.   

Dengan mengikuti langkah-langkah pada Algoritma Kuhn-

Munkres didapatkan hasil sebagai berikut: 

Masukan  : Graf bipartisi komplit berbobot  dengan partisi  . 

Langkah 1: 

Dimulai  dengan  sebuah  pelabelan  titik  ,  namakan pelabelan . 

a) , misal  ← maksimum , maka nilai 

pelabelan  = {5, 2, 4, 1, 3},  . 

b) ,  ← , maka nilai pelabelan  = {0, 0, 0, 0, 0}, 

. 

c)  adalah graf bagian perentang dari  dengan himpunan sisi . 

 

 

 

3 5 
5 4 

1 
2 

2 
2 

2 

2 

2 20 
4 4 1 

0 0 

1 
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1 
0
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Langkah 2  : 

Pilih sebarang penjodohan  di  , misal . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Langkah 3  : 

a) Ada titik di  yang tidak tertutup oleh , maka lanjutkan. 

b) Titik  adalah titik di  yang tidak tertutup oleh , sehingga  

sebagai titik akar.   

5 5 2 

2 2 

2 

4 4 

1 

1 
3 

3 

     

 

     

 

     

     

Graf dengan penjodohan  
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c) Susun pohon alternatif dari  yang berakar di . Pohon 

alternatif diperoleh dengan  karena tidak 

ada lintasan augmentasi  dan  adalah pohon alternatif dari  

yang berakar di  yang tidak dapat diperluas lebih jauh di , 

maka pelabelan titik ℓ diganti dengan sebuah pelabelan titik baru 

. 

 

 

 

Langkah 4: 

Menghitung label baru  : 

 ← minimal .  

Anggota titik adalah  dan anggota  

adalah . Jadi perhitungan nilai  sebagai berikut: 

 = ℓ( ) + ℓ( ) – w( ) = 5 + 0 – 3 = 2   

 = ℓ( ) + ℓ( ) – w( ) = 5 + 0 – 4 = 1   

 = ℓ( ) + ℓ( ) – w( ) = 5 + 0 – 1 = 4 

 = ℓ( ) + ℓ( ) – w( ) = 4 + 0 – 2 = 2 

 = ℓ( ) + ℓ( ) – w( ) = 4 + 0 – 1 = 3 

 = ℓ( ) + ℓ( ) – w( ) = 4 + 0 – 0 = 4 

 = ℓ( ) + ℓ( ) – w( ) = 1 + 0 – 0 = 1 

 = ℓ( ) + ℓ( ) – w( ) = 1 + 0 – 0 = 1 

 = ℓ( ) + ℓ( ) – w( ) = 1 + 0 – 0 = 1  

dari perhitungan di atas diperoleh  = 1, sehingga pelabelan baru ℓ’ 

sebagai berikut: 
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 ←  

Langkah 5 : 

Karena  ← , maka buat  dan kembali ke Langkah 3.c. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Langkah 3 : 

c) Susun pohon alternatif dari  yang berakar di . Pohon alternatif 

diperoleh dengan karena 

lintasan augmentasi  didapatkan, maka perpanjang  sepanjang  

lintasan augmentasi  untuk mendapatkan penjodohan baru  

dan kembali ke Langkah 3.a. 

 

 

 

     

     

 

 

        

 

Graf dengan pelabelan  
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Langkah 3 : 

a) Setiap titik di  tertutup oleh , maka 

adalah penjodohan sempurna 

di dan algoritma berhenti. 

Keluaran : 

Diperoleh   adalah penjodohan 

sempurna di  dengan besar bobot sebagai berikut: 

 

 

. 

Jadi penempatan calon pekerja ke posisi jabatan pekerjaannya sebagai 

berikut: 

 

 

 

 

 

     

     

 

Graf dengan penjodohan  

     

     

 
Graf dengan penjodohan  
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BAB V 

PENUTUP 
 

 

5.1 Simpulan 

Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan yang telah diuraikan, 

maka dapat disimpulkan hal-hal sebagai berikut: 

1. Masalah penugasan multi-objective merupakan masalah penugasan yang 

memungkinkan untuk mengoptimalkan beberapa tujuan (objectives) 

secara bersamaan. Model matematis untuk masalah penugasan multi-

objective dengan  tujuan dirumuskan sebagai berikut: 

Minimumkan (maksimumkan): 

 

dengan 

     

 

untuk setiap  

dengan kendala: 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

, untuk setiap   

, untuk setiap   

,  jika tugas  ditetapkan untuk pekerja . 

,  jika tugas j tidak ditetapkan untuk pekerja . 

, jika

, jika
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2. Langkah-langkah penyelesaian masalah penugasan multi-objective 

dengan Algoritma Kuhn-Munkres adalah sebagai berikut: 

1) Menyusun model matematika 

a) Menentukan tipe dari masalah yaitu masalah maksimum atau 

minimum, dan melakukan rekontruksi bobot khusus untuk 

masalah minimum. Diketahui  adalah nilai atau elemen 

baris ke , kolom ke  dari data tujuan ke , cara 

melakukan rekonstruksi bobot yaitu misalkan 

  untuk  setiap  ,  maka  

 

di mana adalah data hasil rekonstruksi. 

b) Merumuskan fungsi tujuan, merumuskan kendala, 

mendefinisikan variabel keputusan,  dan persyaratan non-

negatif 

2) Normalisasi data 

Normalisasi semua data dengan cara membagi setiap nilai 

dari masing-masing tujuan dengan nilai maksimum dari tujuan 

yang bersangkutan. Diketahui  adalah nilai atau elemen baris 

ke , kolom ke  dari data tujuan ke  (jika masalah minimum 

maka  diganti dengan , cara normalisasi data yaitu misalkan 

 untuk setiap  , maka 
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. 

di mana adalah data hasil normalisasi. 

3) Modifikasi fungsi tujuan 

a) Menentukan asumsi bobot tujuan 

Pada masalah penugasan dengan  tujuan, jika  

adalah bobot tujuan ke  dengan  

 

 

maka . 

b) Transformasi fungsi tujuan multi-objective ke dalam bentuk 

single-objective 

Fungsi tujuan dimodifikasi menjadi seperti berikut: 

Maksimumkan (minimumkan): 
 

 

 

 

 

 

 

4) Menyelesaikan masalah penugasan single-objective dengan 

Algoritma Kuhn-Munkres. 

 

 

 

 untuk   
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5.2 Saran 

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, saran yang dapat 

diberikan antara lain: 

1. Masalah penugasan multi-objective yang dibahas dikenai kondisi 

banyaknya pekerja sama dengan banyaknya tugas, disarankan untuk 

mengkaji penyelesain masalah penugasan multi-objective dengan 

Algoritma Kuhn-Munkres pada kasus banyaknya pekerja dan tugas 

tidak sama. 

2. Pada penelitian ini, Algoritma Kuhn-Munkres yang diterapkan untuk 

menentukan penjodohan sempurna pada graf bipartisi komplit berbobot 

dikerjakan secara manual, disarankan untuk membuat program yang 

dikombinasikan dengan pendekatan yang digunakan untuk 

menyelesaikan masalah penugasan multi-objective. 
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