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ABSTRAK 

 

Nugroho, Deni. 2017. Struktur dan Sifat-Sifat K-Aljabar. Skripsi, Matematika, 

Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas 

Negeri Semarang. Pembimbing I: Dra. Rahayu Budhiati Veronica, M.Si, 

Pembimbing II: Drs. Mashuri, M.Si. 

 

Kata Kunci: Operasi biner, grup, K-aljabar, K-subaljabar, dan K-homomorfisma. 

 

 K-aljabar merupakan struktur aljabar < 𝐺,∗,⊙, 𝑒 >, di mana 𝐺 merupakan 

grup terhadap operasi biner ∗ dengan elemen identitas 𝑒, operasi ⊙ didefinisikan 

oleh ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, 𝑥 ⊙ 𝑦 = 𝑥 ∗ 𝑦−1, dan memenuhi kelima aksioma dari K-aljabar. 

Konsep yang terdapat dalam K-aljabar hampir sama dengan konsep yang terdapat 

dalam grup. Jika dalam grup terdapat konsep subgrup dan homomorfisma grup, 

maka dalam K-aljabar terdapat konsep K-subaljabar dan K-homomorfisma. 

Penelitian ini membahas mengenai struktur dan sifat-sifat yang terkait 

dengan K-aljabar, K-subaljabar, dan K-homomorfisma. Tujuan penelitian ini 

adalah menjelaskan struktur dan sifat-sifat dari kajian K-aljabar, K-subaljabar, dan 

K-homomorfisma. 

Penelitian ini menggunakan metode kajian pustaka. Dengan cara 

mengumpulkan berbagai sumber dan teorema-teorema yang mendukung pada 

kajian K-aljabar. 

 Pada  penelitian ini dapat disimpulkan:1) Dalam K-aljabar berlaku sifat-sifat 

berikut: hukum kanselasi; K-aljabar dapat dibangun oleh grup komutatif atau grup 

tak komutatif. 2) K-subaljabar memiliki sifat sebagai berikut: misalkan                         

< 𝐺,∗,⊙, 𝑒 > K-aljabar dan 𝑔 ∈ 𝐺; Jika 𝐻 suatu subgrup dari 𝐺, maka                 

𝐻𝑔2 = {𝑔 ⊙ (𝑔 ⊙ 𝑥)|𝑥 ∈ 𝐻} adalah suatu K-subaljabar dari < 𝐺,∗,⊙, 𝑒 >. 3) 

Homomofisma K-aljabar 𝜑:𝐴1 → 𝐴2 memiliki sifat-sifat sebagai berikut: ∀𝑥1 ∈
𝐴1, 𝑥2 ∈ 𝐴2 berlaku 𝜑(𝑒1) = 𝑒2; 𝜑(𝑒1 ⊙ 𝑥1) = 𝑒2 ⊙ 𝜑(𝑥1); 𝜑(𝑥1 ⊙ 𝑥2) = 𝑒2 ⇔
𝜑(𝑥1) = 𝜑(𝑥2); dan jika 𝐻1 adalah K-subaljabar dari 𝐴1  maka 𝜑(𝐻1) adalah K-

subaljabar dari 𝐴2.
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1  Latar Belakang 

Aljabar abstrak adalah bidang matematika yang mempelajari struktur 

aljabar, seperti grup, ring, medan, modul, ruang vektor, dan aljabar medan. Frasa 

aljabar abstrak diciptakan pada awal abad ke-20 untuk membedakannya dengan 

bidang yang biasa disebut sebagai aljabar, yaitu studi aturan manipulasi rumus dan 

ekspresi aljabar yang melibatkan variabel dan bilangan riil atau kompleks, yang saat 

ini lebih sering disebut sebagai aljabar elementer. 

Teori grup merupakan salah satu bidang kajian aljabar abstrak yang 

mempelajari struktur himpunan. Sebuah himpunan tak kosong dengan satu operasi 

biner dapat dinyatakan sebagai grup jika operasi biner pada himpunan tersebut 

memenuhi sifat assosiatif, adanya elemen identitas, dan setiap anggota himpunan 

tersebut mempunyai invers (Milne, 2013). 

Grup digunakan dalam dunia matematika dan ilmu pengetahuan alam. 

Dalam bidang kimia, grup dapat digunakan untuk mengklasifikasikan simetri 

molekul serta mengidentifikasi titik molekul tersebut. Grup juga diterapkan dalam 

bidang kriptografi yaitu untuk sistem kriptografi kunci publik. 

Misalkan 𝐺 =< 𝐺,∗> suatu grup terhadap operasi biner ∗. Jika 𝑒 adalah 

elemen identitas pada 𝐺 dan untuk setiap 𝑥, 𝑦 di 𝐺 didefinisikan operasi                  

𝑥 ⊙ 𝑦 = 𝑥 ∗ 𝑦−1 sedemikian sehingga operasi tersebut merupakan operasi biner 
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yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu maka 𝐺 akan membentuk struktur 

aljabar yang dinamakan K-aljabar (Dar & Akram, 2006). 

K-aljabar dibagi menjadi dua kelas berdasarkan grup pembangunnya, yaitu 

Q-aljabar apabila grup yang membangun K-aljabar adalah grup yang komutatif dan 

B-Aljabar apabila grup yang membangun K-aljabar adalah grup yang tidak 

komutatif (Dar & Akram, 2006). 

Hal yang menarik dalam K-aljabar adalah konsepnya yang hampir sama 

dengan konsep grup. Jika dalam grup terdapat konsep subgrup dan homomorfisma, 

maka dalam K-aljabar juga terdapat konsep K-subaljabar dan K-homomorfisma. 

Oleh karena itu, dalam pengembangan pembahasannya, penulis tertarik untuk 

membahas dan mengkaji kembali strukur dan sifat-sifat yang terkait dengan K-

aljabar. 

Dalam penelitian ini akan dibahas mengenai struktur dan sifat-sifat yang 

terkait dengan K-aljabar. 

 

1.2  Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka penulis merumuskan beberapa 

masalah sebagai berikut: 

1. Bagaimana struktur dan sifat-sifat terkait K-aljabar? 

2. Bagaimana struktur dan sifat-sifat terkait K-subaljabar? 

3. Bagaimana struktur dan sifat-sifat terkait homomorfisma K-aljabar? 
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1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, penulis bertujuan untuk: 

1. Menjelaskan struktur dan sifat-sifat terkait K-aljabar. 

2. Menjelaskan struktur dan sifat-sifat terkait K-subaljabar. 

3. Menjelaskan struktur dan sifat-sifat terkait homomorfisma K-aljabar. 

 

1.4  Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Bagi Penulis 

Penelitian ini digunakan sebagai tambahan informasi dan wawasan 

pengetahuan tentang teori terkait K-aljabar, untuk pengembangan dalam 

permasalahan matematika, khususnya pada bidang aljabar. 

2. Bagi Lembaga 

Hasil penelitian ini dapat digunakan untuk bahan kepustakaan yang dijadikan 

sarana pengembangan wawasan keilmuan khususnya jurusan matematika 

untuk bidang aljabar. 

3. Bagi Pengembangan Ilmu 

Hasil penelitian ini dapat digunakan untuk bahan referensi bagi pihak yang 

ingin mengetahui lebih banyak tentang teori-teori terkait K-aljabar serta 

pengembangan dari teori-teori tersebut. 
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1.5  Sistematika Penulisan 

Penulisan skripsi disusun dalam tiga bagian utama, yaitu bagian awal, 

bagian inti, dan bagian akhir skripsi. 

1.5.1 Bagian Awal 

Dalam penulisan skripsi ini, bagian awal berisi halaman judul, pernyataan, 

pengesahan, motto dan persembahan, kata pengantar, abstrak, daftar isi, dan daftar 

tabel. 

1.5.2 Bagian Inti 

Bagian inti dari penulisan skripsi ini adalah isi skripsi yang terdiri dari lima 

bab, yaitu: 

BAB 1: PENDAHULUAN 

Berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan penulisan, manfaat 

penulisan, sistematika penulisan. 

BAB 2: TINJAUAN PUSTAKA 

Berisi tentang himpunan, operasi biner, teori grup, dan konsep dasar K-aljabar. 

BAB 3: METODE PENELITIAN 

Berisi tentang prosedur atau langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini 

meliputi kajian pustaka, merumuskan masalah, pemecahan masalah, penarikan 

kesimpulan. 

BAB 4: HASIL DAN PEMBAHASAN 

Berisi tentang definisi-definisi dan teorema-teorema tentang K-aljabar, K-

subaljabar, dan homomorfisma K-aljabar. 
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BAB 5: PENUTUP 

Berisi simpulan dan saran dari penulisan skripsi ini. 

1.5.3 Bagian Akhir 

Berisi daftar pustaka sebagai acuan penulisan yang memberikan informasi 

tentang buku dan literatur lain yang digunakan dalam skripsi ini serta lampiran yang 

mendukung kelengkapan skripsi. 
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BAB 2 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Himpunan 

Definisi 2.1 (Judson, 2013) 

Himpunan adalah suatu kumpulan objek yang didefinisikan dengan jelas. Objek-

objek dalam himpunan tersebut dinamakan elemen atau anggota himpunan. 

Himpunan dinotasikan dengan huruf kapital, seperti 𝐴 atau 𝑋; jika 𝑎 adalah elemen 

dari himpunan 𝐴, ditulis 𝑎 ∈ 𝐴. 

 

Untuk membentuk suatu himpunan, beberapa cara yang dapat digunakan 

adalah menyebutkan anggota-anggotanya, menyebutkan syarat anggota-

anggotanya, dan dengan notasi pembentuk himpunan. 

Contoh 2.1 

Dengan menyebutkan anggota-anggotanya: 

𝐴 = {1,3,5,7}.  

Dengan menyebutkan syarat enggota-anggotanya: 

𝐴 = Himpunan empat bilangan ganjil pertama. 

Dengan notasi pembentuk himpunan: 

𝐴 = {𝑥|𝑥 < 8, 𝑥 bilangan asli ganjil}. 

Jelas 3 anggota himpunan 𝐴, dapat ditulis 3 ∈ 𝐴. 2 bukan anggota 𝐴, dapat ditulis 

2 ∉ 𝐴. 
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Jika 𝐴 dan 𝐵 himpunan maka 𝐴 dikatakan himpunan bagian sejati (proper 

subset) dari 𝐵 jika dan hanya jika setiap anggota 𝐴 merupakan anggota 𝐵 (dapat 

ditulis 𝐴 ⊆ 𝐵) dan 𝐴 ≠ 𝐵. Notasi yang biasa digunakan adalah 𝐴 ⊂ 𝐵. 

Dua himpunan dikatakan sama jika dan hanya jika keduanya mengandung 

elemen yang sama. Hal itu berarti bahwa 𝐴 = 𝐵 jika dan hanya jika setiap anggota 

𝐴 juga menjadi anggota 𝐵 dan sebaliknya setiap anggota 𝐵 juga menjadi anggota 

𝐴. Untuk membuktikan 𝐴 = 𝐵 maka haruslah dibuktikan bahwa 𝐴 ⊆ 𝐵 dan 𝐵 ⊆ 𝐴. 

Komplemen himpunan 𝐴 adalah semua anggota dalam semesta yang bukan 

anggota 𝐴. Notasi komplemen 𝐴 adalah 𝐴𝑐. Secara matematik dapat ditulis sebagai 

𝐴𝑐 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝑈 dan 𝑥 ∉ 𝐴}. 

Gabungan (union) dua himpunan 𝐴 dan 𝐵 adalah suatu himpunan yang 

anggota-anggotanya terdiri atas semua anggota dari himpunan 𝐴 atau 𝐵. Notasi 

yang digunakan adalah 𝐴 ∪ 𝐵, yang secara matematik dapat ditulis                              

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 atau 𝑥 ∈ 𝐵}. 

Irisan (intersection) dari dua himpunan 𝐴 dan 𝐵 adalah suatu himpunan 

yang anggotanya terdiri atas anggota himpunan 𝐴 yang juga merupakan anggota 𝐵. 

Dalam hal ini digunakan notasi 𝐴 ∩ 𝐵. Secara matematik dapat ditulis                       

𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 dan 𝑥 ∈ 𝐵}. 
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2.2 Operasi Biner 

Definisi 2.2 (Anton, 2000) 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 himpunan tak kosong, 𝑓: 𝐴 → 𝐵 disebut pemetaan (fungsi) jika 

dan hanya jika untuk setiap elemen di 𝐴 mempunyai pasangan di 𝐵, dan untuk 

setiap dua elemen sama dari 𝐴 mempunyai pasangan yang sama di 𝐵. Secara 

matematis dapat ditulis: 

𝑓: 𝐴 → 𝐵 fungsi jika dan hanya jika 

1. ∀𝑥 ∈ 𝐴 berlaku 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵 

2. ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴, 𝑥1 = 𝑥2, berlaku 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) 

 

Definisi 2.3 (Setiawan, 2011) 

Misalkan 𝑓: 𝐴 → 𝐵 pemetaan: 

1. Pemetaan 𝑓 disebut injektif (satu-satu) jika dan hanya jika: 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴, 𝑥1 ≠ 𝑥2, berlaku 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2), atau 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴, 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) berlaku𝑥1 = 𝑥2. 

2. Pemetaan 𝑓 disebut surjektif (pada) jika: 

∀𝑦 ∈ 𝐵 ∃𝑥 ∈ 𝐴 ∋ 𝑓(𝑥) = 𝑦. 

3. Pemetaan 𝑓 disebut bijektif (korespondensi satu-satu) jika 𝑓 injektif dan 

surjektif. 

4. Permutasi pada himpunan 𝐴 adalah pemetaan bijektif 𝐴 → 𝐴. 
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Definisi 2.4 (Setiawan, 2011) 

Operasi biner ∗ pada himpunan tak kosong 𝐴 adalah pemetaan dari setiap pasangan 

berurutan (𝑎, 𝑏) di 𝐴×𝐴 dengan tepat satu elemen 𝑎 ∗ 𝑏 di 𝐴. 

Sifat-sifat operasi biner 

Misalkan ∗ operasi biner pada himpunan tak kosong 𝐴 

1. Operasi biner ∗ dikatakan bersifat komutatif jika 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 

2. Operasi biner ∗ dikatakan bersifat assosiatif jika 

(𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐), ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴  

3. Elemen 𝑒 ∈ 𝐴 dikatakan elemen identitas untuk ∗ pada 𝐴 jika 

𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑎, ∀𝑎 ∈ 𝐴  

4. Elemen 𝑎 ∈ 𝐴 dikatakan mempunyai invers 𝑏 untuk ∗ pada 𝐴 jika  

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 = 𝑒, 𝑏 disebut invers untuk 𝑎, dapat dinotasikan dengan            

𝑏 = 𝑎−1. 

 

2.3 Teori Grup 

2.3.1 Grup 

Definisi 2.5 (Milne, 2013) 

Suatu grup (group) < 𝐺,∗> terdiri dari himpunan tak kosong 𝐺 bersama dengan 

operasi biner ∗ yang didefinisikan pada 𝐺 dan memenuhi: 

1) Operasi biner ∗ bersifat assosiatif 

2) Terdapat elemen identitas 𝑒 ∈ 𝐺 untuk ∗ pada 𝐺 

3) ∀𝑎 ∈ 𝐺 ∃𝑎−1 ∈ 𝐺 ∋ 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒, (setiap elemen di 𝐺 mempunyai 

invers) 
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Contoh 2.2: 

ℤ merupakan grup terhadap operasi +. 

Penyelesaian: 

Operasi + pada ℤ bersifat tertutup karena ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ. 

Operasi + pada ℤ bersifat assosiatif karena  

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ, (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐). 

0 ∈ ℤ merupakan elemen identitas untuk + pada ℤ karena 

∀𝑎 ∈ ℤ, 𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎. 

∀𝑎 ∈ ℤ, ∃(−𝑎) ∈ ℤ sehingga 𝑎 + (−𝑎) = (−𝑎) + 𝑎 = 0, −𝑎 ∈ ℤ merupakan 

invers untuk 𝑎 ∈ ℤ. 

Jadi ℤ merupakan grup terhadap operasi + karena memenuhi aksioma-aksioma 

yang berlaku pada grup, dapat dinotasikan dengan < ℤ, +>.  

 

Definisi 2.6 (Setiawan, 2011) 

Order dari grup 𝐺 adalah banyaknya elemen grup 𝐺, dinyatakan dengan |𝐺|. 

 

Definisi 2.7 (Fraleigh, 1989) 

Grup 𝐺 dikatakan abelian jika operasi biner ∗ bersifat komutatif. 

Contoh 2.3: 

Berdasarkan contoh 2.2 diperoleh bahwa < ℤ, +> merupakan suatu grup. 

< ℤ, +> juga merupakan grup abelian karena ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎. 
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Teorema 2.1 (Fraleigh, 1989) 

Misalkan < 𝐺,∗> grup, dan 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺: 

1. Jika 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 ∗ 𝑐 maka 𝑏 = 𝑐 (hukum kanselasi kiri). 

2. Jika 𝑏 ∗ 𝑎 = 𝑐 ∗ 𝑎 maka 𝑏 = 𝑐 (hukum kanselasi kanan). 

Bukti: 

1. Hukum kanselasi kiri 

Diberikan 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 ∗ 𝑐. 

Karena 𝐺 grup dan 𝑎 ∈ 𝐺 maka ∃𝑎−1 ∋ 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒 dengan 𝑒 

identitas. 

Akibatnya 

𝑎−1 ∗ (𝑎 ∗ 𝑏) = 𝑎−1 ∗ (𝑎 ∗ 𝑐) 

Dengan menggunakan hukum assosiatif diperoleh 

(𝑎−1 ∗ 𝑎) ∗ 𝑏 = (𝑎−1 ∗ 𝑎) ∗ 𝑐 

Dengan hukum invers diperoleh 

𝑒 ∗ 𝑏 = 𝑒 ∗ 𝑐 

Dengan hukum identitas diperoleh 

𝑏 = 𝑐. 

2. Analog untuk hukum kanselasi kanan. 

 

Teorema 2.2 (Fraleigh 1989) 

Misalkan 𝐺 grup 

1. Elemen identitas pada 𝐺 adalah tunggal. 

2. Invers elemen pada 𝐺 adalah tunggal. 
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Bukti: 

1. Misalkan 𝑒1 dan 𝑒2 elemen identitas untuk ∗ pada 𝐺. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑒1 = 𝑒2. 

 

Penyelesaian 

Karena 𝑒1 dan 𝑒2 merupakan elemen identitas di 𝐺, maka 

∀𝑥 ∈ 𝐺 berlaku 𝑥 ∗ 𝑒1 = 𝑒1 ∗ 𝑥 = 𝑥 

∀𝑦 ∈ 𝐺 berlaku 𝑦 ∗ 𝑒2 = 𝑒2 ∗ 𝑦 = 𝑦 

Karena 𝑒1 ∈ 𝐺 berlaku 𝑒1 ∗ 𝑒2 = 𝑒2 ∗ 𝑒1 = 𝑒1 

Karena 𝑒2 ∈ 𝐺 berlaku 𝑒2 ∗ 𝑒1 = 𝑒1 ∗ 𝑒2 = 𝑒2 

Akibatnya 𝑒1 = 𝑒1 ∗ 𝑒2 = 𝑒2 

Jadi 𝑒1 = 𝑒2. 

2. Misalkan 𝑎 dan 𝑏 merupakan invers dari 𝑥 di 𝐺. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑎 = 𝑏. 

Karena 𝑎 dan 𝑏 merupakan invers dari 𝑥 di 𝐺, maka 

𝑎 ∗ 𝑥 = 𝑥 ∗ 𝑎 = 𝑒 

𝑏 ∗ 𝑥 = 𝑥 ∗ 𝑏 = 𝑒 

Diperoleh 

𝑒 = 𝑒 

𝑎 ∗ 𝑥 = 𝑏 ∗ 𝑥 

Dengan menggunakan hukum kanselasi kanan diperoleh 

𝑎 = 𝑏. 
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2.3.2 Subgrup 

Definisi 2.8 (Block, 2009) 

Misalkan 𝐺 grup, 𝑆 ⊆ 𝐺, 𝑆 ≠ ∅ dan operasi biner ∗ di 𝑆 bersifat tertutup. Himpunan 

𝑆 disebut subgrup 𝐺 jika 𝑆 merupakan grup terhadap operasi biner ∗ pada 𝐺. 

Teorema 2.3 (Block, 2009) 

Misalkan 𝐺 grup dan 𝑆 ⊆ 𝐺, 𝑆 ≠ ∅. 𝑆 subgrup 𝐺 jika dan hanya jika: 

1. 𝑒 ∈ 𝑆 

2. 𝑆 tertutup terhadap operasi biner pada 𝐺 

3. Untuk sebarang 𝑥 ∈ 𝑆, inversnya 𝑥−1 ∈ 𝑆. 

Bukti: 

(⇒) 

Diketahui 𝐺 grup dan 𝑆 ⊆ 𝐺, 𝑆 ≠ ∅. 𝑆 subgrup 𝐺. Akan ditunjukkan 𝑆 memenuhi 

syarat 1 sampai 3. 

1. Dengan mengingat definisi 𝑆 subgrup maka 𝑆 merupakan grup sehingga 

identitasnya 𝑒′ ∈ 𝑆. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑒′ = 𝑒 yaitu elemen identitas dalam 𝐺. 

Karena 𝑒′ elemen identitas dalam 𝑆 maka 𝑒′𝑒′ = 𝑒′. 

Dengan menggunakan sifat identitas dari 𝑒 maka 𝑒′ = 𝑒′𝑒 sehingga 

𝑒′𝑒′ = 𝑒′𝑒 

Dengan hukum kanselasi didapat 𝑒′ = 𝑒. 

2. Karena 𝑆 grup maka 𝑆 tertutup pada operasi biner dalam 𝐺. 

3. Misalkan 𝑥 sebarang elemen 𝑆. 

Karena 𝑆 grup maka 𝑥 mempunyai invers 𝑥′ dalam 𝑆. 
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Dengan mengingat ketunggalan dari suatu invers maka 𝑥′ = 𝑥−1 yaitu invers 

dalam 𝐺. 

 

(⇐) 

Diketahui 𝐺 grup dan 𝑆 ⊆ 𝐺, 𝑆 ≠ ∅. 𝑆 memenuhi syarat 1 sampai 3. Akan 

ditunjukkan 𝑆 subgrup 𝐺. 

Syarat 1 sampai 3 merupakan tiga syarat supaya suatu himpunan merupakan grup. 

Syarat lain yang harus dipenuhi adalah hukum assosiatif. 

Karena (𝑎𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐) untuk semua elemen dalam 𝐺 maka tentu saja berlaku untuk 

semua elemen dalam 𝑆 ⊆ 𝐺. 

Karena 𝑆 juga merupakan grup, maka 𝑆 subgrup 𝐺. 

 

2.3.3 Homomorfisma Grup 

Definisi 2.9 (Setiawan, 2011) 

Misalkan < 𝐺,∗> dan < 𝐻,∙> grup. Pemetaan 𝑓: 𝐺 → 𝐻 dinamakan 

homomorfisma grup jika 𝑓 mengawetkan operasi, yaitu: 

𝑓(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑓(𝑥) ∙ 𝑓(𝑦) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. 

 

Ada beberapa definisi khusus mengenai homomorfisma grup pada fungsi 𝑓 

yaitu apabila fungsi 𝑓 surjektif, maka homomorfisma 𝑓 dari 𝐺 ke 𝐻 disebut 

epimorfisma. Apabila fungsi 𝑓 injektif maka homomorfisma 𝑓 disebut 

monomorfisma, sedangkan apabila fungsi 𝑓 bijektif, maka homomorfisma 𝑓 

disebut isomorfisma. 
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Contoh 2.4: 

Misalkan < 𝐺,∙> suatu grup abelian dengan 𝑛 bilangan bulat tertentu, akan 

ditunjukkan bahwa 𝑓: 𝐺 → 𝐺 dengan 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 mendefinisikan suatu 

homomorfisma. 

Penyelesaian: 

Jelas 𝑓(𝑥𝑦) = (𝑥𝑦)𝑛       (definisi 𝑓) 

= 𝑥𝑛𝑦𝑛        (komutatif) 

= 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)       (definisi 𝑓) 

sehingga 𝑓 mengawetkan operasi. Jadi 𝑓 merupakan homomorfisma. 

 

Teorema 2.4 (Setiawan, 2011) 

Misalkan 𝜑: 𝐺 → 𝐺′ suatu homomorfisma grup, maka: 

a. 𝜑(𝑒) = 𝑒′, dengan 𝑒 dan 𝑒′ berturut-turut menyatakan elemen identitas dari 

grup 𝐺 dan 𝐺′. 

b. 𝜑(𝑎−1) = (𝜑(𝑎))
−1

, ∀𝑎 ∈ 𝐺. 

Bukti: 

Diketahui 𝜑: 𝐺 → 𝐺′ suatu homomorfisma grup. 

a. Karena 𝑒𝑒 = 𝑒. Maka 𝜑(𝑒)𝜑(𝑒) = 𝜑(𝑒). 

Berakibat 𝜑(𝑒) = 𝑒′. 

b. ∀𝑎 ∈ 𝐺 berlaku 𝑎𝑎−1 = 𝑎−1𝑎 = 𝑒. 

Diketahui 𝜑(𝑎)𝜑(𝑎−1) = 𝜑(𝑎−1)𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑒) = 𝑒′. 

Karena invers dari 𝜑(𝑎) di 𝐺 tunggal. 

Maka 𝜑(𝑎−1) = (𝜑(𝑎))
−1

. 
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2.4 Konsep Dasar K-Aljabar 

Struktur aljabar merupakan himpunan tak kosong dengan paling sedikit 

satu operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma yang berlaku. Salah satu 

struktur aljabar tersebut adalah K-aljabar. K-aljabar dibangun atas grup dengan 

menggunakan operasi biner ⊙ pada < 𝐺,∗>, sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦 di 𝐺 

didefinisikan 𝑥 ⊙ 𝑦 = 𝑥 ∗ 𝑦−1 dan 𝑒 adalah elemen identitas di 𝐺. 

 

Definisi 2.10 (Dar & Akram, 2006) 

Misalkan < 𝐺,∗> suatu grup dan pada 𝐺 didefinisikan operasi ⊙ sedemikian 

sehingga ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, 𝑥 ⊙ 𝑦 = 𝑥 ∗ 𝑦−1 maka akan membentuk struktur aljabar baru 

yaitu < 𝐺,∗,⊙, 𝑒 >. Suatu < 𝐺,∗,⊙, 𝑒 > dinamakan K-aljabar, jika 𝐺 adalah grup 

dengan order lebih dari 2 dan ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 berlaku: 

(C1) (𝑥 ⊙ 𝑦) ⊙ (𝑥 ⊙ 𝑧) = (𝑥 ⊙ ((𝑒 ⊙ 𝑧) ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑦))) ⊙ 𝑥 

(C2) 𝑥 ⊙ (𝑥 ⊙ 𝑦) = (𝑥 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑦)) ⊙ 𝑥 

(C3) 𝑥 ⊙ 𝑥 = 𝑒 

(C4) 𝑥 ⊙ 𝑒 = 𝑥 

(C5) 𝑒 ⊙ 𝑥 = 𝑥−1 

Dengan operasi ⊙ yang didefinisikan tersebut, dapat disimpulkan bahwa 𝐺 bersifat 

tertutup terhadap operasi ⊙. 

 

 

 

 



17 
 

 

Contoh 2.5: 

Misalkan < ℤ, +> adalah grup dengan identitas 𝑒 = 0. Didefinisikan operasi ⊙ 

pada ℤ, dengan 𝑎 ⊙ 𝑏 = 𝑎 + (−𝑏), ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. Akan ditunjukkan bahwa                      

< ℤ, +,⊙, 0 > adalah K-aljabar. 

Penyelesaian: 

Jelas |ℤ| ≈ ∞, jadi ℤ adalah grup dengan order lebih 2. 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ, 

(C1) Akan ditunjukkan bahwa  

(𝑎 ⊙ 𝑏) ⊙ (𝑎 ⊙ 𝑐) = (𝑎 ⊙ ((𝑒 ⊙ 𝑐) ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑏))) ⊙ 𝑎  

Ruas kiri = (𝑎 ⊙ 𝑏) ⊙ (𝑎 ⊙ 𝑐) 

 = (𝑎 + (−𝑏)) ⊙ (𝑎 + (−𝑐))  

 = (𝑎 − 𝑏) + (−(𝑎 − 𝑐)) 

 = (𝑎 − 𝑏) + (𝑐 − 𝑎) 

 = 𝑐 − 𝑏 

Ruas kanan = (𝑎 ⊙ ((𝑒 ⊙ 𝑐) ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑏))) ⊙ 𝑎 

= (𝑎 ⊙ ((−𝑐) ⊙ (−𝑏))) ⊙ 𝑎 

= (𝑎 ⊙ ((−𝑐) + 𝑏)) ⊙ 𝑎 

= (𝑎 + ((−𝑏) + 𝑐) + (−𝑎) 

= (𝑎 − 𝑏) + (𝑐 − 𝑎) 

= 𝑐 − 𝑏 
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Karena (𝑎 ⊙ 𝑏) ⊙ (𝑎 ⊙ 𝑐) = 𝑐 − 𝑏 dan 

(𝑎 ⊙ ((𝑒 ⊙ 𝑐) ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑏))) ⊙ 𝑎 = 𝑐 − 𝑏 maka  

(𝑎 ⊙ 𝑏) ⊙ (𝑎 ⊙ 𝑐) = (𝑎 ⊙ ((𝑒 ⊙ 𝑐) ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑏))) ⊙ 𝑎. 

(C2) Akan ditunjukkan bahwa 

𝑎 ⊙ (𝑎 ⊙ 𝑏) = (𝑎 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑏)) ⊙ 𝑎  

Ruas kiri = 𝑎 ⊙ (𝑎 ⊙ 𝑏) 

 = 𝑎 ⊙ (𝑎 − 𝑏) 

 = 𝑎 + (𝑏 − 𝑎) 

 = 𝑏 

Ruas kanan = (𝑎 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑏)) ⊙ 𝑎 

= (𝑎 ⊙ (−𝑏)) ⊙ 𝑎 

= (𝑎 + 𝑏) + (−𝑎) 

= 𝑏 

Karena 𝑎 ⊙ (𝑎 ⊙ 𝑏) = 𝑏 dan 

(𝑎 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑏)) ⊙ 𝑎 = 𝑏 maka 

𝑎 ⊙ (𝑎 ⊙ 𝑏) = (𝑎 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑏)) ⊙ 𝑎. 

(C3) 𝑎 ⊙ 𝑎 = 𝑎 + (−𝑎)      (definisi ⊙) 

     = 𝑎 − 𝑎 

     = 0 

Jadi 𝑎 ⊙ 𝑎 = 0. 

(C4) 𝑎 ⊙ 0 = 𝑎 + 0 

     = 𝑎 
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Jadi 𝑎 ⊙ 0 = 𝑎. 

(C5) 0 ⊙ 𝑎 = 0 + (−𝑎)      (definisi ⊙) 

     = −𝑎 

Jadi 0 ⊙ 𝑎 = −𝑎. 

Karena kelima aksioma terpenuhi, maka < ℤ, +,⊙, 0 > adalah K-aljabar. 

Jika < 𝐺,∗> merupakan grup komutatif, maka aksioma 1 dan 2 menjadi: 

(C1) (𝑥 ⊙ 𝑦) ⊙ (𝑥 ⊙ 𝑧) = 𝑧 ⊙ 𝑦 

(C2) 𝑥 ⊙ (𝑥 ⊙ 𝑦) = 𝑦 

Contoh 2.6 

Berdasarkan contoh 2.5 didapat < ℤ, +,⊙, 0 > merupakan K-aljabar, karena             

< ℤ, +> merupakan grup komutatif, akan ditunjukkan apakah C1 dan C2 

terpenuhi. 

Penyelesaian: 

Ambil sebarang 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℤ 

(C1) (𝑥 ⊙ 𝑦) ⊙ (𝑥 ⊙ 𝑧) = (𝑥 + (−𝑦)) ⊙ (𝑥 + (−𝑧)) 

= (𝑥 − 𝑦) + (−(𝑥 − 𝑧)) 

= (𝑥 − 𝑦) + (𝑧 − 𝑥) 

= (𝑥 − 𝑥) + (𝑧 − 𝑦) 

= 𝑧 + (−𝑦) 

= 𝑧 ⊙ 𝑦 
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(C2) 𝑥 ⊙ (𝑥 ⊙ 𝑦) = 𝑥 ⊙ (𝑥 + (−𝑦)) 

= 𝑥 + (−(𝑥 − 𝑦)) 

= 𝑥 + (𝑦 − 𝑥) 

= 𝑦 

Jadi, C1 dan C2 terpenuhi untuk grup komutatif < ℤ, +>. 

 

 



 

43 
 

BAB 5 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

1. Dalam struktur K-aljabar < 𝐺,∗,⊙, 𝑒 > berlaku sifat-sifat berikut. 

a. Hukum kanselasi kiri dan kanselasi kanan. 

b. Misalkan < 𝐺,∗> grup komutatif. Jika < 𝐺,∗,⊙, 𝑒 > adalah suatu K-

aljabar, maka ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 berlaku: 

i. (𝑒 ⊙ 𝑥) ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑦) = 𝑦 ⊙ 𝑥 = 𝑒 ⊙ (𝑥 ⊙ 𝑦) 

ii. (𝑥 ⊙ 𝑧) ⊙ (𝑦 ⊙ 𝑧) = 𝑥 ⊙ 𝑦 

iii. 𝑒 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑥) = 𝑥 

iv. 𝑥 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑦) = 𝑦 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑥)  

c. Jika 𝐺 merupakan K-aljabar komutatif, maka ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 berlaku: 

i. (𝑥 ⊙ 𝑦) ⊙ 𝑧 = (𝑥 ⊙ 𝑧) ⊙ 𝑦, 

ii. (𝑥 ⊙ (𝑥 ⊙ 𝑦)) ⊙ 𝑦 = 𝑒, 

iii. 𝑒 ⊙ (𝑥 ⊙ 𝑦) = (𝑒 ⊙ 𝑥) ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑦). 

d. Misalkan < 𝐺,∗,⊙ 𝑒 > suatu K-aljabar. Jika < 𝐺,∗> tidak komutatif, maka 

∀𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐺 berlaku: 

i. (𝑥 ⊙ 𝑦) ⊙ (𝑢 ⊙ 𝑣) = (𝑥 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑣) ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑦)) ⊙ 𝑢 

ii. (𝑥 ⊙ 𝑦) ⊙ 𝑧 = 𝑥 ⊙ (𝑧 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑦)) 

iii. 𝑒 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑥) = 𝑥 

iv. 𝑒 ⊙ (𝑥 ⊙ 𝑦) = 𝑦 ⊙ 𝑥 
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v. 𝑥 ⊙ 𝑦 = 𝑒 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

2. Dalam struktur K-subaljabar berlaku sifat-sifat sebagai berikut. 

a. Jika 𝐻 himpunan bagian tak kosong dan merupakan K-subaljabar dari             

< 𝐺,∗,⊙, 𝑒 >, maka 𝐻 juga merupakan K-aljabar. 

b. Misalkan < 𝐺,∗,⊙, 𝑒 > adalah suatu K-aljabar dan 𝑔 ∈ 𝐺. Jika 𝐻 suatu 

subgrup dari 𝐺, maka 𝐻𝑔2 = {𝑔 ⊙ (𝑔 ⊙ 𝑥)|𝑥 ∈ 𝐻} adalah suatu K-

subaljabar dari < 𝐺,∗,⊙, 𝑒 >. 

3. Dalam struktur homomorfisma K-aljabar berlaku sifat berikut. 

Misalkan 𝐴1 =< 𝐺1,∗,⊙, 𝑒1 > dan 𝐴2 =< 𝐺2,∗,⊙, 𝑒2 >, 𝐴1 K-aljabar 

komutatif, serta 𝜑: 𝐴1 → 𝐴2 suatu K-homomorfisma, berlaku sifat-sifat berikut: 

i. 𝜑(𝑒1) = 𝑒2 

ii. ∀𝑥1 ∈ 𝐴1, 𝜑(𝑒1 ⊙ 𝑥1) = 𝑒2 ⊙ 𝜑(𝑥1) 

iii. ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴1, 𝜑(𝑥1 ⊙ 𝑥2) = 𝑒2 ⇔ 𝜑(𝑥1) = 𝜑(𝑥2) 

iv. Jika 𝐻1 adalah K-subaljabar dari 𝐴1 maka 𝜑(𝐻1) adalah K-subaljabar 

dari 𝐴2. 

v. Jika 𝐻2 adalah K-subaljabar dari 𝐴2, maka 𝜑−1(𝐻2) adalah K-

subaljabar dari 𝐴1. 

 

5.2 Saran  

Saran yang dapat diberikan untuk penelitian berikutnya adalah menurunkan 

sifat-sifat pada K-aljabar terhadap subkelas dari K-aljabar yaitu Q-aljabar dan B-

aljabar, demikian juga subkelas dari Q-aljabar yaitu BCK-aljabar, BCI-aljabar dan 

BCH-aljabar. 
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