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ABSTRAK 

 

Wijaya,  Hanifah  Putri.  2009.  Penyelesaian  Matching  Bobot  Maksimun  Masalah 
Penugasan  dengan  Metode  Hungarian.  Skripsi.  Jurusan  Matematika,  Fakultas 
Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,   Universitas Negeri Semarang. Pembimbing I: 
Drs. Amin Suyitno, M.Pd dan Pembimbing II: Isnaini Rosyida, S.Si, M.Si. 

 

Kata kunci: matching bobot maksimum penugasan 

Salah satu topik yang menarik dalam graf adalah masalah penugasan pekerjaan 
yang dapat dimodelkan dalam graf bipartit G  (S, T, E) yang himpunan partisinya cocok 
dengan pekerja dan tempat/ kedudukan. Masalah penugasan optimal yang merupakan 
matching  bobot  maksimal  dalam  graf  bipartit  ini  dapat  menggunakan  algoritma 
Hungarian.  Metode  yang  digunakan  dalam  algoritma  Hungarian  dapat  memecahkan 
masalah  sangat  sederhana  dan  mudah  dipahami.  Solusi  yang  diperoleh  bila  kita 
menggunakan  algoritma  Hungarian  akan  selalu  optimum.  Berdasarkan  penjelasan  di 
atas,  penulis  ini  mengkaji  bagaimana  menyelesaikan  matching  bobot  maksimum 
masalah penugasan dengan metode Hungarian.  

Penelitian  ini merupakan  penelitian  studi  pustaka  yang  dilakukan  dalam  dua 
tahap,  yaitu  (1)  mempelajari  dan  mengkaji  matching  bobot  maksimum  masalah 
penugasan  dalam  graf  bipartit  dengan  menggunakan  referensi  yang  ada  serta 
bagaimana membuktikan  teorema  yang mendukung  keberadaannya  (2) menggunakan 
metode  Hungarian  untuk  menyelesaikan  matching  bobot  maksimum  masalah 
penugasan dalam graf bipartit. 

Untuk menyelesaikan matching  bobot maksimum masalah  penugasan  dalam 
graf  bipartit  dapat  digunakan  algoritma  Hungarian.  Sebelum  membahas  algoritma 
Hungarian  terlebih  dahulu  dibahas  teorema:  suatu matching M  dalam  graf  G  adalah 
matching maksimum  jika  dan  hanya  jika  tidak  ada  path  perluasan  yang memuat M 
dalam  G.  Langkah‐langkah  yang  digunakan  untuk  menyelesaikan  matching  bobot 
maksimum masalah  penugasan  sebagai  berikut. Memodelkan  permasalahan  tersebut 
dengan  program  linier, menyelesaikan  bentuk  dual  dari  program  linier  pada  langkah 
sebelumnya, menyelesaikan model  dual  tersebut  dengan  algoritma  Hungarian.  Solusi 
yang diperoleh bila kita menggunakan algoritma hungarian akan selalu optimum. 

Berdasarkan hasil penelitian  tersebut, penulis menyarankan kepada peneliti  lain 
untuk mengkaji penyelesaian matching bobot maksimum masalah penugasan dalam graf 

bipartitel lengkap dengan algorit lain 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Salah satu topik yang menarik dalam graf adalah masalah penugasan 

pekerjaan. Misalnya, diberikan suatu pekerja (sumber) dengan satu atau 

beberapa pekerja untuk satu atau beberapa tempat/ kedudukan (tujuan). Situasi 

ini dapat dimodelkan dengan graf bipartit G (S, T, E) yang himpunan 

partisinya cocok dengan pekerja dan tempat/ kedudukan. Sebuah graf bipartit 

G(S, T, E) adalah suatu graf G(X, E) yang himpunan vertex X dapat dibagi 

menjadi dua himpunan S dan T sedemikian sehingga tidak ada sisi di dalam 

graf yang menghubungkan dua vertex pada himpunan bagian yang sama. 

Masalah penugasan yang memerlukan jumlah maksimal dari posisi yang 

dipenuhi misalnya, perusahaan penyewa menginginkan untuk mendapatkan 

keuntungan maksimal sebagai hasil dari penyewaan. Sebagai contoh, 

pengalaman pekerja merupakan faktor penting yang dipertimbangkan selama 

proses penyewaan. Perusahaan beruntung dengan mempekerjakan sedikit 

orang tetapi banyak pengalaman daripada jumlahnya besar dengan 

pengalaman sedikit. Untuk menggambarkan situasi tersebut digunakan graf 

bipartit (S, T, E) dengan S= banyaknya orang (pekerja) dan T= banyaknya 

pengalaman. Masalah penugasan ini disebut masalah penugasan optimal yang 

merupakan matching bobot maksimal dalam graf bipartit. Salah satu metode 

yang dapat digunakan untuk memecahkan masalah matching bobot maksimum 

dengan menggunakan algoritma Hungarian. Algoritma Hungarian adalah salah 



2 
 

 
 

satu algoritma yang digunakan untuk menyelesaikan persoalan masalah 

assignment. Algoritma ini sendiri diciptakan oleh Harold Kuhn dan James 

Munkres, yang terinspirasi oleh hasil penemuan dua orang matematikawan 

asal Hungaria, yaitu Denes Konig dan Jeno Evergary. Metode yang digunakan 

dalam algoritma Hungarian dapat memecahkan masalah sangat sederhana dan 

mudah dipahami. Solusi yang diperoleh bila kita menggunakan algoritma 

Hungarian akan selalu optimum. Berdasarkan alasan di atas, penulis tertarik 

untuk mengkaji penyelesaian matching bobot maksimum masalah penugasan 

dengan metode Hungarian. 

 

1.2 Perumusan Masalah 

Permasalahannya adalah sebagai berikut. Bagaimana menyelesaikan 

matching bobot maksimum masalah penugasan dengan metode Hungarian? 

 

1.3 Pembatasan Masalah 

Pada skripsi ini masalah yang akan dibahas hanya pada graf bipartit 

yang tidak berarah. 

 

1.4 Tujuan dan Manfaat Kegiatan 

Tujuan kegiatan ini adalah mempelajari penyelesaian matching bobot 

maksimum masalah penugasan dalam graf bipartit dengan algoritma 

Hungarian. Sedangkan manfaat kegiatan adalah sebagai berikut. 
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1.4.1 Bagi penulis 

Untuk mengembangkan ilmu pengetahuan, terutama dalam 

menyelesaikan masalah penugasan. 

 

1.4.2 Bagi pembaca 

Untuk menambah ilmu pengetahuan terutama dalam hal 

penyelesaian matching bobot maksimum masalah penugasan dalam graf 

bipartit dengan algoritma baru. 

 

1.5 Sistematika Penulisan 

BAB I Merupakan bab pendahuluan yang berisi tentang latar belakang, 

perumusan masalah, pembatasan masalah, tujuan dan manfaat 

kegiatan. 

BAB II Menguraikan materi penunjang yang menjadi dasar teori 

disusunnya skripsi ini. 

BAB III Merupakan bab metode penelitian berisi langkah-langkah yang 

dilakukan peneliti.  
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BAB IV Menguraikan pembahasan tentang Penyelesaian matching bobot 

maksimum masalah penugasan dengan metode Hungarian. 

BAB V Berisi Kesimpulan dan Saran dari pembahasan tentang 

Penyelesaian matching bobot maksimum masalah penugasan 

dengan metode Hungarian. 
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

2.1 Definisi Graf 

G disebut graf jika G terdiri dari dua himpunan yaitu himpunan 

hingga tak kosong V(G) yang elemen-elemennya disebut vertex dan 

himpunan (mungkin kosong) E(G) yang elemen-elemennya disebut sisi, 

sedemikian hingga setiap elemen e dalam E(G) adalah sebuah pasangan 

tak berurutan dari vertex-vertex di V(G). V(G) disebut himpunan vertex 

dari G dan E(G) disebut himpunan sisi dari G. 

Definisi 2.1.1 

Misal u dan v adalah vertex-vertex G dan sisi e =  (u, v) (sering ditulis e 

= uv = vu) adalah sisi dari G. Dikatakan, sisi e menghubungkan vertex-

vertex u dan v; vertex u dan vertex v bertetangga (adjacent) di G; u dan 

v adalah vertex-vertex akhir dari sisi e; sisi e bersisian (incident) dengan 

vertex u atau v. 

Order adalah banyaknya vertex-vertex dalam sebuah graf G. 

Contoh 2.1.1  1 

                                         e1     e2                              

         2          e4                         e3           3 

             4 

   Gambar 2.1.1 
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Pada gambar 2.1.1, vertex 1 bertetangga dengan vertex 2 dan 3, tetapi 

tidak adjacent dengan vertex 4. 

Sedangkan sisi (2, 3) bersisian dengan vertex 2 dan vertex 3, sisi (2, 4) 

incident dengan vertex 2 dan vertex 4, tetapi sisi (1, 2) tidak bersisian 

dengan vertex 4. 

Definisi 2.1.2 

Loop adalah sisi yang menghubungkan suatu vertex dengan dirinya 

sendiri. 

Definisi 2.1.3 

Jika terdapat lebih dari satu sisi yang menghubungkan dua vertex, maka 

sisi-sisi tersebut dinamakan sisi rangkap. 

Definisi 2.1.4 

Dua buah sisi disebut bertetangga jika kedua sisi tersebut mempunyai 

salah satu vertex yang sama. 

Definisi 2.1.5 

Banyaknya sisi yang bersisian dengan suatu vertex vi (loop dihitung dua 

kali) disebut derajat (degree) dari vertex tersebut, dinotasikan d(vi). 

Derajat minimum dari graf G dinotasikan dengan (G) dan derajat 

maksimumnya dinotasikan dengan (G). 
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Contoh 2.1.5 

Pada gambar 2.1.1, d (v1) = d (v4) = 2 dan d (v2) = d (v3) = 3. Jadi, (G) 

= 2 dan (G) = 3.  

Definisi 2.1.6 

Suatu vertex berderajat 0 disebut sebagai suatu vertex terisolasi (vertex 

terasing), sedangkan vertex berderajat 1 merupakan end-vertex (vertex 

akhir). 

Contoh 2.1.6 

 a             b            g      

 

    c      d         f 

   Gambar 2.1.5 

g merupakan vertex terasing karena mempunyai derajat 0 dan f 

merupakan vertex akhir karena mempunyai derajat 1. 

Definisi 2.1.7 

Suatu vertex dikatakan genap atau ganjil berdasarkan derajat vertex 

tersebut genap atau ganjil. 

Contoh 2.1.7 
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Pada gambar 2.1.5 maka: - a,b,c dan g merupakan vertex genap. 

             - d dan f merupakan vertex ganjil. 

Definisi 2.1.8 

Suatu graf dikatakan reguler jika semua vertex dari graf tersebut 

mempunyai derajat yang sama. 

Contoh 2.1.8 

Graf reguler derajat 1, 2 dan 3: 

      a                    b           a                    b       a                        b 

                                                      c 

                                  Gambar 2.1.7      c     d                    

Definisi 2.1.9 

Sebuah graf G dikatakan r-reguler atau reguler berderajat r, jika setiap 

vertex pada G mempunyai derajat r. 

Contoh 2.1.9 

 G:         a 

         f                                b 

                                        

                                            d                        c                

   Gambar 2.1.8 
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Graf G merupakan graf 4-reguler. 

2.2 Walk, Trail dan Path 

Definisi 2.2.1 

Misalkan G graf. Sebuah jalan (walk) di G adalah sebuah 

barisan berhingga (tak kosong) W = v0 e1 v1 e2 v2...ek vk yang suku-

sukunya bergantian vertex dan sisi, sedemikian sehingga vi-1 dan vi 

adalah vertex akhir sisi ei, untuk 1< i < k. Kita katakan W adalah sebuah 

jalan dari v0 ke vk. Vertex v
0 

dan vertex v
k 

berturut-turut disebut vertex 

awal dan vertex akhir W. Sedangkan vertex-vertex v
1
, v

2
,...,v

k-1 
disebut 

vertex-vertex internal dari W; dan k disebut panjang dari W. Perhatikan 

bahwa panjang dari jalan W adalah banyaknya sisi dalam W. Jika 

semua sisi e
1
, e

2
, e

3
,...,e

k 
dalam jalan W berbeda, maka W disebut 

sebuah jejak (trail). 

Contoh 2.2.1 

 b              e4 d              e6               f                     

      e1                e2             e5                       e7         e8 

                 e3                                   e9 

  a   c            g    

Gambar 2.2.1 

a e1 b e4 d e5 c e2 b e4 d e6 f e7 c adalah perjalanan antara a dan c yang 

memuat sisi e4 dua kali, vertex b, c dan d dua kali. 
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Definisi 2.2.2 

Jika semua vertex dan sisi dalam jalan W juga berbeda, maka W disebut 

sebuah lintasan (path). A nontrivial path adalah path yang mempunyai 

order sekurang-kurangnya 2. 

Contoh 2.2.2 

Pada gambar 2.2.1 perjalanan a e1 b e2 c e7 f e8 g tidak ada vertex dan 

sisi yang diulang karena itu merupakan path. 

Definisi 2.2.3 

Closed walk adalah sebuah jalan yang berawal dan berakhir pada vertex 

yang sama. 

Open walk adalah sebuah jalan yang berawal dan berakhir pada vertex 

yang tidak sama. 

Closed trail adalah sebuah jejak yang berawal dan berakhir pada vertex 

yang sama. 

Definisi 2.2.4 

Sebuah sikel (cycle) adalah sebuah jejak tertutup (closed trail) yang 

vertex awal dan semua vertex internalnya berbeda. Suatu cycle genap 

(even cycle) adalah cycle yang memuat bilangan genap dari sisi tersebut 
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dan suatu cycle ganjil (odd cycle) adalah cycle yang memuat bilangan 

ganjil dari sisi tersebut. 

Banyaknya sisi dalam suatu cycle disebut panjang dari cycle tersebut. 

cycle dengan panjang k disebut k- cycle. 

Definisi 2.2.5 

Panjang lintasan adalah banyaknya sisi dalam lintasan tersebut. 

Contoh 2.2.5 

Lintasan a e1 b e2 c e7 f e8 g pada gambar 2.1.1 memiliki panjang 4. 

Definisi 2.2.6 

Graf tak-berarah G disebut graf terhubung (connected graph) jika untuk 

setiap pasang vertex vi dan vj dalam himpunan V terdapat lintasan dari 

vi ke vj (yang juga harus berarti ada lintasan dari vj ke vi). 

Definisi 2.2.7 

Pohon (tree) adalah graf terhubung yang tidak memuat sikel (cycle). 

Contoh 2.2.7 

Tiga buah graf pada gambar 2.2.7 adalah pohon. 
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    Gambar 2.2.7 

2.3 Definisi Subgraf 

Definisi 2.3.1 

Sebuah graf K disebut graf bagian (subgraf) dari graf G, 

dinotasikan K⊆G, jika V(K) ⊆  V(G) dan E(K) ⊆  E(G). 

Contoh 2.3.1 

                       5 

        f 

                       h      g 1 

               1            a         4  b   a 

          b    2         e  2                                    4 

                     i                d                                 d  e 

    6      j           3     3 

    G          K 

Gambar 2.3.1   

Definisi 2.3.2 

Subgraf G1 = (V1, E1) dari G = (V, E) dikatakan spanning subgraf jika 

V1 = V. 
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Contoh 2.3.2 

Pada gambar 3.2, G1 adalah spanning subgraf dari G, tetapi G2 bukan 

spanning subgraph dari G karena G2 tidak mengandung semua vertex 

G. 

         1                 1                                1 

   2 3               2                    3                 2                    3 

 

    4                     5             4                        5 

       G             G1                G2 

Gambar 2.3.2 

2.4 Graf khusus 

Definisi 2.4.1 

Sebuah graf G disebut graf bipartit jika V(G) dapat dipartisi menjadi 

dua himpunan bagian S dan T sedemikian sehingga setiap sisi dari G 

menghubungkan sebuah vertex di S dan sebuah vertex di T. Kita 

notasikan (S, T) bipartit dari G. 

Graf bipartit G dapat dinotasikan juga dengan G (S, T, E). 
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Contoh 2.4.1 

 

 

 

    Gambar 2.4.1 

Definisi 2.4.2 

Graf berbobot adalah sebuah graf G dimana setiap sisi e adalah suatu 

bilangan real non negative, w(e) disebut bobot dari e. Bobot dari graf G 

dinotasikan w(g) yaitu jumlah bobot dari semua sisi-sisi. 

Contoh 2.4.2    a 

                       10              12 

  e           2           b 

  15 11   9 

  d          14 c 

       Gambar 2.4.2. Graf bebobot.   
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2.5 Matching 

Definisi 2.5.1 

Suatu matching dalam graf adalah suatu himpunan sisi dengan aturan 

tidak ada vertex yang incident dengan lebih dari satu sisi dalam 

himpunan. 

Contoh 2.5.1 

      a        e1         b                   f          e6        g  

                     e2 M        e3   e5 M      

                      c          e4           d 

 Gambar 2.5.1 

Dalam gambar 2.5.1 M1 = {e2, e5} dan M2 = {e1, e4, e6} merupakan 

matching. 

Definisi 2.5.2 

Suatu single vertex adalah vertex yang tidak berada dalam sebuah 

matching. 

Contoh 2.5.2 

Single vertex dalam matching M1 dari gambar 5.1 adalah a dan g. 
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Definisi 2.5.3 

Suatu path berayun (alternating path) adalah path yang sisiya berada 

dalam sebuah matching maupun yang tidak dalam sebuah matching. 

Jika path berayun dimulai dan diakhiri dengan single vertex disebut 

dengan path perluasan (augmenting path). 

Contoh 2.5.3 

Pada gambar 5.1 yang merupakan path berayun adalah abcdf, abcdfg, 

bcdf, bcdfg. Sedang path perluasan pada gambar 5.1 adalah abcdfg. 

Definisi 2.5.4 

Sebuah vertex dikatakan vertex matched jika vertex tersebut merupakan 

vertex dalam sebuah matching, sedang sebuah sisi dikatakan sisi 

matched jika sisi tersebut memuat matched dan suatu sisi disebut sisi 

unmatched jika sisi tersebut tidak memuat matched. 

Contoh 2.5.4 

Pada gambar 5.1, b, f, c, d merupakan vertex matched dari matching 

M1, e2 dan e5 merupakan sisi matched dari matching M1, sedang e1, e3, 

e4, e6 disebut sisi unmatched matching M1. 
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2.6 Matching maksimum dan matching bobot maksimum 

Definisi 2.6.1 

 Kardinalitas suatu matching adalah banyaknya sisi dalam matching 

tersebut, dinotasikan ││. Sebuah matching graf G dengan kardinalitas 

maksimum disebut matching maksimum. 

Contoh 2.6.1 

                      

           a        e1          b                   f        e6           g                                    

                              e2               e3         e5 

                               c          e4            d 

   Gambar 2.6.1 

Dalam graf G di atas himpunan M1 = {bc, fd} merupakan matching 

sedang M2 = {ab, cd, fg} merupakan matching maksimum, karena 

kardinalitas M2 maksimum, yaitu: 

  │M1│= 2 dan │M2│= 3. 
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Definisi 2.6.2 

Jika G merupakan graf dengan order P yang mempunyai matching 

dengan kardinalitas p/2, maka matching tersebut disebut perfect 

matching. 

Contoh 2.6.2 

                     b                                    e                                                          

       a        M                                          M f 

                       c               M             d 

   Gambar 6.2 

Graf di atas mempunyai order 6, sehingga perfect matching mempunyai 

kardinalitas 6/2 = 3, yaitu {ab, cd, ef}, {ac, df, eb}. 

Definisi 2.6.3 

Matching bobot maksimum dalam graf berbobot merupakan suatu 

matching yang jumlah dari bobot sisinya maksimum. 

Contoh 2.6.3 

      a          M            b                       c         M           e                        f  

                  1                        2                        5                         1 
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                                                         1 

d 

Gambar 2.6.3 

Pada gambar 2.6.3 menunjukkan bahwa matching M* = {ab, ce} 

merupakan matching bobot maksimum, sedangkan M’ = {bc, cd, ef} 

bukan merupakan matching bobot maksimum, karena (M*) =6 dan 

 (M’) =3. 

2.6.4 Perluasan Matching sekitar Path Perluasan 

Definisi. Misal M matching dalam graf G, dan andaikan bahwa P 

sebuah path perluasan yang memuat matching M. Misal M’ 

menunjukkan himpunan sisi dari P yang termasuk sisi-sisi pada M, dan 

misal M’’ = E(P) – M’. Himpunan M1 = (M – M’) ∪  M’’ dan M1 

adalah sebuah matching dari G yang mempunyai kardinalitas │M│+1. 

Dikatakan pula M1 dihasilkan dengan memperluas M sepanjang P. 

Contoh 2.6.4: 

     a 

 

                                                       b                

                                                        c                 

     h                                    g                    d                                  
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   f                         e 

    Gambar 2.6.4.a 

 

 

Dari graf G di atas didapat hasil sebagai berikut: 

M  = {bc, de, fg}. 

P  = {a b c d e f g h}. 

M’  = {bc, de, fg}. 

M’’= E(P) – M’ 

 = {ab, bc, cd, de, ef, fg, gh}-{bc, de, fg} 

 = {ab, cd, ef, gh}. 

M1 = (M – M’) ∪  M’’ 

 = {(bc, de ,fg) – (bc, de, fg) – (ab, cd, ef, fg)} 

 = {ab, cd, ef, gh}. 

M1 merupakan matching yang dihasilkan dengan perluasan matching 

sekitar path perluasan P yang digambarkan pada gambar berikut:  

                                                a 

                                                     M                 

                   b     
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        c 

       M        

          h       M           g       d                                                                        

                                      f         M         e 

                             Gambar 2.6.4.b 

Gambar 2.6.4.b merupakan perluasan matching sekitar path perluasan. 

Dalam gambar 2.6.4.a menunjukkan sisi G dan matching M. Vertex 

matched ditebalkan, sedangkan single vertex tidak ditebalkan. Gambar 

2.6.4.b menunjukkan graf G dan matching M1, yang dihasilkan dengan 

memperluas M disekitar path perluasan P: a b c d e f g h. 

Teorema 2.6.4.1 

Misal M1 dan M2 matching di graf G. Misal E himpunan sisi di G yang 

termasuk sisi-sisi di M1 atau di M2, tetapi tidak untuk keduanya. Bahwa 

E = (M1 - M2)  (M2 – M1). Misal H spanning subgraph dari G dengan 

himpunan sisi E (H = E). Maka masing-masing komponen H adalah 

salah satu dari tipe: 

(a) Sebuah vertex terasing 

(b) Sebuah cycle genap yang sisinya berurutan dalam M1 dan M2 

(c) Sebuah nontrivial path yang sisinya berurutan dalam M1 dan M2 

sedemikian sehingga masing-masing vertex akhir dalam path 

tersebut merupakan vertex di M1 atau M2, tetapi tidak untuk 

keduanya. 
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Bukti: 

Pertama tinjau bahwa (H)  2 karena setiap vertex H incident dengan 

paling banyak satu sisi M1 dan paling banyak satu sisi M2. Akibatnya, 

setiap komponen H merupakan sebuah path (kemungkinan trivial) atau 

sebuah cycle. Jika sebuah komponen H adalah trivial path, maka 

komponen itu adalah sebuah vertex terasing. Berikutnya perhatikan 

komponen H yang memuat sisi. Karena tidak ada dua sisi dalam 

matching yang adjacent, maka sisi-sisi dari setiap cycle dan path H 

merupakan sisi-sisi di M1 dan M2. Oleh karena itu, setiap cycle H adalah 

genap. 

 Andaikan e = u v adalah sebuah sisi H dan u adalah vertex akhir 

dari suatu path P yang merupakan sebuah komponen H. Bukti akan 

menjadi lengkap jika dapat ditunjukkan bahwa u adalah sebuah vertex 

tunggal yang terkait dengan satu vertex di M1 dan M2. Karena e  E(H) 

maka e  M1 – M2 atau e  M2 – M1. Misalakan e  M1 – M2. Maka u 

adalah sebuah vertex matched yang terkait dengan M1. Selanjutnya, 

akan dibuktikan u adalah vertex tunggal yang terkait juga dengan satu 

titik di M2. Andaikan ada sebuah sisi f dalam M2 (jadi , f  e) 

sedemikian sehingga f incident dengan u. Karena e dan f adjacent, f  

M1. Jadi f  M2 – M1  E(H). Hal ini tidak mungkin karena u adalah 

sebuah vertex akhir dari P. Kontradiksi, sehingga u adalah vertex 
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tunggal yang terkait dengan sebuah titik di M2. Dengan demikian, jika e 

 M2 – M1, maka u adalah tunggal yang memuat M1.  

Teorema 2.6.4.2 

Suatu matching M dalam graf G adalah matching maksimum jika dan 

hanya jika tidak ada path perluasan yang memuat M dalam G. 

Bukti:  

 Jika M matching maksimum dalam G maka tidak ada path 

perluasan yang memuat M dalam G. 

Misal M matching maksimum dalam G. Andaikan G ada path 

perluasan P maka P mempunyai panjang ganjil. Misal M’ 

menunjukkan himpunan sisi-sisi P yang memuat M dan misal M’’ = 

E(P) – M’. Karena │M’’│= │M’│+ 1 maka himpunan (M - M’) 

∪M’’ adalah sebuah matching yang kardinalitasnya lebih besar dari 

M. Kontradiksi, karena diketahui bahwa M adalah matching 

maksimum. Sehingga yang benar adalah jika M merupakan 

matching maksimum maka tidak ada path perluasan yang memuat 

M. 

 Jika tidak ada path perluasan yang memuat M dalam G maka M 

adalah matching maksimum. 
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 Misal M1 matching dari graf G dan tidak ada path perluasan yang 

memuat M1 dalam G. Akan dibuktikan bahwa M1 adalah matching 

maksimum. Misal M2 matching maksimum dalam G. Dari bukti 

bagian pertama, tidak ada path perluasan yang memuat M2. Misal 

H spanning subgraph dari G dengan E(H) = (M1 – M2) ∪ (M2 – 

M1). Akan dibuktikan bahwa setiap komponen H memuat sisi-sisi 

yang berjumlah genap dalam sisi, dimana setengah berada di M1 

dan setengah lagi berada di M2. 

Misal H1 komponen dari H. Maka H1 memenuhi salah satu tipe (a), 

(b) atau (c) pada Teorema 2.6.4.1. Jika  H1 merupakan tipe (a) 

maka diabaikan, karena tidak dapat digunakan untuk membuktikan 

pernyataan. Jika H1 memenuhi tipe (b) atau H1 terdiri dari cycle 

genap yang sisinya berurutan dalam M1 dan M2 maka jelas 

banyaknya sisi di H1 genap dimana setengahnya berada di M1 dan 

setengahnya berada di M2. Jika H1 memenuhi tipe (c) atau H1 path 

berayun yang sisinya berurutan M1 dan M2 sedemikian sehingga 

masing-masing vertex akhir dalam path tersebut merupakan vertex 

di M1 atau M2, maka H1 memiliki sisi berjumlah genap dimana 

setengahnya berada di M1 dan setengahnya berada di M2. 

Jadi dapat dibuktikan bahwa │M1│= │M2│atau M1 merupakan 

matching maksimum. 

2.7 Model Transportasi 
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Persoalan transportasi membahas masalah pendistribusian suatu 

komoditas atau produk dari sejumlah sumber (supply) kepada sejumlah 

tujuan (destination, demand), dengan tujuan meminimumkan ongkos 

pengangkutan yang terjadi. 

Secara dramatik, model transportasi dapat digambarkan sebagai 

berikut: 

Misalkan ada m buah sumber dan n buah tujuan. 

               Sumber     Tujuan 

                    a                          x11            b 

                                                x12 

                                                 - 

                                                 - 

                                                x1n 

 

     x21 

     x22 

     -       - 

           -   -       - 

           -   x2n       - 

                           - 

           -   xm1 

     xm2 

     - 

     - 

i= 1 

i= 2 

i=m 

j= 1 

j= 2 

j= 3 

j= n 
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     xmn 

a) Masing-masing sumber mempunyai kapasitas ai, i= 1, 2, 3,..., m 

b) Masing-masing tujuan membutuhkan komoditas sebanyak bj, j= 1, 

2, 3,..., n 

c) Jumlah satuan (unit) yang dikirimkan dari sumber i ke tujuan j 

adalah sebanyak xij. 

d) Ongkos pengiriman per unit dari sumber i ke tujuan j adalah cij. 

Dengan demikian, maka formulasi program liniernya adalah sebagai 

berikut: 

Minimumkan: z =  

Berdasarkan pembatas: , i = 1, 2,..., m 

 , j = 1, 2,..., n 

  untuk seluruh i dan j. 

2.8 Model Penugasan 

Model penugasan merupakan kasus khusus dari model 

transportasi, di mana sejumlah m sumber ditugaskan kepada sejumlah n 

tujuan (satu sumber untuk satu tujuan) sedemikian sehingga didapat 

ongkos total yang minimum. 

Biasanya yang dimaksud dengan sumber ialah pekerjaan (atau 

pekerja), sedangkan yang dimaksud dengan tujuan ialah mesin-mesin. 

Jadi, dalam hal ini, ada m pekerjaan yang ditugaskan pada n mesin, di 
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mana apabila pekerjaan i (i = 1, 2,..., m) ditugaskan kepada mesin j (j = 

1, 2,..., n) akan muncul ongkos penugasan cij. Karena satu pekerjaan 

ditugaskan hanya pada satu mesin, maka supply yang dapat digunakan 

pada setiap sumber adalah 1 (atau ai = 1, untuk seluruh i). Demikian 

pula halnya dengan mesin-mesin karena satu mesin hanya dapat 

menerima satu pekerjaan, maka demand dari setiap tujuan adalah 1 

(atau bj = 1, untuk seluruh j). Jika ada suatu pekerjaan yang tidak dapat 

ditugaskan pada mesin tertentu, maka cij yang berkorespondensi 

dengannya merupakan ongkos yang sangat tinggi. Model penugasan ini 

merupakan penggambaran matching bobot maksimum masalah 

penugasan dalam graf bipartit. 

Penggambaran umum persoalan penugasan tersebut adalah 

sebagai berikut:    

      Mesin 

   1 2 . . . n 

  1 c11 c12 . . . c1n 1 

Pekerjaan 2 c21 c22 . . . c2n 1 

  . . .  . . 

  . . .  . . 

    . . .  . . 

    m cm1 cm2 . . . cmn 1 
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     1 1 . . . 1 

Secara matematis, model penugasan ini dapat dinyatakan 

sebagai berikut: 

 

Dengan demikian, model persoalan penugasan ini adalah: 

Minimumkan: z =  

Berdasarkan pembatas: 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini sebagai berikut. 

1. Penemuan Masalah 

 Metode ini merupakan tahapan pertama dalam penelitian yaitu dengan 

pencarian ide atau gagasan materi dari bidang kajian yang dipilih dan 

dijadikan permasalahan untuk dikaji pada penelitian ini. 

2.  Perumusan Masalah 

Perumusan masalah dalam skripsi ini adalah bagaimana menentukan matching 

bobot maksimum pada masalah penugasan dalam graf bipartit untuk graf tidak 

berarah? 

3. Studi Pustaka 

 Studi pustaka merupakan penelaah sumber pustaka relevan yang digunakan 

untuk mengumpulkan data maupun informasi yang diperlukan dalam 

penelitian ini. Studi pustaka diawali dengan mengumpulkan sumber pustaka 

yaitu berupa buku-buku maupun referensi yang menjadi dasar dalam 

penelitian ini. Setelah sumber pustaka terkumpul dilanjutkan dengan 

penelaahan isi sumber pustaka tersebut. Pada akhirnya sumber pustaka ini 

dijadikan landasan untuk melakukan penelitian ini. 
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4. Analisis Pemecahan Masalah 

 Pada tahap ini dilakukan analisis dan pemecahan masalah yaitu dengan 

langkah-langkah sebagai berikut. 

a. Mempelajari dan mengkaji matching bobot maksimum masalah penugasan 

dalam graf bipartit dengan menggunakan referensi yang ada serta 

bagaimana membuktikan teorema yang mendukung keberadaannya. 

b. Membahas alur Metode Hungarian. 

c. Menggunakan metode Hungarian untuk menyelesaikan matching bobot 

maksimum masalah penugasan dalam graf bipartit. 

5. Penarikan Simpulan 

 Tahap ini merupakan tahap terakhir dari penelitian. Setelah menganalisis dan 

memecahkan masalah berdasarkan studi pustaka dan pembahasannya 

kemudian dibuat sebagai simpulan sebagai jawaban dari permasalahan yang 

telah dirumuskan sebelumnya. 
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BAB IV 

PENYELESAIAN  MATCHING BOBOT MAKSIMUM MASALAH 

PENUGASAN DENGAN METODE HUNGARIAN 

 Algoritma adalah suatu himpunan aturan atau instruksi yang didefinisikan 

secara jelas untuk mendapatkan keluaran tertentu dari masukan tertentu pula 

dalam jumlah berhingga langkah. Algoritma yang digunakan untuk menyelesaikan 

masalah penugasan dalam graf bipartit ini antara lain Algoritma Hungarian. 

Sebelum membahas algoritma Hungarian terlebih dahulu akan dibahas.  

4.1 Pemodelan masalah penugasan matching bobot maksimum dalam graf 

bipartit 

Masalah penugasan dapat dimodelkan dalam graf bipartit G(S, T, E). 

Penentuan matching bobot maksimum pada graf G dapat dimodelkan dengan 

program linier sebagai berikut.  

Memaksimalkan:  (4.1.1) 

Kendala: , untuk semua i  S (4.1.2) 

 , untuk semua j  T (4.1.3) 

 , untuk semua i  S, j  T (4.1.4) 

Keterangan: 

cij = matriks masalah penugasan (bobot tiap sisi) 
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xij = variabel sisi dari vertex i ke vertex j  

 artinya paling banyak hanya ada satu sisi   i  S yang terpilih 

sebagai sisi matching. 

 artinya paling banyak hanya ada satu sisi   j  T yang terpilih 

sebagai sisi matching. 

 artinya banyaknya sisi minimal 0  i  S, j  T 

Masalah ini sama seperti bentuk masalah transportasi khusus. Titik 

optimalnya selalu ada dalam bentuk integer. Kemudian xij = 1 jika dan hanya 

jika sisi dari i S sampai j T termasuk dalam matching optimal (maksimum). 

Batasan yang jelas adalah lebih dari satu sisi dalam solusi fisibel incident ke 

beberapa vertex. 

Dalam mengerjakan algoritma untuk masalah penugasan dalam graf 

bipartit ini, terlebih dahulu dengan cara menuliskan dualnya dalam program 

linier dari masalah penugasan. Variabel dualnya adalah ui dengan vertex-

vertex i S dan vj dengan vertex-vertex j T. 

Bentuk dualnya sebagai berikut: 

Meminimalkan:  (4.1.5) 

Kendala:  , untuk semua i, j (4.1.6) 

 , untuk semua i, j (4.1.7) 
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Dengan melengkapi variabel slack yang meliputi: 

a) Jika  maka  

b) Jika  maka  

c) Jika  maka  

Algoritma Hungarian dimulai dengan solusi fisibel primal dan dual yang 

memenuhi kendala (a) dan (c) secara menyeluruh. Algoritma ini juga mencoba 

untuk mencari path perluasan dengan subgraf dibentuk oleh sisi-sisi yang 

variabel ui + vj = cij. Jika path ditemukan, maka matching baru menjadi fisibel. 

Jika path tidak dapat ditemukan, variabel-variabel dual diselesaikan sehingga 

sedikitnya satu sisi tambahan dapat menjadi subgraf tambahan. 

4.2 Penyelesaian matching bobot maksimum masalah penugasan dalam graf 

bipartit dengan Algoritma Hungarian 

Algoritma Hungarian mencoba mencari path perluasan, jika path 

ditemukan maka matching baru menjadi fisibel yaitu sisi-sisi yang memenuhi 

ui + vj = cij. Algoritma ini juga mencari adanya subgraf tambahan dari 

himpunan dual yang variabel-variabelnya ui dengan vertex-vertex i S dan vj 

dengan vertex-vertex j T yang diselesaikan. 

Misal ui = maksimal j[cij], i  S; vj = 0,  = , j  T. 

Akan dikonstruksi subgraf terdiri atas semua sisi dengan ui + vj = cij. Untuk 

setiap i  S, pilih sisi pertama (i,j) sedemikian sehingga j unmatched dan 
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tempatkan pada himpunan matching M. Semua vertex belum diperiksa dan 

belum dilabel.    

Langkah 1: Labeli setiap vertex unmatched i S dengan p(i) = 0. 

Langkah 2: Pilih vertex belum diperiksa tetapi dilabeli i S atau j T, dan 

diberi nilai  = 0. Jika tidak ada ke langkah 5. 

Langkah 3: Jika vertex yang dipilih dalam langkah 2 adalah i S, labeli vertex 

j T dengan p(j) = i (mengganti sembarang label yang ada) jika ui 

+ vj - cij <  dan gantilah  dengan ui + vj - cij. Jika vertex yang 

dipilih dalam langkah 2 adalah j T, kemudian tentukan label i jika 

j unmatched. Jika vertex j unmatched, ke langkah 4. Jika tidak, 

maka sisi (ij) di M dan beri label vertex i S dengan p(i) = j, 

kembali ke langkah 2. 

Langkah 4: Path perluasan berakhir pada vertex i S atau j T yang akan 

dicari. Mencari path ini menggunakan fungsi predecessor p(). 

Perluasan matching dengan menambah sisi yang tidak berada di 

M dan menghapus sisi-sisi yang berada di M. Kita tulis  =  

 dan hapus semua label dan kembali ke langkah 1. 

Langkah 5: Dipilih = min {ui , i S}, = min {  > 0 , j }, dan  = min 

{ }. Kita tulis kembali ui = ui –   label vertex i S. 

Demikian juga vj = vj +   j T dengan  = 0 dan  =  –    
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M 

vertex j T yang sudah dilabeli dengan  > 0. Jika  = , 

kemudian ke langkah 2. Jika tidak, matching bobot maksimum 

telah ditemukan. 

Untuk menggambarkan algoritma tersebut dapat dilihat dalam contoh di 

bawah ini. Notasikan vertex belum diperiksa dan vertex berlabel dengan L. 

Himpunan variabel dual dan matching diberikan sebagai berikut. 

Contoh 4.2.1 

Diketahui suatu graf bipartit H dengan himpunan variabel dual dan matching 

M di atas, dengan i S untuk i = 1, 2, 3 dan j = a, b, c yang matching M = {(1, 

a)} sebagai berikut. Tentukan matching bobot maksimum dengan 

menggunakan algoritma Hungarian. 

 a       b           c   

1 20      19         18 

   

2 16      12           20 

       

3 18      16         18       

                  

 

 Tabel 4.2.1     Gambar 4.2.1 

 

 

3

2

1

c

b

a 
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Penyelesaian: 

  a b c ui  

1 20 19 18 20   1   a 

2 16 12 20 20   2   b 

3 18 16 18 18   3   c 

vj 0 0 0 

                    

              Tabel 4.2.1.a              Gambar 4.2.1.a 

 

Langkah 1: Vertex 1 dan 3 unmatched. Beri label p(1) = 0, p(3) = 0. 

Langkah 2: L = {1, 3}, pilih i = 1. 

Langkah 3: Beri label vertex j T : p(a) = 1, p(b) = 1, p(c) = 1. 

Vektor  baru: (0, 1, 2). 

Langkah 2: L = {3, a}. Pilih i = 3. 

Langkah 3: Beri label vertex j T : p(c) = 3. 

Maka  = (0, 1, 0). 

Langkah 2: L = {a}. Pilih j = a. 

Langkah 3: Vertex a unmatched. Ke langkah 4. 

Langkah 4: Perluasan matching dengan penelusuran balik label dari vertex i atau 

vertex j yang sudah diperiksa: p(a) = 1, p(1) = 0. 
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Dengan  = ( ) dan M = {(1, a), (2, c)}. Kembali ke 

langkah 1. 

Langkah 1: Vertex 3 unmatched. Beri label p(3) = 0. 

Langkah 2: L = {3}, pilih i = 3. 

Langkah 3: Beri label vertex j T : p(a) = 3, p(b) = 3, p(c) = 3. 

Vektor  baru: (0, 2, 0). 

Langkah 2: L = {a}. Pilih j = a. 

Langkah 3: Vertex a matched. Beri label p(1) = a. 

Langkah 2: L = {1}. Pilih i = 1. 

Langkah 3: Beri label vertex j T :  p(b) = 1. 

Vektor  baru: (0, 1, 0). 

Langkah 2: L = {c}. Pilih j = c. 

Langkah 3: Vertex c matched. Beri label p(2) = c. 

Langkah 2: L = {2}. Pilih i = 2. 

Langkah 3: Tidak ada label baru. 

Langkah 2: Karena vertex unmatched tidak ada ke langkah 5.  

Langkah 5:  = min {20, 20, 18} = 18;  = min {1} = 1;  = min {18, 1} = 1. 

Vertex 1, 2 dan 3 telah diberi label. Pengambilan  dari harga dual 

masing-masing vertex. Tambahkan  pada va dan vc serta kurangkan  

pada . Maka hasilnya sebagai berikut. 
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M

 a b c ui  

1 20 19 18 19   1   a 

2 16 12 20 19   2   b 

3 18 16 18 17   3   c 

vj 1 0 1 

  0 0 0  

              Tabel 4.2.1.b             Gambar 4.2.1.b 

 

Langkah 2: L = {b}. Pilih j = b. 

Langkah 3: Vertex b unmatched. Ke langkah 4. 

Langkah 4: Perluasan matching dengan penelusuran balik label dari vertex i atau 

vertex j yang sudah diperiksa: p(b) = 3, p(3) = 0. 

Dengan  = ( ) dan M = {(1, a), (2, c), (3, b)}. Kembali ke 

langkah 1. 

Langkah 1: Tidak ada lagi vertex i  S yang bisa dipilih. 

Langkah 2: Karena tidak ada vertex unmatched, ke langkah 5. 

Langkah 5:  = min {19, 19, 17} = 17;  = min { } = ;  . 

Karena  , maka matching bobot maksimum telah ditemukan 

M* = {(1, a), (2, c), (3, b)} dengan bobot dari matching bobot 

maksimum  (M*) = 56. 

Sehingga hasil akhirnya sebagai berikut. 
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M

 a b c ui  

1 20 19 18 19   1   a 

2 16 12 20 19   2   b 

3 18 16 18 17   3   c 

vj 1 0 1 

  0 0 0  

              Tabel 4.2.1.c             Gambar 4.2.1.c 

 

Contoh 4.2.2 

Sebuah toko mesin memiliki 4 buah mesin pengebor yang berbeda. Pada 

suatu hari tertentu datang 4 buah pekerjaan yang membutuhkan pengeboran. 

Upah yang harus diberikan pemilik toko pada para pekerja-pekerjanya perhari 

perorangnya (dalam ribuan rupiah) direpresentasikan dalam bentuk matriks 

[cij], dengan cij =  untuk i  4 dan j  4 yang merupakan penggambaran 

matriks dari graf bipartit. 

Tentukan matching bobot maksimum dan biaya/upah minimum dengan 

menggunakan algoritma Hungarian (upah pekerja dalam satuan ribu rupiah).  
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Diberikan juga suatu graf bipartit G dengan himpunan variabel dual dan 

matching M di atas, dengan i S untuk i = 1, 2, 3, 4 dan j = a, b, c, d yang 

matching M = {(1, a), (2, b)} sebagai berikut. 

a b c d  

1 32 18 32 26      1                           a 

 

2 22 24 12 16      2                                b 

 

3 24 30 26 24                 3                      c 

 

4 26 30 28 20      4                     d 

 

Tabel 4.2.2                     Gambar 4.2.2 

Penyelesaian: 

a b c d ui 

1 32 18 32 26 32     1                           a 

 

2 22 24 12 16 24     2                                b 

 

3 24 30 26 24 30            3                      c 

 

4 26 30 28 20 30     4                     d 

vj 0 0 0 0 

                    

  Tabel 4.2.2.a          Gambar 4.2.2.a 
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Langkah 1: Vertex 3 dan 4 unmatched. Beri label p(3) = 0, p(4) = 0. 

Langkah 2: L = {3, 4}, pilih i = 3. 

Langkah 3: Beri label vertex j T : p(a) = 3, p(b) = 3, p(c) = 3, p(d) = 3. 

Vektor  baru: (6, 0, 4, 6). 

Langkah 2: L = {4, b}. Pilih i = 4. 

Langkah 3: Beri label vertex j T : p(a) = 4, p(c) = 4. 

Maka  = (4, 0, 2, 6). 

Langkah 2: L = {b}. Pilih j = b. 

Langkah 3: Vertex b matched. Beri label vertex 2, p(2) = b. 

Langkah 2: L = {2}. Pilih i = 2. 

Langkah 3: Beri label vertex j T : p(a) = 2. 

Maka  = (2, 0, 2, 6). 

 

Langkah 2: Karena vertex yang dipilih tidak ada, ke langkah 5. 

Langkah 5:  = min {32, 24, 30, 30} = 24;  = min {2, 2, 6} = 2;  = min {24, 

2} = 2. Vertex 2, 3 dan 4 diberi label. Pengambilan  dari harga dual 

dari masing-masing vertex. Tambahkan  pada vb dan kurangkan  

pada . Maka hasilnya menjadi: 
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a b c d ui 

1 32 18 32 26 32     1                           a 

 

2 22 24 12 16 22     2                                b 

 

3 24 30 26 24 28            3                      c 

 

4 26 30 28 20 28     4                     d 

 

vj 0 2 0 0 

           0          

Tabel 4.2.2.b          Gambar 4.2.2.b 

Langkah 2: L = {c}. Pilih j = c. 

Langkah 3: Vertex c unmatched ke langkah 4. 

Langkah 4: Perluasan matching dengan penelusuran balik label dari vertex i atau 

vertex j yang sudah diperiksa: p(c) = 4, p(4) = 0. 

Dengan  = ( ) dan M = {(1, a), (2, b), (4, c)}. Kembali ke 

langkah 1. 

 

Langkah 1: Vertex 3 unmatched. Beri label p(3) = 0. 

Langkah 2: L = {3}. Pilih i = {3}. 
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Langkah 3: Beri label p(a) = 3, p(b) = 3, p(c) = 3, p(d) = 3. Maka  = (4, 0, 2, 4). 

Langkah 2: L = {b}. Pilih j = b. 

Langkah 3: Vertex b matched. Beri label p(2) = b. 

Langkah 2: L = {2}. Pilih i = 2. 

Langkah 3: Beri label p(a) = 2. Maka  = (0, 0, 2, 4). 

Langkah 2: L = {a}. Pilih j = a.  

Langkah 3: Vertex a matched. Beri label p(1) = a. 

Langkah 2: L = {l}. Pilih i = 1.  

Langkah 3: Beri label p(c) = 1. Maka  = (0, 0, 0, 4). 

Langkah 2: L = {c}. Pilih j = c. 

Langkah 3: Vertex c matched. Beri label p(4) = c. 

Langkah 2: L = {4}. Pilih i = 4. 

Langkah 3: Tidak ada label baru. 

 

Langkah 2: Karena vertex unmatched tidak ada, ke langkah 5. 

Langkah 5:  = min {32, 22, 28, 28} = 22;  = min {4} = 4;  = min {22, 4} = 4. 

Vertex 1, 2, 3 dan 4 telah diberi label. Pengambilan  dari harga dual 
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masing-masing vertex. Tambahkan  pada va, vb dan vc serta 

kurangkan  pada . Maka hasilnya sebagai berikut.   

 

a b c d ui 

1 32 18 32 26 28     1                           a 

 

2 22 24 12 16 18     2                                b 

 

3 24 30 26 24 24            3                      c 

 

4 26 30 28 20 24     4                     d 

 

vj 4 6 4 0 

           0          

Tabel 4.2.2.c          Gambar 4.2.2.c 

Langkah 2: L = {d}. Pilih j = d. 

Langkah 3: Vertex d unmatched. Ke langkah 4. 

Langkah 4: Perluasan matching dengan penelusuran balik label dari vertex i atau 

vertex j yang sudah diperiksa: p(d) = 3, p(3) = 0. 

Dengan  = ( ) dan M = {(1, a), (2, b), (3, d), (4, c)}. 

Kembali ke langkah 1. 
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Langkah 1: Tidak ada lagi vertex i  S yang bisa dipilih. 

Langkah 2: Karena tidak ada vertex unmatched, ke langkah 5. 

Langkah 5:  = min {28, 18, 24, 24} = 18;  = min { } = ;  . 

Karena  , maka matching bobot maksimum telah ditemukan 

M* = {(1, a), (2, b), (3, d), (4, c)} dengan bobot dari matching bobot 

maksimum  (M*) = 108. Sedangkan biaya/ upah minimum pekerja 

perhari adalah  = 18. 

Jadi dapat disimpulkan bahwa biaya/ upah minimum yang harus dibayar pemilik 

toko mesin kepada para pekerjanya sebesar Rp 18.000,00 perhari perorangnya 

pada 4 buah mesin dengan 4 buah pekerjaan untuk setiap mesin hanya melakukan 

satu pekerjaan. Sehingga hasil akhirnya sebagai berikut. 

a b c d ui 

1 32 18 32 26 28     1                           a 

 

2 22 24 12 16 18     2                                b 

 

3 24 30 26 24 24            3                      c 

 

4 26 30 28 20 24     4                     d 

 

vj 4 6 4 0 

           0          

                    Tabel 4.2.2.d          Gambar 4.2.2.d 
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BAB V 

SIMPULAN DAN SARAN 

5.1 Simpulan  

Langkah-langkah yang digunakan untuk menyelesaikan matching 

bobot maksimum masalah penugasan sebagai berikut. 

1. Memodelkan permasalahan tersebut dengan program linier sebagai berikut. 

Memaksimalkan:     

Kendala:  , untuk semua i   S   

  , untuk semua j   T   

  , untuk semua i   S, j   T   

2. Menyelesaikan bentuk dual dari program linier pada langkah 1. 

Bentuk dualnya sebagai berikut. 

Meminimalkan:     

Kendala:   , untuk semua i, j   

    , untuk semua i, j 

3. Menyelesaikan model dual tersebut dengan algoritma Hungarian. 

Misal ui = maksimalj[cij], i   S; vj = 0,   =  , j   T. 

Akan dikonstruksi subgraf terdiri atas semua sisi dengan ui + vj = cij. Untuk setiap 

i   S, pilih  sisi pertama  (i,j)  sedemikian  sehingga  j unmatched dan  tempatkan 

pada himpunan matching M. Semua vertex belum diperiksa dan belum dilabel.    

Langkah 1: Labeli setiap vertex unmatched i S dengan p(i) = 0. 
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Langkah 2: Pilih vertex belum diperiksa tetapi dilabeli  i S atau  j T, dan diberi 

nilai   = 0. Jika tidak ada ke langkah 5. 

Langkah 3: Jika vertex yang dipilih dalam langkah 2 adalah i S, labeli vertex j T 

dengan p(j) =  i  (mengganti sembarang  label yang ada)  jika ui + vj  ‐ cij <   dan 

gantilah   dengan ui + vj  ‐ cij.  Jika vertex yang dipilih dalam  langkah 2 adalah 

j T,  kemudian  tentukan  label  i  jika  j unmatched.  Jika  vertex  j unmatched,  ke 

langkah 4. Jika tidak, maka sisi (ij) di M dan beri label vertex i S dengan p(i) = j, 

kembali ke langkah 2. 

Langkah 4: Path perluasan berakhir pada vertex  i S atau  j T yang akan dicari. 

Mencari  path  ini  menggunakan  fungsi  predecessor  p().  Perluasan  matching 

dengan menambah  sisi  yang  tidak  berada  di M  dan menghapus  sisi‐sisi  yang 

berada di M. Kita  tulis   =     dan hapus semua  label dan kembali ke 

langkah 1. 

Langkah 5: Dipilih  = min {ui , i S},  = min {  > 0 , j }, dan   = min { }. 

Kita tulis kembali ui = ui –      label vertex  i S. Demikian  juga vj = vj +      j T 

dengan   = 0 dan   =   –      vertex j T yang sudah dilabeli dengan   > 0. 

Jika   =  , kemudian ke langkah 2. Jika tidak, matching bobot maksimum telah 

ditemukan. 

5.2 Saran 

Berkaitan dengan hasil penelitian, ada beberapa hal yang perlu 

mendapat perhatian yaitu penelitian ini hanya mengkaji penyelesaian 

matching bobot maksimum masalah penugasan dalam graf bipartit. Untuk itu 
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perlu penelitian lebih lanjut tentang algoritma lain untuk jenis graf bipartit 

lengkap.  
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