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ABSTRAK 

 

 

Ilmiawan, D.F. 2016. Analisis Dinamik Model Predator-Prey pada Populasi 

Eceng Gondok dengan Adanya Ikan Grass Carp dan Pemanenan. Skripsi, Jurusan 

Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Negeri 

Semarang. Pembimbing Utama Muhammad Kharis, S.Si., M.Sc. dan Pembimbing 

Pendamping Drs. Supriyono, M.Si. 

 

Kata kunci: eceng gondok, ikan Grass carp, model predator-prey, pemanenan, 

titik ekuilibrium. 

 

Eceng gondok merupakan tanaman invasif yang perlu dikontrol populasinya. 

Pengontrolan populasi eceng gondok dapat dilakukan dengan menggunakan ikan 

Grass carp dan pemanenan. Interaksi pada pengontrolan tersebut dinamakan 

model predator-prey dengan pemanenan, dengan eceng gondok sebagai spesies 

yang dimangsa dan ikan Grass carp sebagai spesies yang memangsa. Pada 

penelitian ini, dibahas sistem dinamik model predator-prey pada populasi eceng 

gondok dengan adanya ikan Grass carp dan pemanenan. Model yang dikontruksi 

menggunakan fungsi respon Holling tipe III, karena sesuai dengan tipe ikan Grass 

carp yang cenderung mencari mangsa lain ketika eceng gondok mulai berkurang. 

Secara analitik, terdapat tiga titik ekuilibrium yakni        dan    dengan 

beberapa syarat batas. Kestabilan dari ketiga titik ekuilibrium dalam sembilan 

kasus yang berbeda merupakan stable node point, stable spiral point, center point, 

unstable saddle point, unstable node point, dan unstable spiral point. Hasil simulasi 

numerik menunjukkan sifat yang sama untuk sembilan kasus kestabilan tersebut. 

Jadi, solusi yang dapat dilakukan untuk mengontrol populasi eceng gondok 

dengan ikan Grass carp dan pemanenan yakni memusnahkan kedua populasi, 

memusnahkan populasi ikan Grass carp, dan melestarikan kedua populasi. 
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ABSTRACT 

 

 

Ilmiawan, D.F. 2015. Dynamic Analysis of Predator-Prey Model on Water 

hyacinth Population with Grass Carp Fish and Harvesting. Skripsi,  Matematic 

Departement Faculty of Matematic and Natural Science Semarang State 

University. Main Underguidance Muhammad Kharis, S.Si., M.Sc. and Second 

Underguidance Drs. Supriyono, M.Si. 

 

Keywords: water hyacinth, Grass carp fish, predator-prey model, harvesting, the 

equilibrium point 

 

Water hyacinth is an invasive plant that needs to be controlled. Water hyacinth 

control can be performed using Grass carp fish and harvesting. Interaction in that 

control called predator-prey model with harvesting, with water hyacinth as prey 

and grass carp fish as predator. In this research, discussed the system dynamic of 

predator-prey model on water hyacinth population with Grass carp fish and 

harvesting. The model uses Holling response function of type III, because 

according to the Grass carp fish that tend to seek other prey when water hyacinth 

began to decrease. Analytically, there are three equilibrium points that is       , 

and    with some boundary conditions. Stability of the third equilibrium points in 

different nine cases that is stable node point, stable spiral point, center point, 

unstable saddle point, unstable node point, and unstable spiral pointwith some 

boundary conditions, so there are nine cases of stability of the equilibrium point. 

Numerical simulation results showed the same properties for the nine cases of 

stability equilibrium point. So, the solution that can be done to control the water 

hyacinth population with Grass carp fish and harvesting are the eradicate both 

populations, eradicate of Grass carp fish population, and conserve both 

populations. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Eceng gondok (Eichhornia crassipes) merupakan spesies invasif diberbagai 

wilayah dunia (Penfound & Earle, 1948). Invasi eceng gondok terjadi sebagai 

akibat dari tingkat pertumbuhan eceng gondok yang begitu tinggi. Di mana satu 

batang eceng gondok mampu menghasilkan tumbuhan baru seluas 1   dalam 

waktu 52 hari (Guti ́rrez et al., 2001). Menurut Heyne sebagaimana dikutip oleh 

Sahwalita (2010), dalam waktu 6 bulan pertumbuhan eceng gondok dalam areal 1 

ha dapat mencapai bobot basah seberat 125 ton. Dinas Peternakan dan Perikanan 

Kabupaten Semarang sebagaimana dikutip oleh Soeprobowati (2012) 

menyebutkan bahwa laju pertumbuhan eceng gondok 7,1% per tahun sehingga 

pertumbuhannya dapat mencapai 37,6 kali dalam 1 tahun.  

Keberadaan eceng gondok yang berlebih dalam suatu perairan akan 

menimbulkan berbagai macam permasalahan bagi lingkungan disekitarnya. 

Permasalahan tersebut diantaranya terjadi pada aspek kesehatan, produksi pangan, 

navigasi, rekreasi, skema pembangkit listrik tenaga air dan skema irigasi 

(Gopal,1987). Namun demikian, keberadaan eceng gondok juga dapat 

dimanfaatkan sebagai media untuk menyerap zat organik, anorganik serta logam 

berat lain yang merupakan bahan pencemar (Hasan et al., 2010). Hal ini juga 

didukung oleh Ratnani (2011) yang  menyebutkan bahwa eceng gondok mampu 

menurunkan kandungan COD (Chemical Oxygen Demond) pada limbah cair.

javascript:void(0);
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Eceng gondok juga dapat dimanfaatkan sebagai bahan baku kerajinan atau 

industri kertas (Sahwalita, 2010). Melihat masalah dan manfaat eceng gondok 

tersebut, maka pengontrolan eceng gondok perlu dilakukan. 

Pengontrolan eceng gondok dapat dilakukan dengan menggunakan 

herbivora sebagai penghambat pertumbuhan eceng gondok secara alami dan 

dengan melakukan pemanenan untuk mengoptimalkan manfaat yang dimiliki oleh 

eceng gondok. Herbivora yang telah digunakan untuk mengontrol populasi eceng 

gondok di antaranya adalah ikan Grass carp (Soeprobowati, 2012) serta 

Neochetina eichhorniae dan N. Bruchi (Sapdi et al., 2006 dan Buchanan, 2013). 

Pengontrolan eceng gondok akan menyebabkan populasi eceng gondok 

mengalami dinamika yang senantiasa berubah terhadap waktu. Secara matematis, 

dinamika yang terjadi dapat dimodelkan dengan menggunakan persamaan 

differensial, dimana model yang dibangun nantinya dapat digunakan untuk 

mengontrol populasi eceng gondok dimasa yang akan datang. Pemodelan yang 

digunakan adalah model predator-prey atau dikenal juga sebagai model Lotka-

Volterra (Boyce & DiPrima, 2000). Contoh sederhana model predator-prey yakni 

  

  
              

  

  
           

                                                                                               

dengan   dan   masing-masing merupakan populasi prey dan predator, 

sedangkan   ,  ,      berturut-turut merupakan laju interaksi predator-prey, laju 

pertumbuhan prey, serta laju kematian predator (Barnes & Fulford, 2002). 

Pada pengembangannya, model predator-prey dilengkapi dengan beberapa 

asumsi tambahan. Salah satu asumsi yang umum digunakan adalah fungsi respon 
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predator dalam mengkonsumsi prey. Fungsi respon diperkenalkan oleh Holling 

pada tahun 1950 sehingga umum disebut sebagai fungsi respon Holling. Fungsi 

respon merupakan jumlah makanan yang dimakan oleh predator sebagai fungsi 

kepadatan makanan (Hunsicker et al., 2011). Fungsi respon Holling terbagi dalam 

tiga tipe, yakni tipe I untuk predator yang bersifat pasif, tipe II untuk predator 

yang bersifat aktif, dan tipe III untuk predator yang cenderung mencari mangsa 

lain jika mangsa utama mulai berkurang. 

Pengembangan model predator-prey telah dilakukan oleh Zhang et al. 

(2011) yang mengkaji interaksi mangsa-pemangsa dengan pemanenan konstan 

terhadap populasi mangsa dan mengikuti fungsi respon Holling tipe III. 

Pengembangan juga dilakukan oleh Agarwal & Pathak (2012) dan Jiang (2013) 

dengan pemanenan konstan terhadap populasi mangsa-pemangsa dan mengikuti 

fungsi respon Holling tipe III. Selanjutnya, Rifa’i & Subchan (2015), melakukan 

optimalisasi pengendalian model pemanenan predator-prey dengan mengikuti 

fungsi respon Holling tipe III. 

Pada pengontrolan eceng gondok, pemodelan telah dilakukan Wilson et al. 

(2001) dengan menggunakan kumbang Neochetina eichhorniae sebagai predator 

serta Guti  ́rrez et al. (2001) dengan melakukan pemanenan konstan terhadap 

populasi eceng gondok. Pada penelitian ini dibangun model predator-prey pada 

populasi eceng gondok dengan menggunakan ikan Grass carp sebagai 

predatordan dilengkapi dengan adanya pemanenan terhadap populasi eceng 

gondok dan ikan Grass carp. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah dalam penelitian ini yakni 

1. Bagaimanakah model predator-prey pada populasi eceng gondok dengan 

adanya ikan Grass carp dan pemanenan ? 

2. Bagaimanakah eksistensi titik ekuilibrium model predator-prey pada 

populasi eceng gondok dengan adanya ikan Grass carp dan pemanenan ? 

3. Bagaimanakah kestabilan titik ekuilibrium model predator-prey pada 

populasi eceng gondok dengan adanya ikan Grass carp dan pemanenan ? 

4. Bagaimanakah simulasi numerik model predator-prey pada populasi eceng 

gondok dengan adanya ikan Grass carp dan pemanenan ? 

1.3 Batasan Masalah 

Masalah yang di kaji adalah model predator-prey pada populasi eceng 

gondok dengan adanya ikan Grass carp dan pemanenan. Analisis di lakukan 

dengan mencari titik ekuilibrium dan memeriksa jenis kestabilannya. 

1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan dalam penelitian ini yakni 

1. Mengetahui dan memahami model predator-prey pada populasi eceng 

gondok dengan adanya ikan Grass carp dan pemanenan 

2. Mengetahui eksistensi titik ekuilibrium model predator-prey pada populasi 

eceng gondok dengan adanya ikan Grass carp dan pemanenan 

3. Mengetahui kestabilan titik ekuilibrium model predator-prey pada populasi 

eceng gondok dengan adanya ikan Grass carp dan pemanenan 
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4. Mengetahui simulasi numerik model predator-prey pada populasi eceng 

gondok akibat adanya ikan Grass carp dan pemanenan 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini yakni 

1. Bagi Penulis, sebagai sarana latihan dan belajar dalam mengkaji 

permasalahan atau fenomena alam yang terjadi dengan menggunakan ilmu 

matematika. 

2. Bagi Pembaca, sebagai wacana dan pengetahuan tentang model predator-

prey pada populasi eceng gondok akibat adanya ikan Grass carp dan 

pemanenan. 

3. Bagi Pemerintah, sebagai rujukan dalam mengontrol populasi eceng gondok 

dengan menggunakan ikan Grass carp. 

1.6 Sistematika Skripsi 

Sistematika penulisan berguna untuk memudahkan dalam memahami jalan 

pemikiran secara keseluruhan skripsi. Penulisan skripsi ini secara garis besar 

dibagi menjadi tiga bagian. 

1. Bagian Awal Skripsi 

Bagian awal skripsi terdiri dari halaman judul, halaman pengesahan, 

halaman pernyataan, halaman motto dan persembahan, abstrak, kata pengantar, 

daftar isi, daftar gambar, daftar tabel dan daftar lampiran. 

2. Bagian Isi Skripsi 

Bagian isi skripsi terdiri dari lima bab dengan rincian sebagai berikut. 
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BAB 1 PENDAHULUAN 

Berisi tentang latar belakang, rumusan dan batasan masalah, tujuan, 

manfaat, serta sistematika penulisan sebagai gambaran singkat isi skripsi. 

BAB 2 TINJAUAN PUSTAKA 

Berisi kajian teori dan hasil penelitian terdahulu yang menjadi kerangka 

pikir dalam menyelesaikan masalah penelitian. 

BAB 3 METODE PENELITIAN 

Berisi metode dan langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian. 

BAB 4 HASIL DAN PEMBAHASAN 

Berisi hasil dan pembahasantentang model predator-prey yang disajikan 

dalam rangka menjawab permasalahan penelitian. 

BAB 5 PENUTUP 

Berisi simpulan dan saran yang diperoleh dari hasil dan pembahasan yang 

telah dilakukan. 

3. Bagian Akhir Skripsi 

Bagian akhir skripsi terdiri dari daftar pustaka yang merupakan informasi 

mengenai referensi yang digunakan serta lampiran-lampiran yang mendukung 

dalam penulisan skripsi ini. 
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BAB 2 

TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Kajian Pendahuluan 

Pemodelan eceng gondok telah dilakukan Wilson et al. (2001) dengan 

menggunakan kumbang Neochetina eichhorniae sebagai predator eceng gondok. 

Model ini diberikan oleh sistem persamaan 

  

  
   (  

 

 
)               

  

  
  (              )          

                                                                 

dengan   dan   masing-masing menyatakan kepadatan populasi eceng gondok 

dan kumbang, sedangkan   ,               berturut-turut menyatakan tingkat 

interaksi eceng gondok dan kumbang, konstanta kerusakan eceng gondok dan 

kumbang, carrying capacity, laju pertumbuhan eceng gondok, serta tingkat 

kematian kumbang. Persamaan               menggambarkan efek kerusakan 

eceng gondok akibat dimakan kumbang. 

Pemodelan eceng gondok juga dilakukan Gutiérrez et al. (2001), dengan 

pemanenan konstan terhadap populasi eceng gondok. Model ini diberikan oleh 

persamaan 

  

  
    

   

 
 

 

 
                                                                                              

dengan   kepadatan eceng gondok. Kepadatan eceng gondok akan berkurang jika 

kapasitas pemanenan yang dilakukan (   lebih dari    
   

 
, dengan   luas 

penutupan eceng gondok,   laju pertumbuhan, dan   daya dukung lingkungan. 
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2.2 Sistem Persamaan Diferensial 

Persamaan diferensial merupakan persamaan yang memuat satu atau lebih 

turunan dari fungsi yang diketahui. Beberapa persamaan diferensial yang 

membentuk suatu sistem disebut sistem persamaan diferensial. Misalkan 

diberikan sistem persamaan diferensial 

 ̇                 

 ̇                   
 ̇                 

                                                                                          

dengan kondisi awal  ̇          , untuk          dan  ̇  
   

  
. Sistem (2.3) 

dapat juga ditulis menjadi 

 ̇                                                                                                                        

dengan                                  ̇    ̇   ̇     ̇   dan 

kondisi awal                           Notasi             merupakan 

solusi Sistem (2.4) dengan nilai awal   . Solusi untuk Sistem (2.4) diberikan 

melalui Definisi 1 dan Teorema 2. 

Definisi 1 

Diberikan        himpunan  terbuka, dan                    

Vektor     disebut penyelesaian Sistem (2.4) pada interval   jika      

diferensiabel pada   dan     (    )  untuk setiap     dan         dengan 

      merupakan himpunan semua fungsi kontinu pada   dan    interval terbuka 

(Perko, 1991). 
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Teorema 2 

Jika        himpunan terbuka,                  dan      

maka terdapat     sehingga masalah nilai awal  ̇       dengan         

mempunyai penyelesaian tunggal      pada interval [    ] (Perko, 1991). 

Berikut diberikan contoh sistem persamaan differensial pada Contoh 1. 

Contoh 1 

Tentukan solusi umum dari sistem persamaan differensial berikut 

           
           

                                                                                                        

(Waluya, 2011). 

Bentuk matriks dari Sistem (2.5) diberikan oleh 

(
   
   

)  (
  
  

) (
  

  
)                                                                                             

Digunakan persamaan        ⃗    sehingga diperoleh 

(
    

    
) (

  
  

)  (
 
 
)                                                                                

Sistem (2.7) mempunyai solusi nontrivial jika dan hanya jika determinan dari 

koefisien matriks bernilai nol, sehingga 

|
    

    
|               

Jelas      dan      Nilai tersebut merupakan nilai eigen dari koefisien 

matriks dalam persamaan (2.7). 

Substitusi      ke sistem (2.7), didapatkan 

(
  
  

) (
  
  

)  (
 
 
),  
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sehingga diperoleh           atau         Vektor eigen yang bersesuaian 

dengan     , diberikan oleh 

     (
  
 

)   

Substitusi     ke sistem (2.7) dan didapatkan 

(
   
   

) (
  
  

)  (
 
 
)   

sehingga diperoleh            atau        Vektor eigen yang bersesuaian 

dengan    , diberikan oleh 

     (
 
 
)   

Didapatkan solusi untuk sistem (2.5) yakni, 

 ⃗    (
  
 

)                ⃗    (
 
 
)       

Wronskian dari   ⃗    dan   ⃗    adalah 

 ( ⃗     ⃗   )  |       

      |                     

Oleh sebab Wronskian bernilai tak nol, dapat disimpulkan bahwa bentuk   ⃗    dan  

 ⃗    merupakan sebuah solusi dasar, dan solusi umumnya diberikan oleh 

 ⃗     ⃗
       ⃗

      (
  
 

)       (
 
 
)        

2.3 Model Pertumbuhan Logistik 

Menurut Tucker (1989), model matematika adalah formulasi matematika 

dari berbagai macam problem alam nyata. Tujuannya (Odum,1998) yaitu:  

1. Menentukan usaha-usaha penelitian atau menguraikan garis besar suatu 

masalah untuk pengkajian yang lebih mendetail, dan 
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2. Meramalkan perubahan dinamika terhadap waktu. 

Salah satu model yang dapat digunakan untuk mengukur populasi suatu 

spesies adalah model pertumbuhan logistik (model Verhulst) yang melibatkan 

adanya daya dukung lingkungan terhadap pertumbuhan populasi. Model 

pertumbuhan logistik diberikan oleh persamaan 

  

  
   (  

 

 
)                                                                                                      

dengan   kepadatan populasi,   laju pertumbuhan dan  daya dukung lingkungan 

(Waluya, 2011). 

Jika pada persamaan (2.8) ditambahkan syarat awal           maka dapat 

diperoleh solusi khusus dari persamaan diferensial tersebut, yakni 

      
 

(
 

  
  )      

                                                                                              

Untuk     berlaku              sehingga grafik dari persamaan (2.9)  

mempunyai asimtot mendatar P(t) = K . 

Pada suatu spesies yang bermanfaat akan terjadi proses pemanenan sehingga 

kepadatan populasinya akan berkurang. Hal ini akan menyebabkan terjadinya 

perubahan model pertumbuhan populasi pada persamaan (2.8) menjadi 

  

  
   (  

 

 
)                                                                                               

dengan   adalah laju pemanenan yang dilakukan (Barnes & Fulford, 2002). 

Berikut diberikan contoh model pertumbuhan logistik dengan pemanenan 

pada Contoh 2. 
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Contoh 2 

Diberikan persamaan diferensial  

  

  
  

 

 
(      

  

 
)                                                                                    

dengan   laju pertumbuhan,   daya dukung lingkungan, dan   laju pemanenan. 

Untuk            
 

  
 dan        , tentukan solusi dari persamaan 

diferensial tersebut (Barnes & Fulford, 2002). 

Persamaan diferensialnya dapat ditulis menjadi 

 
  

  
  

 

  
            

 

  
          .   

Diperoleh  

 

          
    

 

  
     

Digunakan fraksi parsial sehingga didapatkan 

 

 
(

 

     
 

 

     
)    

 

  
    

Integralkan kedua sisi,sehingga diperoleh  

 

 
  |

   

   
|   

 

  
       

Jika       untuk suatu konstanta  , maka  

|
   

   
|         .   

Substitusikan kondisi awal         sehingga 

  |
    

    
|,  

dan solusi eksplisitnya yaitu 

     
         

          . 
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2.4 Model  Predator-Prey 

Model Predator-Prey merupakan salah satu model interaksi antar makhluk 

hidup dalam suatu ekosistem, dengan prey sebagai spesies yang dimangsa dan 

predator sebagai spesies yang memangsa. Model ini disebut juga model Lotka-

Volterra (Boyce & DiPrima, 1992). Asumsi dasar dari model predator-prey 

adalah setiap populasi mengalami pertumbuhan atau peluruhan secara 

eksponensial. 

Interaksi yang terjadi antara mangsa dan pemangsa akan mengakibatkan 

terjadinya proses makan dan dimakan yang berpengaruh terhadap kepadatan 

populasi masing-masing. Model predator-prey diberikan oleh persamaan 

  

  
   (  

 

 
)      

  

  
                      

                                                                                    

dengan   dan  masing-masing menyatakan kepadatan populasi prey dan 

predator, sedangkan        berturut-turut menyatakan carrying capacity, 

tingkat interaksi predator-prey, laju pertumbuhan prey, serta tingkat kematian 

predator. Diasumsikan            karena setiap populasi berpotensi 

berkembang biak (Barnes & Fulford, 2002). 

Berikut diberikan contoh model predator-prey pada Contoh 3. 

Contoh 3 

Tentukan solusi kesetimbangan dari sistem persamaan diferensial (2.12). 

(Barnes & Fulford, 2002). 

Dibentuk 
  

  
   dan 

  

  
   pada Sistem (2.12) sehingga diperoleh persamaan 
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Kedua persamaan tersebut dapat ditulis menjadi 

                                                                                                            

                                                                                                         

Dari persamaan (2.13) diperoleh 

      atau            

Kasus    . 

Substitusikan     ke persamaan (2.14) sehingga diperoleh 

   . 

Didapatkan solusi kesetimbangan yang pertama yakni            . 

Kasus          sehingga   
  

  
. 

Substitusikan   
  

  
  ke persamaan (2.14) sehingga diperoleh  

  
  

  
. 

Didapatkan solusi kesetimbangan yang kedua yakni       (
  

  
 
  

  
). 

2.5 Fungsi Respon Holling 

Fungsi respon Holling dalam ekologi merupakan jumlah makanan yang 

dimakan oleh predator sebagai fungsi kepadatan makanan (Hunsicker et al., 

2011). Berdasarkan karakteristiknya, fungsi respon Holling terbagi dalam tiga 

tipe, yaitu Tipe I (linear), Tipe II (perlambatan), dan Tipe III (sigmoid). 

2.5.1 Fungsi Respon Holling Tipe I 

Pada tipe ini, disumsikan bahwa waktu penanganan dan waktu pencarian 

preydapat diabaikan secara bersamaan (Jeschke et al., 2002). Hal ini 

menyebabkan tingkat konsumsi predator meningkat secara linear dengan 
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kepadatan prey, tetapi akan konstan jika predator berhenti memangsa. Fungsi ini 

terjadi pada predator yang pasif atau lebih suka menunggu mangsanya. Secara 

umum, fungsi tipe ini menurut Murray et al. (2013) diberikan oleh persamaan, 

                                                                                                                   

dengan  

   kepadatan prey       

  laju interaksi kedua populasi      . 

Contoh 3 merupakan salah satu contoh penggunaan fungsi respon Holling tipe I. 

2.5.2 Fungsi Respon Holling Tipe II 

Tipe ini menggambarkan rata-rata tingkat konsumsi predator, ketika 

predator menghabiskan waktu untuk mencari prey (Murray et al., 2013). Fungsi 

respon Holling tipe II terjadi pada predator dengan karakteristik aktif dalam 

mencari mangsanya. Fungsi ini akan meningkat jika konsumsinya mengalami 

penurunan dan konstan jika mencapai titik jenuh (half saturation). Menurut 

Jeschke et al. (2002), fungsi respon Holling tipe II diberikan oleh persamaan, 

       
  

    
                                                                                                       

dengan  

   kepadatan prey       

   laju interaksi kedua populasi        

    titik jenuh predator      . 
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Contoh 4 

Model predator-prey dengan fungsi respon Holling tipe II dilakukan oleh Artha et 

al. (2015) yang diberikan oleh persamaan 

  

  
  (

  

    
      )  

   

      
     

  

  
                                             

                                                           

dengan   dan   menyatakan kepadatan populasi prey dan predator, sedangkan 

                  berturut-turut menyatakan tingkat kelahiran maksimum prey, 

tingkat pencarian efektif, banyaknya prey yang dimangsa, tingkat kematian rata-

rata prey dan predator, kompetisi populasi prey, waktu pemangsaan dan Allee. 

2.5.3 Fungsi Respon Holling Tipe III 

Pada tipe ini, hubungan tingkat pemangsaan dan kepadatan prey bersifat 

sigmoid, di mana saat kepadatan prey rendah, efek pemangsaan juga rendah, 

tetapi jika ukuran populasi prey meningkat, pemangsaan akan lebih intensif 

(Agarwal & Pathak, 2012). Fungsi ini terjadi pada predator yang cenderung 

mencari mangsa lain ketika mangsa utamanya mulai berkurang sehingga variabel 

prey menjadi    dan menyebabkan laju populasi lebih cepat. Menurut Turchin 

sebagai mana dikutip Agarwal & Pathak (2012), fungsi respon Holling tipe III 

diberikan dengan persamaan, 

        
   

                                                                                                            

dengan  

   kepadatan populasi mangsa       

   laju interaksi kedua populasi       

    titik jenuh predator      . 
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Contoh 5 

Model predator-prey dengan fungsi respon Holling tipe III dilakukan oleh 

Wijayanti & Kharis (2015) yang diberikan oleh persamaan 

   

   
    (  

  

 
)  

    
   

     
      

   

   
 

    
   

     
 
              

                                                                           

dengan    dan    menyatakan kepadatan populasi prey dan predator, sedangkan 

                  berturut-turut menyatakan tingkat konsumsi maksimum 

predator dan prey, laju pertumbuhan prey, tingkat kejenuhan predator, tingkat 

kematian dan pemanenan prey, serta carrying capacity. 

2.6 Titik Ekuilibrium 

Berikut diberikan definisi dari titik ekuilibrium untuk Sistem (2.4). 

Definisi 3  

Titik  ̅      disebut titik ekuilibrium Sistem (2.4) jika    ̅    

(Perko, 1991). 

2.7 Vektor Eigen dan Nilai Eigen 

Berikut diberikan definisi dari vektor eigendan nilai eigen beserta 

penggunaanya dalam menentukan kestabilan titik ekuilibrium. 

Definisi 4 

Vektor eigen dari matriks   merupakan vektor tak nol  sedemikian hingga 

     , untuk suatu skalar  . Skalar   disebut nilai eigen dari   jika terdapat 

solusi tak nol   untuk      sehingga   merupakan vektor eigen yang 

bersesuaian dengan nilai eigen   (Barnes & Fulford, 2002). 
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Definisi 5 

Polinomial karakteristik dari   didefinisikan sebagai |    | , sedangkan 

|    |    disebut persamaan karakteristik dari   (Barnes & Fulford, 2002). 

Teorema 6 

Misalkan        dan           serta diberikan sistem linear  ̇    . 

1. Jika     maka sistem  ̇     mempunyai titik pelana (saddle point) pada 

titik asal. 

2. Jika     dan         maka sistem  ̇     mempunyai titik simpul 

(node point) pada titik asal. Titik tersebut stabil jika     dan tidak stabil jika 

     

3. Jika    ,        , dan     maka sistem  ̇     mempunyai titik 

spiral (spiral point) pada titik asal. Titik tersebut stabil jika     dan tidak 

stabil jika      

4. Jika     dan     maka sistem  ̇     mempunyai titik pusat (center 

point) pada titik asal. 

Karena  ̇    , maka titik asal sama dengan titik ekuilibrium. Catatan pada kasus 

(2),     | |        (Perko, 1991). 
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2.8 Matriks Jacobian 

Diberikan sistem persamaan diferensial nonlinear berikut. 

  

  
        

  

  
        

                                                                                                          

dengan   dan   adalah variabel yang bergantung terhadap  . Sistem ini memiliki 

titik kesetimbangan        . Oleh sebab Sistem (2.20) merupakan sistem 

persamaan non-linear, maka diperlukan linearisasi sistem dengan menggunakan 

Matriks Jacobian. Matriks Jacobian dari sistem (2.20) diberikan oleh 

       *

  

  
     

  

  
     

  

  
     

  

  
     

+                                                                        

(Purnamasari, 2008). 

Berikut diberikan teorema untuk kestabilan Sistem (2.4) dengan nilai eigen 

dari matriks Jacobian    ̅   

Teorema 10 

Diberikan matriks Jacobian    ̅  dari Sistem (2.4), dengan nilai eigen  . 

1. Jika semua bagian real nilai eigen dari matriks    ̅  bernilai negatif, maka titik 

ekuilibrium ̅  dari Sistem nonlinear (2.4) stabil asimtotik lokal. 

2. Jika terdapat paling sedikit satu nilai eigen matriks    ̅  yang bagian realnya 

positif, maka titik ekuilibrium  ̅ dari Sistem nonlinear (2.4) tidak stabil.   

(Olsder, 1994). 
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2.9 Phase Portrait 

Trayektori pada phase portrait sistem persamaan diferensial ditentukan oleh 

nilai-nilaieigennya. Secara umum, hubungan antara nilai eigen dan bentuk 

trayektori diklasifikasikan ke dalam lima kasus berikut. 

2.9.1 Kasus       dan      

Pada kasus ini, nilai eigennya real dan negatif sehingga semua trayektori 

bergerak mendekati titik ekulibrium. Titik ekuilibrium pada kasus ini disebut 

stable node point (Barnes & Fulford, 2002). Contoh trayektori kasus ini tersaji 

pada Gambar 2.1. 

 
Gambar 2.1. Trayektori stable node point  

2.9.2 Kasus       dan      

Pada kasus ini, nilai eigennya real dan positif sehingga semua trayektori 

menuju ke tak hingga dan menjauh dari titik ekulibrium. Titik ekuilibrium pada 

kasus ini disebut unstable node point  (Barnes & Fulford, 2002). Contoh 

trayektori kasus initersaji pada Gambar 2.2. 
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Gambar 2.2. Trayektori unstable node point 

2.9.3 Kasus       dan      

Pada kasus ini, nilai eigennya realdan berbeda tanda sehingga trayektori 

bergerak menuju ke titik ekulibrium sepanjang salah satu sumbu dan ke tak 

hingga sepanjang sumbu lainnya. Titik ekuilibrium pada kasus ini disebut 

unstable saddle point (Barnes & Fulford, 2002). Contoh trayektori kasus initersaji 

pada Gambar 2.3. 

 
Gambar 2.3. Trayektori unstable saddle point 

2.9.4 Kasus          dan         

Pada kasus ini, nilai eigennya kompleks konjugat dengan     dan     

sehingga trayektorinya berbentuk spiral dan mengelilingi titik ekulibrium. Jika 

    maka trayektori menuju titik ekulibrium dan disebut stable spiral point, 

sedangkan jika      maka trayektori menjauhi titik ekulibrium dan disebut 
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unstable spiral point (Barnes & Fulford, 2002). Contoh trayektori kasus ini tersaji 

pada Gambar 2.4. 

 
Gambar 2.4. Trayektori stable spiral (kiri) dan unstable spiral (kanan) 

2.9.5 Kasus         dan        

Pada kasus ini, nilai eigennya adalah imajiner murni sehingga semua 

trayektori akan mengelilingi dan menutupi titik ekulibrium. Titik ekuilibrium pada 

kasus ini disebut center point dan solusinya periodik yang merupakan osilator 

stabil secara alami (Barnes & Fulford, 2002). Contoh trayektori kasus ini 

diberikan pada Gambar 2.5. 

 
Gambar 2.5. Trayektori center point 
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BAB 3 

METODE PENELITIAN 

Metode penelitian yang digunakan untuk membangun model predator-prey 

pada populasi eceng gondok akibat adanya ikan Grass carp dan pemanenan 

adalah kajian kepustakaan (library research) dengan langkah-langkah yang 

dilakukan adalah sebagai berikut. 

3.1 Perumusan Masalah 

Permasalahan yang diangkat dalam skripsi ini yaitu berkaitan dengan model 

predator-prey pada populasi eceng gondok dengan adanya ikan Grass carp dan 

pemanenan. 

3.2 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah dalam penyusunan skripsi ini adalah sebagai berikut: 

1. Bagaimanakah model predator-prey pada populasi eceng gondok dengan 

adanya ikan Grass carp dan pemanenan ? 

2. Bagaimanakah eksistensi titik ekuilibrium model predator-prey pada 

populasi eceng gondok dengan adanya ikan Grass carp dan pemanenan ? 

3. Bagaimanakah kesetimbangan model predator-prey pada populasi eceng 

gondok dengan adanya ikan Grass carp dan pemanenan ? 

4. Bagaimanakah simulasi numerik model predator-prey pada populasi eceng 

gondok dengan adanya ikan Grass carp dan pemanenan ? 
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3.3 Studi Pustaka 

Studi pustaka digunakan untuk menghimpun dan mengkaji data dari 

berbagai sumber pustaka yang berkaitan dengan masalah yang diangkat dalam 

penyusunan skripsi ini. Hasil kajian dari studi pustaka yang dilakukan selanjutnya 

digunakan sebagai bahan dasar pengembangan dan landasan  untuk menganalisis 

dan memecahkan permasalahan yang diangkat. 

3.4 Analisis dan Pemecahan Masalah 

Analisis dan pemecahan masalah dilakukan dengan tahapan sebagai berikut.  

1. Kontruksi model predator-prey populasi eceng gondok akibat adanya ikan 

Grass carp dan pemanenan. 

2. Mencari solusi dari model predator-prey yang dikontruksi. 

Langkah-langkah pencariannya yaitu: 

a. Menentukan titik ekuilibrium  

Titik       disebut titik ekuilibrium sistem  ̇       jika           

b. Tentukan Matriks Jacobian 

        *

       

  

       

  

       

  

       

  

+ dengan 
  

  
        

  

  
         

c. Tentukan Nilai Eigen 

Misalkan   matriks     dan           Jika      , untuk 

suatu      bilangan   disebut nilai eigen atau nilai karakteristik dan 

vektor   disebut vektor eigen yang bersesuaian dengan  . 
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d. Analisis Titik Ekuilibrium dari sifat Eigen 

Misalkan         dan           serta diberikan sistem linier 

 ̇    ,  

1) Jika     maka sistem  ̇    mempunyai titik pelana (saddle 

point) pada titik ekuilibrium. 

2) Jika     dan         maka sistem  ̇     mempunyai titik 

simpul (node point) pada titik ekuilibrium. Titik tersebut stabil jika 

    dan tidak stabil jika      

3) Jika    ,        , dan     maka sistem  ̇     

mempunyai titik spiral (spiral point) pada titik ekuilibrium. Titik 

tersebut stabil jika     dan tidak stabil jika      

4) Jika     dan     maka sistem  ̇     mempunyai titik pusat 

(center point) pada titik ekuilibrium. 

 (Perko, 1991). 

3. Simulasi Numerik 

Simulasi numerik digunakan untuk melihat pola dinamika populasi eceng 

gondok akibat berinteraksi dengan ikan Grass carp dan pemanenan. Simulasi 

numerik dilakukan dengan menggunakan program Maple 12. 

3.5 Penarikan Kesimpulan 

Penarikan kesimpulan merupakan langkah terakhir penelitan yang 

didasarkan pada hasil dan pembahasan yang dilakukan sebelumnya sesuai dengan 

tujuan penelitian yang dirancang. 

  



 
 

26 
 

BAB 4 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

4.1 Hasil 

4.1.1 Model Predator-Prey 

Dinamika populasi eceng gondok merupakan fluktuasi kepadatan eceng 

gondok yang dipengaruhi oleh ekosistemnya, dalam hal ini adalah ikan Grass 

carp dan pemanenan yang dilakukan. Skripsi ini membahas tentang analisis 

dinamik model predator-prey pada populasi eceng gondok dengan adanya ikan 

Grass carp dan pemanenan. 

Berdasarkan analisis data yang dilakukan terkait eceng gondok dan ikan 

Grass carp, berikut fakta-fakta yang diperoleh. 

1. Eceng gondok adalah makanan bagi ikan Grass carp (Soeprobowati, 2012). 

2. Faktor utama yang mempengaruhi tingginya pertumbuhan eceng gondok 

adalah kandungan nutrien dan fosfor dalam perairan (Wilson et al., 2005). 

3. Ikan Grass carp dapat mengkonsumsi tanaman lain selain eceng gondok, 

seperti Rumput Gajah, Azolla & Kiapu (Babo et al., 2013). Namun, ketika 

bahan makanan yang dalam hal ini adalah eceng gondok dalam kondisi yang 

cukup, menurut Kordi sebagai mana dikutip oleh Babo et al. (2013), ikan 

Grass carp lebih memilih salah satu jenis pakan yang diminatinya saja. 

4. Adanya pemanenan eceng gondok untuk berbagai macam keperluan seperti 

bahan baku pembangkit listrik (Wibisono, 2014) dan kertas seni (Pasaribu & 

Sahwita, 2006). 
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5. Ikan Grass carp merupakan salah satu ikan yang dibudidayakan sehingga 

terjadi pemanenan pada ikan Grass carp (Soeprobowati, 2012). 

Berikut diberikan asumsi-asumsi dalam kontruksi model predator-

preyuntuk melengkapi fakta-fakta yang telah diperoleh. 

1. Laju pertumbuhan eceng gondok mengikuti dinamika pertumbuhan logistik.  

2. Interaksi kedua populasi mengikuti fungsi respon Holling tipe III. 

3. Laju pemanenan Eceng gondok dan ikan Grass carp sebanding dengan 

populasinya. 

Berdasarkan asumsi yang digunakan, sistem persamaan differensial dari 

model predator-prey, yakni: 

  

  
   (  

 

 
)     

   

       

  

  
  (

   

     
      )                 

                                                                

dengan 

  =  kepadatan biomassa eceng gondok       

  =  kepadatan biomassa ikan Grass carp       

  =  laju pertumbuhan eceng gondok       

  =  daya dukung lingkungan terhadap pertumbuhan eceng gondok       

  =  laju pemanenan eceng gondok       

  =  tingkat konsumsi maksimum ikan Grass carp       

  =  tingkat kejenuhan ikan Grass carp memangsa eceng gondok       

  =  laju kematian ikan Grass carp       

  =  laju pemanenan ikan Grass carp       
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4.1.2 Eksistensi Titik Ekuilibrium 

Titik ekuilibrium terjadi apabila masing-masing persamaan dalam Sistem 

(4.1) bernilai nol, sehingga Sistem (4.1) dapat ditulis menjadi 

  

  
   (  

 

 
)     

   

         

  

  
  (

   

     
      )                    

                                                        

Dari persamaan kedua pada Sistem (4.2) didapatkan 

     atau  
   

     
        . 

Kasus     

Substitusikan     ke persamaan pertama pada Sistem (4.2) sehingga didapatkan 

  (  
 

 
)      .  

Diperoleh 

     

atau 

 (  
 

 
)     . 

Sub kasus     

Oleh sebab     dan    , maka didapatkan titik ekuilibrium        . 

Sub kasus     sehingga  (  
 

 
)      

Diperoleh 

    (  
 

 
), 

dengan asumsi    . 

Didapatkan titik ekuilibrium         . 
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Kasus     sehingga 
   

              

Diperoleh 

                      

sehingga 

    √
   

       
   

dengan asumsi        . 

Substitusikan    ke persamaan pertama pada Sistem (4.2) sehingga didapatkan 

 √
   

       
(    

  

 
√

   

       
)          .  

Jelas       sehingga 

   
 

   
√

   

       
(    

  

 
√

   

       
),  

dengan asumsi     
  

 
√

   

       
. Diperoleh titik ekuilibrium     

     . 

Berikut dibangun teorema eksistensi titik ekulibrium dari Sistem (4.1). 

Teorema 1 

Dari Sistem (4.1) diperoleh  

1. Titik ekuilibrium         untuk setiap kondisi, 

2. Titik ekuilibrium          jika    , dan 

3. Titik ekuilibrium     
      jika         dan     

  

 
√

   

       
,  

dengan      (  
 

 
),      √

   

       
, dan 

   
 

   
√

   

       
(    

  

 
√

   

       
). 



30 
 

 
 

4.1.3 Kestabilan Titik Ekuilibrium 

Analisis kestabilan titik ekuilibrium dilakukan dengan memanfaatkan sistem 

yang telah dilinearkan. Sesuai dengan Sistem (4.1), pelinearan sistem dilakukan 

dengan matriks Jacobian berordo    , yang diberikan oleh Sistem (4.3). 

   ̅  [
      
      

].    (4.3)  

Jelas     
 [  (  

 

 
)    

    

     ]

  
 

  (  
  

 
)    

      

        
      (4.4)  

Jelas     
 [  (  

 

 
)    

   

      ]

  
 

  
   

           (4.5) 

Jelas      
 * (

   

           )+

  
 

 
      

        
     (4.6) 

Jelas      
 * (

   

           )+

  
 

 
   

                (4.7) 

Berdasarkan persamaan (4.4), (4.5), (4.6), dan (4.7), diperoleh Matriks 

Jacobian (4.8) 

   ̅  *
 (  

  

 
)    

      

        
 

   

     

      

        
   

           
+.  (4.8)  

 



31 
 

 
 

Kestabilan Titik Ekuilibrium         

Berdasarkan Teorema 1, titik   eksis untuk setiap kondisi. Berikut 

disubstitusikan    ke Matriks (4.8). 

Diperoleh  

      *
 (  

   

 
)    

        

        
 

    

     

        

        
    

           
+  

 [
    

       
].       (4.9)  

Dengan menggunakan persamaan         , didapatkan 

[
      

      
] [

  
  

]  *
 
 
+                                                                

Sistem (4.10) mempunyai solusi nontrivial jika dan hanya jika            , 

sehingga didapatkan 

|
      

      
|                  .  

Diperoleh   

        dan            .  

Jelas       sehingga     . 

Kasus     

Diperoleh       sehingga     . 

Oleh sebab      dan     , maka titik ekuilibrium    merupakan titik pelana 

yang tidak stabil (unstable saddle point). 

Kasus     

Diperoleh       sehingga     . 
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Oleh sebab      dan     , maka titik ekuilibrium    merupakan titik simpul 

yang stabil (stable node point). 

Berikut dibangun teorema untuk kestabilan titik ekulibrium     

Teorema 2 

Misalkan         titik ekulibrium Sistem (4.1), maka 

1.         merupakan titik pelana yang tidak stabil (unstable saddle point) jika 

   , dan 

2.         merupakan titik simpul yang stabil (stable node point) jika    . 

Kestabilan Titik Ekuilibrium          

Berdasarkan Teorema 1, titik   eksis jika      Berikut disubstitusikan 

   ke Matriks (4.8). 

Diperoleh  

      

[
 
 
 
 
 
 
 (  

  (  
 

 
)

 
)    

     (  
 

 
) 

(   ( (  
 

 
))

 

)

  
 ( (  

 

 
))

 

   ( (  
 

 
))

 

     (  
 

 
) 

(   ( (  
 

 
))

 

)

 

 ( (  
 

 
))

 

   ( (  
 

 
))

       

]
 
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
     

    (  
 

 
)
 

     (  
 

 
)
 

 
   (  

 

 
)
 

     (  
 

 
)
       

]
 
 
 
 
 

                      (4.11)  

Dengan menggunakan persamaan          didapatkan 
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[
 
 
 
 
      

   (  
 

 
)
 

     (  
 

 
)
 

         
   (  

 

 
)
 

     (  
 

 
)
 

]
 
 
 
 
 

[
  
  

]  *
 
 
+                                    

Sistem (4.12) mempunyai solusi nontrivial jika dan hanya jika            , 

sehingga didapatkan 

|

|
     

   (  
 

 
)
 

     (  
 

 
)
 

         
   (  

 

 
)
 

     (  
 

 
)
 

|

|
  

        (  
   (  

 

 
)
 

     (  
 

 
)
       )   .  

Diperoleh   

          dan      
   (  

 

 
)
 

     (  
 

 
)
       .  

Telah diasumsikan bahwa     sehingga       

Kasus   √
   

       
  (  

 

 
) 

Oleh sebab  √
   

       
   dan  (  

 

 
)   , maka  

     

       
   (  

 

 
)
 

. 

Kalikan kedua sisi dengan        , didapatkan 

           (  
 

 
)
 

        (  
 

 
)
 

,   

sehingga 
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   (  
 

 
)
 

      [     (  
 

 
)
 

]      

Jelas      (  
 

 
)
 

  , sehingga 

   (  
 

 
)
 

     (  
 

 
)
         . 

Jadi diperoleh, 

   
   (  

 

 
)
 

     (  
 

 
)
         . 

Oleh sebab      dan     , maka dapat disimpulkan bahwa titik    

merupakan titik pelana yang tidak stabil (unstable saddle point). 

Kasus   √
   

       
  (  

 

 
) 

Oleh sebab  √
   

       
   dan  (  

 

 
)   , maka  

     

       
   (  

 

 
)
 

. 

Kalikan kedua sisi dengan        , didapatkan 

           (  
 

 
)
 

        (  
 

 
)
 

,  

sehingga 

   (  
 

 
)
 

      [     (  
 

 
)
 

]      

Jelas      (  
 

 
)
 

  , sehingga 

   (  
 

 
)
 

     (  
 

 
)
         . 
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Jadi diperoleh, 

   
   (  

 

 
)
 

     (  
 

 
)
         . 

Oleh sebab      dan     , maka dapat disimpulkan bahwa titik    

merupakan titik simpul yang stabil (stable node point). 

Berikut dibangun teorema untuk kestabilan titik ekulibrium   . 

Teorema 3 

Misalkan          titik ekulibrium Sistem (4.1), maka 

1.    merupakan unstable saddle point jika  √
   

       
  (  

 

 
), dan 

2.    merupakan stable node point jika  √
   

       
  (  

 

 
). 

Kestabilan Titik Ekuilibrium     
      

Berdasakan Teorema 1, titik ekuilibrium    eksis jika         dan 

    
  

 
√

   

       
. Berikut disubstitusikan    ke Matriks (4.8). 

Diperoleh  

      

[
 
 
  (  

   

 
)    

        

(      )
  

    

      

        

(      )
 

    

            
]
 
 
 
  

 

[
 
 
     

   

 
√

   

       
 (  

      

 
) (    

  

 
√

   

       
)       

(  
      

 
) (    

  

 
√

   

       
)            

]
 
 
 

  

 

[
 
 
      

      

 
(    

  

 
√

   

       
)       

 (  
     

 
) (    

  

 
√

   

       
)  

]
 
 
 

.               (4.13)  
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Dengan menggunakan persamaan          didapatkan 

[
 
 
 
   (     

      

 
(    

  

 
√

   

       
))      

  (  
     

 
) (    

  

 
√

   

       
)  

]
 
 
 
 

[
  
  

]  *
 
 
+          

Sistem (4.14) mempunyai solusi nontrivial jika dan hanya jika            , 

sehingga didapatkan 

|
|
  (     

      

 
(    

  

 
√

   

       
))      

  (  
     

 
) (    

  

 
√

   

       
)  

|
|  

     [     
      

 
(    

  

 
√

   

       
)]  

       (  
     

 
) (    

  

 
√

   

       
)   . 

Diperoleh   

   
 

 
  

 

 
√        dan      

 

 
  

 

 
√      

dengan                      
      

 
(    

  

 
√

   

       
)     dan   

                 (  
     

 
) (    

  

 
√

   

       
). 

Ditunjukkan     

Telah diasumsikan         sehingga diperoleh 

           

dan   
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Telah diasumsikan     
  

 
√

   

       
  sehingga diperoleh  

    
  

 
√

   

       
     

Jadi, 2     (  
     

 
) (    

  

 
√

   

       
)    sehingga    . 

Diperiksa Tanda   dan       

Jelas  

       
      

 
(    

  

 
√

   

       
)  

    (   
      

 
)       

      

 

  

 
√

   

       
. 

Telah diasumsikan        . 

Kasus          atau          dan    (  
       

 [        ]
√

   

       
) 

1. Diperiksa tanda   

a. Dipunyai          sehingga diperoleh    
      

 
    

Oleh sebab     maka (   
      

 
)          

Jelas 
      

 

  

 
√

   

       
  .  

Diperoleh, (   
      

 
)       

      

 

  

 
√

   

       
   

sehingga    . 

b. Dipunyai          dan    (  
       

 [        ]
√

   

       
) 

Jelas   (  
       

 [        ]
√

   

       
), maka 
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 [        ]
√

   

       
 . 

Oleh sebab         , maka            sehingga diperoleh 

(   
      

 
)       

      

 

  

 
√

   

       
 . 

Jadi, (   
      

 
)       

      

 

  

 
√

   

       
   

sehingga    . 

2. Diperiksa tanda       untuk     

Misalkan dipilih   
  

 
√

   

       
        , dengan      . 

a. Untuk   
 

 
(       ) (   

      

 
  √ (  

     

 
)) 

diperoleh 

 
  

 
√

   

       
       

       

 
       √ (  

     

 
)     

sehingga 

(   [  
  

 
√

   

       
      ])  

 
      

 
(  [  

  

 
√

   

       
      ]  

  

 
√

   

       
)  

  √      (  
     

 
)(  [  

  

 
√

   

       
      ]  

  

 
√

   

       
)   .  

Disubstitusikan   
  

 
√

   

       
         sehingga didapatkan 
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(    

  

 
√

   

       
)  

  √      (  
     

 
) (    

  

 
√

   

       
)   .  

Diperoleh    √   . 

Oleh sebab    dan     maka    √    sehingga 

      (   √ )(   √ )   . 

Pada kasus ini didapatkan     dan         sehingga  

   
 

 
  (

 

 
√|     |)      dan       

 

 
  (

 

 
√|     |)    

Diperoleh               
 

 
   . 

Oleh sebab                , maka dapat disimpulkan bahwa titik    

merupakan titik spiral yang stabil (stable spiral point). 

b. Untuk   
 

 
(       ) (   

      

 
  √ (  

     

 
)) 

diperoleh 

 
  

 
√

   

       
       

       

 
       √ (  

     

 
)     

sehingga 

(   [  
  

 
√

   

       
      ])  

 
      

 
(  [  

  

 
√

   

       
      ]  

  

 
√

   

       
)  

+ √      (  
     

 
)(  [  

  

 
√

   

       
      ]  

  

 
√

   

       
)   .  
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Disubstitusikan   
  

 
√

   

       
        sehingga didapatkan 

       
      

 
(    

  

 
√

   

       
)  

  √      (  
     

 
) (    

  

 
√

   

       
)   .  

Diperoleh    √   . 

Oleh sebab     dan     maka    √    sehingga 

      (   √ )(   √ )   . 

Pada kasus ini didapatkan     dan         sehingga 

  √           

Diperoleh    
 

 
(  √     )      dan      

 

 
(  √     )     

Oleh sebab      dan     , maka dapat disimpulkan bahwa titik    

merupakan titik simpul yang stabil (stable node point). 

Kasus          dan    (  
       

 [        ]
√

   

       
) 

1. Diperiksa tanda   

Dipunyai   (  
       

 [        ]
√

   

       
), maka 

   
 

 
  

       

 [        ]
√

   

       
. 

Oleh sebab         , maka            sehingga diperoleh 

(   
      

 
)       

      

 

  

 
√

   

       
 . 

Jadi, (   
      

 
)       

      

 

  

 
√

   

       
   sehingga    . 
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2. Diperiksa tanda       untuk     

Misalkan dipilih   
  

 
√

   

       
        , dengan      . 

a. Untuk   
 

 
(       ) (   

      

 
  √ (  

     

 
)) 

diperoleh 

 
  

 
√

   

       
       

       

 
       √ (  

     

 
)     

sehingga 

(   [  
  

 
√

   

       
      ])  

 
      

 
(  [  

  

 
√

   

       
      ]  

  

 
√

   

       
)  

  √      (  
     

 
)(  [  

  

 
√

   

       
      ]  

  

 
√

   

       
)   . 

Disubstitusikan   
  

 
√

   

       
         sehingga didapatkan 

       
      

 
(    

  

 
√

   

       
)  

  √      (  
     

 
) (    

  

 
√

   

       
)   .  

Diperoleh    √   . 

Oleh sebab     dan     maka    √    sehingga 

      (   √ )(   √ )   . 

Pada kasus ini didapatkan     dan         sehingga 

   
 

 
  (

 

 
√|     |)      dan       

 

 
  (

 

 
√|     |)    
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Diperoleh               
 

 
   . 

Oleh sebab                , maka dapat disimpulkan bahwa titik    

merupakan titik spiral yang tidak stabil (unstable spiral point). 

b. Untuk   
 

 
(       ) (   

      

 
  √ (  

     

 
)) 

diperoleh 

 
  

 
√

   

       
       

       

 
       √ (  

     

 
)     

sehingga 

(   [  
  

 
√

   

       
      ])  

 
      

 
(  [  

  

 
√

   

       
      ]  

  

 
√

   

       
)  

  √      (  
     

 
)(  [  

  

 
√

   

       
      ]  

  

 
√

   

       
)   .  

Disubstitusikan   
  

 
√

   

       
         sehingga didapatkan 

       
      

 
(    

  

 
√

   

       
)  

  √      (  
     

 
) (    

  

 
√

   

       
)   .  

Diperoleh    √   . 

Oleh sebab     dan     maka    √    sehingga 

      (   √ )(   √ )   . 
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Pada kasus ini didapatkan     dan         sehingga 

   √          

Diperoleh  

   
 

 
(  √     )      dan      

 

 
(  √     )     

Oleh sebab      dan     , maka dapat disimpulkan bahwa titik    

merupakan titik simpul yang tidak stabil (unstable node point). 

Kasus           dan    (  
       

 [        ]
√

   

       
) 

1. Diperiksa tanda   

Dipunyai    (  
       

 [        ]
√

   

       
), sehingga  

   
 

 
  

       

 [        ]
√

   

       
.  

Diperoleh 

(   
      

 
)       

      

 

  

 
√

   

       
 . 

Jadi, (   
      

 
)       

      

 

  

 
√

   

       
   sehingga    . 

2. Diperiksa tanda       untuk     

Jelas  

           .  

Diperoleh  

√      √       √ ,  

sehingga nilai-nilai eigennya adalah 

    √     dan         √   
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Oleh sebab   dan    merupakan imajiner murni, maka dapat disimpulkan 

bahwa titik    merupakan titik pusat (center point). 

Berikut dibangun teorema untuk kestabilan titik ekulibrium     

Teorema 4 

Diberikan     
       titik ekulibrium Sistem (4.1), 

1. Jika         atau          dan    (  
       

 [        ]
√

   

       
) , 

maka titik    stable spiral point atau stable node point, 

2. Jika          dan    (  
       

 [        ]
√

   

       
) , maka titik    

unstable spiral point atau unstable node point, serta 

3. Jika           dan    (  
       

 [        ]
√

   

       
)  maka titik    

center point. 

4.1.4 Simulasi Numerik 

Simulasi numerik model predator-prey dilakukan dengan menggunakan 

program Maple 12. Parameter yang digunakan dalam simulasi numerik disajikan 

pada Tabel 4.1 yang terbagi dalam tujuh kasus yang berbeda. 
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Tabel 4.1 Parameter Simulasi Numerik 

Kasus                      Kestabilan 

1 0,1 0,2   10   2   1  0,02  0,04    stable node 

2 0,118 0,117   70   2   0,061  0,02  0,01   saddle 

   stable node 

3 

 

0,118   0,038125   3   2   1  0,02  0,04   dan    saddle 

   stable spiral 

4 0,11 0,10307   2 2 1  0,001   0,001   dan   saddle 

   stable node 

5 0,1 0,036501   70   2   0,1  0,04  0,02   dan    saddle 

  unstable spiral 

6 0,08 0,05489   70 1 0,021  0,01   0,01   dan   saddle 

  unstable node 

7 0,1 0,08655   70   1 0,021  0,01   0,01   dan    saddle 

  center 

 

Kasus 1:     

Pada kasus 1, titik ekuilibrum yang eksis hanya titik  . Hasil simulasi 

numerik kasus 1 ditunjukkan pada Gambar 4.1 dan Gambar 4.2 dengan input dan 

output simulasi selengkapnya tersaji pada Lampiran 1. 

 
Gambar 4.1. Bidang Solusi Kasus 1:     (kiri) dan     (kanan) 
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Gambar 4.2. Trayektori Kasus 1 

Gambar 4.1 memperlihatkan populasi eceng gondok mengalami penurunan 

hingga mendekati kepunahan, sedangkan populasi ikan Grass carp, pada awalnya 

mengalami peningkatan, namun kemudian mengalami penurunan hingga 

mendekati kepunahan. Hal ini disebabkan laju pemanenan eceng gondok lebih 

dari laju pertumbuhan eceng gondok, sehingga populasi eceng gondok menurun.  

Akibatnya, populasi ikan Grass carp ikut mengalami penurunan. Selain itu, 

tingkat kejenuhan ikan Grass carp yang tinggi dalam mengkonsumsi eceng 

gondok turut mempengaruhi penurunan populasi ikan Grass carp. 

Pada Gambar 4.2, terlihat semua trayektori bergerak mendekati titik 

ekuilibrium    dari berbagai arah sehingga titik    stable node point. Jadi, pada 

kasus ini akan terjadi kepunahan kedua populasi. 

Kasus 2:     dan  √
   

       
  (  

 

 
) 

Pada kasus 2, titik ekuilibrum yang eksis adalah    dan   . Hasil simulasi 

numerik untuk kasus 2 ditunjukkan pada Gambar 4.3 dan Gambar 4.4 dengan 

input dan output simulasi selengkapnya tersaji pada Lampiran 2. 
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Gambar 4.3. Bidang Solusi Kasus 2:     (kiri) dan     (kanan) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                       
Gambar 4.4. Trayektori Kasus 2 

Gambar 4.3 memperlihatkan bahwa populasi ikan Grass carp  mengalami 

penurunan hingga mendekati kepunahan. Hal ini disebabkan laju interaksi ikan 

grass carp dan eceng gondok tidak jauh berbeda dengan laju pemanenan dan 

kematian ikan Grass carp.  Ditambah lagi, tingkat kejenuhan ikan Grass carp 

dalam mengkonsumsi eceng gondok relatif tinggi. Di sisi lain, populasi eceng 

gondok mengalami peningkatan jika populasi awalnya rendah dan mengalami 

penurunan jika populasi awalnya tinggi, hingga mencapai kondisi di mana 

populasi cenderung konstan.  
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Pada Gambar 4.4, semua trayektori mendekati    dari berbagai arah 

sehingga titik    stable node point. Selain itu, trayektori mendekati    pada 

sumbu   dan menjauhi    pada sumbu   sehingga titik    unstable saddle point. 

Jadi, akan terjadi kepunahan ikan Grass carp dan kelestarian eceng gondok. 

Kasus 3:         ,     
  

 
√

   

       
, dan         

Pada kasus 3, titik ekuilibrum yang eksis adalah   ,   , dan   . Hasil 

simulasi numerik untuk kasus 3 ditunjukkan pada Gambar 4.5 dan Gambar 4.6 

dengan input dan output simulasi selengkapnya tersaji pada Lampiran 3. 

 
Gambar 4.5. Bidang Solusi Kasus 3:     (kiri) dan     (kanan) 

 

 

 

 

    

                                                                         

 

Gambar 4.6. Trayektori Kasus 3 
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Gambar 4.5 memperlihatkan bahwa populasi ikan Grass carp  dan eceng 

gondok mengalami dinamika pertumbuhan seiring dengan peningkatan waktu. 

Dinamika ini akan berhenti ketika populasi ikan Grass carp dan eceng gondok 

mencapai kondisi yang konstan pada populasinya masing-masing.  

Pada Gambar 4.6, semua trayektori mendekati    dari berbagai arah secara 

spiral sehingga titik   stable spiral point. Selain itu, trayektori bergerak 

mendekati    searah sumbu   dan menjauhi    searah sumbu  , sedangkan pada 

   trayektori mendekat sepanjang sumbu   dan menjauh pada sumbu lainnya 

sehingga titik    dan   unstable saddle point. Jadi, pada kasus ini akan terjadi 

kelestarian ikan Grass carp dan eceng gondok sehingga kedua populasi akan 

hidup berdampingan. 

Kasus 4:         ,     
  

 
√

   

       
, dan         

Pada kasus 4, titik ekuilibrum yang eksis adalah   ,   , dan   . Hasil 

simulasi numerik untuk kasus 4 ditunjukkan pada Gambar 4.7 dan Gambar 4.8 

dengan input dan output simulasi selengkapnya tersaji pada Lampiran 4. 

 
Gambar 4.7. Bidang Solusi Kasus 4:     (kiri) dan     (kanan) 
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Gambar 4.8. Trayektori Kasus 4 

Gambar 4.7 memperlihatkan bahwa pada beberapa kondisi awal yang 

diberikan, populasi ikan Grass carp dan eceng gondok mengalami peningkatan 

sebelum mengalami penurunan dan menuju kondisi stabil. Sebaliknya, terdapat 

juga kondisi awal yang mengakibatkan populasi ikan Grass carp dan eceng 

gondok mengalami penurunan sebelum mengalami peningkatan dan menuju 

kondisi stabil. jika populasi awalnya rendah dan mengalami penurunan jika 

populasi atau sebaliknya, sebelum mendekati populasi yang konstan.  

Pada Gambar 4.8, semua trayektori bergerak mendekati    sehingga titik    

stable node point. Selain itu, trayektori bergerak mendekati    searah sumbu   

dan menjauhi    searah sumbu  , sedangkan pada    trayektori mendekat 

sepanjang sumbu   dan menjauh pada sumbu lainnya sehingga titik    dan    

unstable saddle point. Jadi, pada kasus ini akan terjadi kelestarian populasi ikan 

Grass carp dan eceng gondok sehingga kedua populasi akan hidup berdampingan. 
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Kasus 5:             (  
       

 [        ]
√

   

       
), dan         

Pada kasus 5, titik ekuilibrum yang eksis adalah   ,   , dan   . Hasil 

simulasi numerik untuk kasus 5 ditunjukkan pada Gambar 4.9 dan Gambar 4.10 

dengan input dan output simulasi selengkapnya tersaji pada Lampiran 5. 

 
Gambar 4.9. Bidang Solusi Kasus 5:     (kiri) dan     (kanan) 

 

 

 

   

 

 

 

                                                                         

Gambar 4.10. Trayektori Kasus 5 

Gambar 4.9 memperlihatkan bahwa dengan kondisi awal yang diberikan, 

populasieceng gondok dan ikan Grass carp terus mengalami perubahan seiring 

bertambahnya waktu. Pada Gambar 4.10, semua trayektori menjauhi    secara 
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spiral sehingga titik    unstable spiral point. Selain itu, trayektori di sekitar    

bergerak melewati   dan    sehingga titik    dan    unstable saddle point. Jadi, 

pada kasus ini tidak terjadi kestabilan populasi. 

Kasus 6:             (  
       

 [        ]
√

   

       
), dan         

Pada kasus 6, titik ekuilibrum yang eksis adalah   ,   , dan   . Hasil 

simulasi numerik untuk kasus 4 ditunjukkan pada Gambar 4.11 dan Gambar 4.12 

dengan input dan output simulasi selengkapnya tersaji pada Lampiran 6. 

 
Gambar 4.11. Bidang Solusi Kasus 6:     (kiri) dan     (kanan) 

 

 

   

 

 

 

  

                                                                        
Gambar 4.12. Trayektori Kasus 6 
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Gambar 4.11 memperlihatkan dengan kondisi awal yang diberikan, populasi 

ikan Grass carp dan eceng gondok mengalami dinamika yang cenderung 

mendekati stabil periodik seiring meningkatnya waktu. Pada Gambar 4.12, semua 

trayektori menjauhi    ke berbagai arah sehingga titik  unstable node point. 

Selain itu, trayektori mendekati    sepanjang sumbu  dan menjauhi    sepanjang 

sumbu  , serta mendekati    sepanjang sumbu   dan menjauhi    pada sumbu 

lainnya, sehingga titik    dan   unstable saddle point. Pada kasus ini, 

diindikasikan trayektori di sekitar    membentuk limit cycle. Jadi, pada kasus ini 

tidak terjadi kestabilan populasi. 

Kasus 7:          dan    (  
       

 [        ]
√

   

       
) 

Pada kasus 7, titik ekuilibrum yang eksis adalah   ,   , dan   . Hasil 

simulasi numerik untuk kasus 7 ditunjukkan pada Gambar 4.13 dan Gambar 4.14 

dengan input dan output simulasi selengkapnya tersaji pada Lampiran 7. 

 
Gambar 4.13. Bidang Solusi Kasus 7:     (kiri) dan     (kanan) 
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Gambar 4.14. Trayektori Kasus 7 

Gambar 4.13 memperlihatkan bahwa dengan kondisi awal yang diberikan, 

populasi ikan Grass carp dan eceng gondok mengalami pertumbuhan dan 

penurunan populasi secara periodik. Sedangkan pada Gambar 4.14, semua 

trayektori mengelilingi titik    secara tertutup sehingga titik   center point. 

Selain itu, trayektori di sekitar    bergerak melewati    dan    sehingga titik    

dan    unstable saddle point. Jika diberikan kondisi awal yang lebih besar, maka 

trayektori yang dihasilkan akan mendekati loop yang mengelilingi titik   , 

sehingga pada kasus ini diindikasikan trayektori membentuk limit cycle. Jadi, 

pada kasus ini kedua populasi akan hidup berdampingan dengan perubahan yang 

terus terjadi pada kedua populasi secara periodik.  
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4.2 Pembahasan 

Berdasarkan model predator-prey yang telah dibangun pada Sistem (4.1), 

dapat diinterpretasikan bahwa populasi eceng gondok,  , akan meningkat hingga 

mencapai kapasitas maksimal dari daya dukung lingkungan,  . Populasi eceng 

gondok akan menurun ketika proses pengontrolan dengan menggunakan ikan 

Grass carp dan pemanenan dilakukan. Efek pengurangan populasi eceng gondok 

digambarkan melalui persamaan,    
    

     
. Di sisi lain, populasi ikan Grass 

carp,  , akan meningkat pada laju maksimal 
   

            ketika terdapat 

banyak eceng gondok, dan akan menurun pada laju maksimal     ketika 

terdapat sedikit eceng gondok dan pemanenan ikan Grass carp yang signifikan.  

Kondisi kesetimbangan yang dapat dicapai yakni, kesetimbangan trivial 

(kepunahan kedua populasi), kesetimbangan kepunahan ikan Grass carp, dan 

kesetimbangan interior (kelestarian kedua populasi). Di mana kedua populasi akan 

menuju titik kesetimbangan jika titik tersebut bersifat stabil. 

1. Titik Kesetimbangan Trivial (Kepunahan Kedua Populasi) 

Kesetimbangan ini akan tercapai jika laju pemanenan eceng gondok yang 

dilakukan lebih besar dari laju pertumbuhan eceng gondok      . Di sini 

diasumsikan laju pemanenan dan laju pertumbuhan eceng gondok konstan.  

Berdasarkan simulasi yang telah dilakukan pada kasus 1, model ini memprediksi 

bahwa populasi eceng gondok akan mencapai kesetimbangantrivial dalam waktu 

sekitar 70 hari (Gambar 4.1a), sedangkan populasi ikan Grass carp akan 

mencapai kesetimbangan trivial dalam waktu sekitar 120 hari (Gambar 4.1b). 
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2. Titik Kesetimbangan Kepunahan Ikan Grass carp 

Kesetimbangan ini akan tercapai jika laju pemanenan eceng gondok kurang 

dari laju pertumbuhan eceng gondok       dan parameter-parameter yang 

berlaku memenuhi pertidaksamaan  √
   

       
  (  

 

 
) , dengan   dan   

parameter ikan Grass carp,  dan   parameter interaksi, serta      dan   

parameter eceng gondok. Di sini diasumsikan semua parameter konstan dan 

bernilai positif selain   yang dapat bernilai nol. Berdasarkan simulasi yang telah 

dilakukan pada kasus 2, model ini memprediksi bahwa populasi eceng gondok 

akan mencapai kesetimbanganini dalam waktu sekitar 5.500 hari (Gambar 4.3a), 

sedangkan populasi ikan Grass carp akan mencapai kesetimbangan ini dalam 

waktu sekitar 400 hari (Gambar 4.3b). 

Kepadatan populasi eceng gondok pada kesetimbangan ini dipengaruhi oleh 

laju pertumbuhan, laju pemanenan, dan daya dukung lingkungan eceng gondok. 

Semakin tinggi daya dukung lingkungan, kepadatan populasi eceng gondok akan 

semakin besar. Dan semakin tinggi laju pemanenan, kepadatan populasi eceng 

gondok akan semakin berkurang.  

3. Titik Kesetimbangan Interior (Kelestarian Kedua Populasi) 

Kesetimbangan ini tercapai jika laju pertumbuhan eceng gondok lebih dari 

laju pemanenan eceng gondok ditambah 
  

 
√

   

       
 dan memenuhi salah satu 

dari dua kondisi berikut, yakni laju interaksi kedua populasi lebih dari dua kali 

laju pengurangan ikan Grass carp          atau laju interaksi kedua 

populasi kurang dari dua kali laju pengurangan ikan Grass carp           
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dengan laju pertumbuhan eceng gondok kurang dari laju pemanenan eceng 

gondok ditambah 
       

 [        ]
√

   

       
. Berdasarkan simulasi pada kasus 3 dan 

4, model ini memprediksi populasi eceng gondok dan ikan Grass carp mencapai 

kesetimbangan sekitar 300 hari (Gambar 4.5) dan 5.500 hari (Gambar 4.7). 

Kepadatan kedua populasi pada kesetimbangan ini dipengaruhi oleh laju 

       . Pada laju minimum        , kepadatan populasi eceng gondok 

akan meningkat sedangkan kepadatan populasi ikan Grass carp akan menurun, 

sebaliknya, pada laju maksimum        , kepadatan populasi eceng gondok 

akan menurun sedangkan kepadatan populasi ikan Grass carp akan meningkat.  

Dari ketiga kondisi kesetimbangan yang dapat dicapai, kesetimbangan 

interior merupakan solusi yang paling efektif dalam menanggulangi populasi 

eceng gondok yang setiap saat dapat kembali melakukan invasi. Keberadaan ikan 

Grass carp akan selalu membatasi populasi eceng gondok sehingga pertumbuhan 

eceng gondok yang terlampau besar dapat dihindari. 
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BAB 5 

PENUTUP 

5.1. Simpulan 

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan, berikut simpulan 

yang diperoleh. 

1. Model predator-preypada populasi eceng gondok dengan adanya ikan Grass 

carp dan pemanenan, yakni 

  

  
   (  

 

 
)     

   

         

  

  
  (

   

           )   

dengan       ,         

2. Titik ekuilibrium yang eksis yakni    untuk setiap kondisi,    untuk    , 

dan    untuk        , dan     
  

 
√

   

       
. Dengan demikian, 

titik kesetimbangan yang dapat dicapai yakni kepunahan kedua populasi, 

kepunahan ikan Grass carp, dan kelestarian kedua populasi. 

3. Kestabilan titik ekuilibrium dalam sembilan kasus yang berbeda merupakan 

unstable saddle point (2), stable spiral point (1), stable node point (3), 

unstable spiral point (1), unstable node point (1), dan center point (1). 

Dengan demikian, terdapat empat kasus yang dapat mencapai titik 

kesetimbangan. 
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4. Simulasi numerik memberikan hasil yang sesuai dengan perhitungan 

analitik. Di mana simulasi yang dihasilkan memberikan prediksi dalam 

pengontrolan yang dilakukan. 

5.2. Saran 

Pada penelitian selanjutnya, dapat dilakukan analisis lebih lanjut untuk 

trayektori yang diindikasikan membentuk limit cycle. Kestabilan global dari titik 

ekuilibrium juga dapat dianalisis. Selain itu, agar sistem kontrol yang dilakukan 

berjalan dengan optimal, maka kesetimbangan bionomik perlu dianalisis dengan 

menggunakan parameter yang sesuai dengan kondisi di lapangan. 
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Lampiran 

Lampiran 1. Input dan Output Simulasi Kasus 1 
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Lampiran 2. Input dan Output Simulasi Kasus 2 
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Lampiran 3. Input dan Output Simulasi Kasus 3 
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Lampiran 4. Input dan Output Simulasi Kasus 4 
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Lampiran 5. Input dan Output Simulasi Kasus 5 
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Lampiran 6. Input dan Output Simulasi Kasus 6 
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Lampiran 7. Input dan Output Simulasi Kasus 7 
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