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ABSTRAK 

 
Anggraeni, M. D. 2013. Pelabelan  dan Pembentukan Graf Middle pada 

Beberapa Graf Khusus. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan 

Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Negeri Semarang. Pembimbing I: Dr. 

Mulyono, M.Si dan Pembimbing II: Drs. Amin Suyitno, M.Pd. 

 

Kata Kunci: Graf khusus; graf middle; pelabelan . 

 

Pelabelan dari suatu graf adalah suatu pemetaan yang membawa setiap 

elemen graf yaitu himpunan sisi (edge) atau himpunan titik (vertex) ke bilangan-

bilangan bulat positif, yang disebut label. Pelabelan  adalah pelabelan di 

mana dalam suatu graf jika terdapat dua titik dengan jarak satu maka harus  

memiliki  label dengan selisih minimal 3, jika terdapat dua titik dengan jarak  dua  

maka  harus  memiliki  label  dengan  selisih  minimal  2, dan  jika  terdapat  dua 

titik dengan  jarak  tiga maka  harus  memiliki label dengan selisih minimal 1. 

 Permasalahan dalam skripsi ini adalah bagaimana menentukan pelabelan 

 dan menentukan graf middle pada graf path , graf sikel , graf 

bintang . 

Penelitian ini merupakan penelitian studi pustaka dengan langkah sebagai 

berikut, yaitu (1) mempelajari dan mengkaji tentang pelabelan  pada graf 

path , graf sikel , dan graf bintang . (2) Mempelajari dan mengkaji tentang 

pembentukan graf middle pada graf path , graf sikel , graf bintang  dan 

pelabelan nya. 

Untuk menentukan hasil pelabelan  pada graf path , graf sikel 

, dan graf bintang , terlebih dahulu membuktikan teorema-teorema yang ada. 

Penelitian ini memberikan hasil dan kesimpulan bahwa 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Banyaknya permasalahan dalam kehidupan sehari–hari mendorong 

manusia untuk mencari solusi yang secara tidak langsung permasalahan tersebut 

mendorong berkembangnya ilmu pengetahuan dan teknologi. Matematika 

merupakan salah satu yang banyak memberikan alternatif dalam menyelesaikan 

permasalahan di segala bidang. Salah satu cabang matematika yang dapat 

menyelesaikan suatu permasalahan adalah teori graf (Clipperton dkk., 2008:1). 

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun 

1736 ketika mencoba membuktikan kemungkinan untuk melewati empat daerah 

yang terhubung dengan tujuh jembatan di atas sungai Pregel di Konigsberg, Rusia 

dalam sekali waktu. Pembuktian Euler tersebut ditulis dalam karya tulisnya yang 

berjudul Solution problematis ad geometrian situs pertinensi. Masalah jembatan 

Konigsberg tersebut dapat dinyatakan dengan istilah graf dalam menentukan 

keempat daerah itu sebagai titik (vertex) dan ketujuh jembatan sebagai sisi (edge) 

yang menghubungkan pasangan titik yang sesuai (Sutarno dkk., 2003: 58). 

 Pelabelan dari suatu graf adalah suatu pemetaan yang membawa setiap 

elemen graf yaitu himpunan sisi (edge) atau himpunan titik (vertex) ke bilangan-

bilangan bulat positif, yang disebut label (Chang, 2000). Jika suatu pelabelan 

hanya menggunakan domain berupa titik maka disebut pelabelan titik, dan apabila 
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domainnya berupa himpunan sisi maka disebut pelabelan sisi. Jika domainnya 

berupa himpunan titik dan sisi maka disebut pelabelan total (total labeling). 

Pelabelan  adalah pelabelan di mana  dalam  suatu  graf  jika  terdapat  

dua  titik  dengan  jarak  satu  maka  harus  memiliki  label  dengan  selisih  

minimal  3, jika  terdapat  dua  titik  dengan  jarak  dua  maka  harus  memiliki  

label  dengan  selisih  minimal  2, dan  jika  terdapat  dua  titik  dengan  jarak  tiga  

maka  harus  memiliki  label  dengan  selisih   minimal 1 (Lingsheit, 2009). 

Adapun graf khusus yang dibahas di sini antara lain yaitu graf path , graf sikel 

, dan graf bintang  (Griggs, 1992: 586). 

 

1.2 Perumusan Masalah 

 Berdasarkan uraikan di atas, maka permasalahan yang dapat dirumuskan 

dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.  

1. Bagaimana menentukan pelabelan  pada graf path , graf sikel 

, dan graf bintang ? 

2. Bagaimana cara menentukan graf middle dari graf path , graf sikel ,  

graf bintang , dan pelabelan nya? 

 

1.3 Pembatasan Masalah  

1. Pelabelan . 

2. Graf khusus yang dibahas dalam penelitian ini meliputi graf path , graf 

sikel , graf bintang , dan graf middle. 
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1.4 Tujuan Penulisan 

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Mengetahui  pelabelan  pada graf path , graf sikel , dan graf 

bintang . 

2. Mengetahui cara menentukan graf middle dari graf path , graf sikel ,  

graf bintang , dan pelabelan nya . 

 

1.5  Manfaat Penulisan 

Manfaat penelitian ini diantaranya adalah sebagai berikut.  

a. Bagi Penulis 

Memberikan pengalaman dan pengetahuan mengenai pelabelan  

dan pembentukan graf middle pada beberapa graf khusus. 

b. Bagi Pembaca  

Dapat dijadikan sumbang saran bagi pembaca yang akan melakukan 

penelitian pelabelan . 

c. Bagi Perpustakaan Jurusan Matematika 

Dapat dijadikan sebagai tambahan referensi, sehingga dapat menambah 

wawasan bagi mahasiswa. 

 

1.6   Sistematika Penyusunan Skripsi 

Sistematika penulisan skripsi ini secara garis besar terbagi menjadi tiga 

bagian yaitu bagian awal, bagian isi, dan bagian akhir skripsi. 
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(1) Bagian awal skripsi meliputi halaman sampul, halaman judul, pernyataan 

keaslian tulisan, motto dan persembahan, kata pengantar, abstrak, daftar isi, 

daftar gambar, daftar tabel dan daftar lampiran. 

(2) Bagian isi skripsi secara garis besar terdiri dari lima bab, adalah sebagai 

berikut. 

BAB I : PENDAHULUAN 

Dikemukakan latar belakang, permasalahan, pembatasan masalah, 

tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika penyusunan 

skripsi. 

BAB 2  : LANDASAN TEORI  

Dikemukakan konsep-konsep yang dijadikan landasan teori sebagai 

berikut: graf dan pelabelan graf. 

BAB 3  : METODE PENELITIAN 

Dikemukakan metode penelitian yang berisi langkah-langkah yang 

ditempuh untuk memecahkan masalah yaitu: menentukan masalah, 

perumusan masalah, metode pengambilan data, analisis dan 

pemecahan masalah, serta penarikan kesimpulan. 

BAB 4  : HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN 

Dikemukakan hasil penelitian dan pembahasan yang berisi 

pembahasan dari permasalahan yang berkaitan dengan pelabelan 

 dan pembentukan graf middle pada graf khusus. 
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BAB 5  : PENUTUP 

Bagian penutup meliputi simpulan dan saran. Simpulan merupakan 

hasil pembahasan bab-bab sebelumnya yang mencerminkan hasil 

penlitian. Saran berupa anjuran atau rekomendasi. 

(3) Bagian akhir skripsi meliputi daftar pustaka dan lampiran-lampiran dari 

pembahasan yang telah dilakukan serta yang mendukung penulisan skripsi. 
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

2.1  Graf 

2.1.1 Definisi 

Graf  adalah pasangan , di mana  adalah himpunan 

berhingga titik-titik (vertices) yang tak kosong dan  adalah himpunan sisi 

(mungkin kosong), sedemikian sehingga setiap sisi (edge) di  adalah 

pasangan tak berurutan dari titik-titik di . Himpunan titik dari  dinotasikan 

dengan , sedangkan himpunan sisi dinotasikan dengan  (Budayasa, 

2007: 1). 

Jumlah titik dari graf  disebut order graf  yang dinotasikan dengan 

 sedangkan jumlah sisi dari graf  disebut size graf  yang dinotasikan 

dengan . Gambar di bawah ini contoh graf dengan 5 titik dan 6 sisi. 

Contoh : 

  

 

 

 
 

 

 

 

 

 

  

 

Gambar 2.1 Graf  dengan 5 titik dan 6 sisi 
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Dalam sebuah graf, seperti terlihat pada Gambar 2.1, dimungkinkan 

adanya suatu sisi yang dikaitkan dengan pasangan . Sisi yang dua titik 

ujungnya sama disebut loop/gelang. Pada Gambar 2.1, sisi  merupakan sebuah 

loop. Dalam sebuah graf dimungkinkan adanya lebih dari satu sisi yang dikaitkan 

dengan sepasang titik. Pada Gambar 2.1,  sisi  dan sisi  dikaitkan dengan 

pasangan titik . Menurut Sutarno dkk. (2003: 60), pasangan sisi semacam 

ini disebut sisi-sisi pararel/sejajar atau sisi rangkap. Sebuah graf yang tidak 

memiliki loop dan tidak memiliki sisi rangkap disebut graf sederhana. 

2.1.2 Definisi 

Jika sebuah titik  merupakan titik ujung dari suatu sisi , maka  dan 

 disebut saling berinsidensi atau titik  terkait (incident) dengan sisi  

(Sutarno dkk., 2003: 60).  

Contoh : 

Pada Gambar 2.1 di atas, sisi  dan  adalah sisi-sisi yang terkait 

dengan titik .  

2.1.3 Definisi 

Dua sisi yang tidak pararel disebut bertetangga (adjacent), bila kedua sisi 

tersebut terkait dengan titik yang sama. Selain itu, dua buah titik disebut 

bertetangga jika kedua titik tersebut merupakan titik-titik ujung dari sisi yang 

sama (Sutarno dkk., 2003: 60). 
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 Contoh : 

  dan  dalam Gambar 2.1, merupakan dua sisi yang bertetangga. 

Dalam Gambar 2.1,  dan  adalah dua titik yang saling bertetangga, sedangkan 

titik  dan  merupakan dua titik yang tidak saling bertetangga. 

2.1.4 Definisi 

Jumlah atau banyaknya sisi yang terkait dengan suatu titik  (loop 

dihitung dua kali), disebut derajat (degree) dari titik tersebut dinotasikan . 

Derajat suatu titik sering juga disebut valensi dari titik tersebut. Derajat minimum 

dari graf  dinotasikan dengan  dan derajat maksimumnya dinotasikan 

dengan  (Siang, 2002: 205). 

Contoh : 

Pada Gambar 2.1, terlihat bahwa untuk setiap titik  di  derajat titiknya 

adalah  , , , . Sehingga 

 dan . 

2.1.5  Definisi 

Misalkan G adalah sebuah graf. Sebuah jalan (walk) di  adalah barisan 

berhingga (tak kosong)  yang suku-sukunya bergantian 

titik dan sisi, sedemikian sehingga  dan  adalah titik-titik akhir sisi , untuk 

. Titik  dan  berturut-turut disebut titik awal dan titik akhir . 

Sedangkan titik-titik  disebut titik-titik internal dari . Panjang dari 

jalan  adalah banyaknya sisi dalam . Jika semua sisi  dalam 

jalan  berbeda, maka  disebut jejak (trail). Jika semua titik  

dalam jalan  juga berbeda, maka  disebut sebuah lintasan (path). Sebuah 
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jalan  disebut tertutup, jika titik awal dan titik akhir dari  sama. Jejak tertutup 

disebut sirkuit. Sirkuit yang titik awal dan titik internalnya berlainan disebut 

siklus (cycle). Siklus dengan  titik dinotasikan dengan  (Sutarno dkk., 2003: 

65). 

Contoh : 

 

 

 

 

 

Gambar 2.2 Jalan, Jejak, Lintasan, dan Siklus dalam suatu Graf 

 

Jalan :  

Jalan tertutup : . 

Jejak : . 

Jejak tertutup : . 

Lintasan : . 

Siklus : . 

2.1.6 Definisi 

 Sebuah graf  disebut graf bagian dari graf , ditulis , jika 

 dan . Jika  dan , maka  disebut 

graf bagian rentang (spanning subgraf) dari  (Budayasa, 2007: 5). 
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Contoh : 

 

Gambar 2.3   Graf Bagian dari  yang dibangun oleh . 

 Graf bagian dari  yang dibangun oleh  adalah sebuah graf bagian dari 

 yang himpunan titiknya adalah  dan himpunan sisinya beranggotakan semua 

sisi  yang mempunyai titik-titik akhir di  Pada Gambar 2.3, graf  adalah graf 

bagian dari graf  yang dibangun oleh , sedangkan graf bagian dari 

 yang dibangun oleh  adalah sebuah graf bagian dari  yang himpunan sisinya 

adalah  dan himpunan titiknya beranggotakan semua titik  yang terkait dengan 

sisi  Pada Gambar 2.3, graf  adalah graf bagian dari graf  yang dibangun oleh 

. 

2.1.7 Definisi 

Sebuah graf  dikatakan terhubung (connected graph) jika untuk setiap 

dua titik  yang berbeda terdapat sebuah lintasan yang menghubungkan kedua 

titik tersebut. Sebaliknya graf disebut tidak terhubung (disconnected graph) 

(Rosen, 2003: 570). 
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Contoh : 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.4 Graf terhubung  dan Graf tidak terhubung   

2.1.8 Definisi 

 Sebuah komponen graf  adalah sebuah graf bagian terhubung maksimal 

(titik dan sisi) dari . Graf  dikatakan graf bagian terhubung maksimal dari graf 

, jika tidak ada graf bagian lain dari  yang terhubung dan memuat . Jadi 

setiap graf terhubung memiliki tepat satu komponen sedangkan graf tak terhubung 

memiliki paling sedikit dua komponen (Budayasa, 2007: 8). 

Contoh : 

    

 

 

 

 

 

Gambar 2.5 Graf tidak terhubung dengan  komponen, yaitu  
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2.2 Jenis-jenis Graf 

2.2.1  Definisi 

Graf path adalah graf sederhana yang terdiri dari lintasan tunggal. Graf 

path dengan titik dinotasikan dengan .  memiliki  sisi (Budayasa, 

2007: 6).  

Contoh : 

 

Gambar 2.6 Graf Path  

2.2.2 Definisi 

Graf sikel adalah graf sederhana yang terdiri dari sebuah sikel tunggal dan 

setiap titiknya berderajat dua. Graf sikel dengan  titik dinotasikan dengan , 

 Jika titik-titik pada  adalah  maka sisi-sisinya adalah 

. Dengan kata lain, ada sisi dari titik 

terakhir, ke titik pertama,  (Rosen, 2003: 548). 

Contoh : 

 

Gambar 2.7 Graf Sikel  
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2.2.3 Definisi 

Misalkan  adalah sebuah graf sederhana. Jika untuk 

setiap pasang titik  dan  di  terdapat sebuah sisi yang menghubungkannya, 

maka  disebut graf lengkap. Graf lengkap dengan  titik dinotasikan dengan  

(Sutarno dkk, 2003: 82). 

Contoh : 

 

 

 

 

 

Gambar 2.8 Graf Lengkap  

 

2.2.4  Definisi  

Graf Bintang  adalah graf bipartit lengkap yang berbentuk . Graf 

bintang memiliki  titik (Huda, 2012: 32). Sebuah graf  disebut graf bipartit 

jika  (himpunan titik dari graf ) dapat dipartisi menjadi dua himpunan 

bagian  dan  sedemikian sehingga setiap sisi dari  menghubungkan sebuah 

titik di  dan sebuah titik di . Dinotasikan  bipartit dari  (Sutarno dkk, 

2003: 84). 

Apabila  sederhana dan bipartit dengan partisi  sedemikian 

sehingga setiap titik di  adjacent dengan setiap titik di , maka  disebut graf 
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bipartit lengkap, dinotasikan dengan  dengan  dan  adalah banyaknya titik 

di kedua partisi tersebut. 

Contoh : 

 

 

 

 

Gambar 2.9 Graf Bintang  

 

2.3 Fungsi (Pemetaan) 

2.3.1 Definisi 

Misalkan  dan  merupakan himpunan tidak kosong, maka cross product 

dari dua buah himpunan  dan  yang dinotasikan dengan  adalah 

himpunan semua pasangan terurut  dengan  dan  yaitu 

 

Contoh :  

Diberikan  dan , maka   

 dan   

. Dari hasil  dan  didapat bahwa 

. 

2.3.2   Definisi  

Misalkan  dan  adalah dua himpunan yang tidak kosong. Suatu cara 

atau aturan yang memasangkan setiap elemen dari himpunan  dengan tepat satu 
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elemen di himpunan  disebut pemetaan dari himpunan  ke himpunan . 

Pemetaan dari himpunan  ke himpunan  diberi notasi , yaitu . Secara 

umum pemetaan digolongkan menjadi tiga golongan. 

 

2.3.3   Definisi  

Pemetaan  adalah pemetaan surjektif jika range dari  adalah 

semua elemen di , dengan kata lain jika untuk setiap  terdapat  

sehingga  (Bartle & Sherbert, 1994:13). 

 

2.3.4  Definisi  

Menurut Bartle & Sherbert (1994:13) sebuah pemetaan  

dikatakan injektif (one-one) jika dan hanya jika  maka  , 

untuk semua . 

 

2.3.5   Definisi : 

Jika f  merupakan pemetaan yang surjektif dan sekaligus injektif  maka 

f  disebut  pemetaan bijektif  (Bartle & Sherbert, 1994:13).  

 

2.4   Pelabelan Graf 

2.4.1   Definisi  

Hasil penelitian Budiasti (2010) mengatakan bahwa pelabelan pada suatu 

graf adalah pemetaan (fungsi) yang memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi) 

dengan bilangan (biasanya bilangan bulat positif). Jika domain dari pemetaan 
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adalah titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik (vertex labeling). Jika 

domainnya adalah sisi, maka disebut pelabelan sisi (edge labeling), dan jika 

domainnya titik dan sisi, maka disebut pelabelan total (total labeling). 

Contoh : 

Diberikan graf  sebagai berikut. 

Didefinisikan    

   

 

 

 

 

Gambar 2.10 Pelabelan Titik pada Graf    

Contoh : 

Diberikan graf  sebagai berikut. 

Didefinisikan . 

 

 

 

 

 

Gambar 2.11 Pelabelan Sisi pada Graf  

 

  

   

  

   

  

   

 

 
  

  

 



 

 

 

 

17 

Contoh : 

Diberikan graf  sebagai berikut. 

Didefinisikan   

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.12 Pelabelan Total pada Graf   
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BAB III 

  METODE PENELITIAN 

 

Pada penelitian ini metode atau langkah-langkah yang digunakan adalah 

sebagai berikut. 

3.1 Menemukan Masalah 

Dalam tahap ini dicari sumber pustaka dan dipilih bagian dari sumber 

pustaka sebagai suatu masalah.  Penulis mencari berbagai macam sumber pustaka  

yang berhubungan dengan pelabelan , graf middle, dan graf khusus yang 

meliputi graf path , graf sikel , dan graf bintang . Kemudian menyeleksi 

untuk ditetapkan sebagai suatu masalah yang harus diselesaikan. 

3.2 Merumuskan Masalah 

Masalah yang ditemukan kemudian dirumuskan kedalam pertanyaan 

yang harus diselesaikan yaitu: 

(1) Bagaimana menentukan pelabelan  pada graf path , graf sikel 

, dan graf bintang . 

(2) Bagaimana menentukan graf middle dari graf path , graf sikel , graf 

bintang , dan pelabelan nya. 
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3.3 Metode Pengambilan Data 

Pada penelitian ini metode atau langkah-langkah yang digunakan adalah 

sebagai berikut. 

1) Studi Pustaka 

Dalam langkah ini dilakukan kajian sumber-sumber pustaka tentang 

pelabelan , graf middle, dan graf khusus yang meliputi graf path 

, graf sikel , dan graf bintang  dengan cara mencari referensi dari 

buku-buku dan jurnal yang berkaitan dengan pelabelan , graf 

middle, dan graf khusus yang meliputi graf path , graf sikel , dan graf 

bintang  sehingga didapatkan suatu ide mengenai bahan dasar  

pemecahan masalah. 

2) Dokumentasi  

Metode pengumpulan data dengan cara dokumentasi dilakukan penulis  

dengan mengambil atau melihat langsung data-data dari internet yang ter-

update. Misalnya dengan cara mencarinya di situs www.google.com dengan 

menggunakan kata kunci pelabelan , graf middle, dan graf khusus 

yang meliputi graf path , graf sikel , dan graf bintang . 

  

3.4 Analisis dan Pemecahan Masalah 

Dari berbagai sumber pustaka yang sudah menjadi bahan kajian, diperoleh 

suatu pemecahan masalah di atas. Selanjutnya dilakukan langkah-langkah 

pemecahan masalah sebagai berikut. 
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1. Memahami definisi pelabelan . 

2.  Membuktikan Lemma dan Teorema yang ada pada graf path , graf sikel 

, dan graf bintang . 

3. Memberikan pelabelan  pada graf path , graf sikel , dan graf 

bintang . 

4. Memahami definisi graf middle. 

5.  Membentuk graf middle dari graf path , graf sikel , dan graf bintang . 

6. Memberikan pelabelan  pada graf middle yang dibentuk dari graf 

path , graf sikel , dan graf bintang . 

 

3.5 Penarikan Kesimpulan 

Tahap ini merupakan tahap terakhir dalam metode penelitian. Penarikan 

kesimpulan dari permasalahan diperoleh dari hasil langkah pemecahan masalah 

yang dirumuskan berdasarkan studi pustaka dan pembahasannya. 
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4.1 Pelabelan  

4.1.1 Definisi  

Berdasarkan hasil penelitian Clipperton dkk., (2005:1) dan Chia, (2011: 

2439) jika diketahui graf . Maka pelabelan  pada graf 

 adalah fungsi , dengan  berlaku 

 

 4.1.2 Definisi  

Jika terdapat titik  dan  di dalam graf , maka jarak antara titik  dan 

 adalah banyaknya sisi yang dilewati dari titik  menuju titik . Bilangan 

pelabelan , disimbolkan , dari graf  adalah bilangan asli terkecil  

sedemikian sehingga  memiliki pelabelan  dengan  sebagai label 

maksimum. Sebuah pelabelan  dari graf  disebut pelabelan  

minimal dari  jika label tertinggi dari sembarang titik dalam pelabelan itu adalah 

 (Yeh, 2006: 1218). 

Jika  tidak digunakan sebagai label titik dalam suatu pelabelan  

dari sebuah graf, maka setiap label titik dapat diturunkan  untuk memperoleh 

pelabelan  dari sebuah graf. Jadi dalam pelabelan  minimal,  

harus digunakan sebagai label titik. 



19 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.1 Graf  

Pada gambar 4.1 dijelaskan tentang pelabelan  pada suatu graf 

. Pertama, beri label 1 pada suatu titik misalkan titik . Karena titik  dan  

berjarak satu maka harus diberikan label dengan selisih minimal tiga, misalkan 

titik  diberi label . Sedangkan pada titik  dan  berjarak dua maka harus 

diberikan label dengan selisih minimal dua, misalkan titik  diberi label 7, 

karena pada titik  dan  berjarak tiga maka harus diberikan label dengan selisih 

minimal satu, maka titik  diberi label . Sehingga diperoleh label terkecil pada 

graf  adalah  dan . 

 

 

 

 

 

Gambar 4.2 Graf  
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Pada Gambar 4.2 dijelaskan tentang pelabelan  pada suatu graf 

. Pertama, beri label  pada suatu titik misalkan titik . Karena titik  dan  

berjarak satu maka harus diberikan label dengan selisih minimal tiga, misalkan 

titik  diberi label . Karena titik  dan  berjarak satu maka titik  diberi 

label . Sedangkan titik dan  berjarak dua maka harus diberikan label dengan 

selisih minimal dua, misalkan titik  diberi label . Karena titik  dan  

berjarak dua maka titik  diberi label . Sedangkan titik  dan  berjarak tiga 

maka harus diberikan label dengan selisih minimal satu, misalkan titik  diberi 

label  dan karena titik  dan  berjarak satu maka titik  diberi label . 

Sehingga diperoleh label terkecil pada graf  adalah  dan . 

 

4.2  Pelabelan  pada Graf Khusus 

4.2.1  Pelabelan  pada Graf Path  

Berikut ini akan dibahas Lemma 4.2.1.1 untuk membuktikan teorema 

4.2.1.2. 

Lemma 4.2.1.1 

Untuk setiap graf path pada  titik yang dinotasikan dengan , dengan 

, maka . 

Bukti : 

Misalkan  adalah pelabelan  minimal untuk graf path pada  

titik yang dinotasikan dengan  dan andaikan  untuk . Misalkan 

 merupakan titik dengan label . Di sana dimasukan subpath paling sedikit                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      
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titik dengan  sebagai titik pertama. Misalkan  

merupakan graf path. Selanjutnya akan dihitung kemungkinan untuk   

Kasus I :   

Jika dimisalkan dan , maka 

kontradiksi dengan yang diasumsikan bahwa  . 

Kasus II :  

Jika dimisalkan , maka kontradiksi dengan yang diasumsikan 

bahwa  

Kasus III :  

Jika dimisalkan , maka kontradiksi dengan yang 

diasumsikan bahwa . 

Kasus IV :  

Jika dimisalkan atau . Keduanya mungkin untuk  dengan 

memberi , yang mana kontradiksi dengan  Hal ini dapat 

dilihat bahwa jika diambil  dan  

maka kontradiksi. Jika diambil dan , 

maka kontradiksi juga. 

Oleh karena itu, dapat diambil kesimpulan bahwa  jika  

Teorema 4.2.1.2  

Untuk setiap graf path, yang dinotasikan dengan , maka 
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Bukti : 

Misalkan  merupakan himpunan dari titik pada  

sedemikian sehingga  berdekatan dengan  untuk  Didefinisikan  

sedemikian sehingga  dan  

jika  (mod8). Menurut definisi dari  dan berdasarkan Lemma 4.2.1.1 maka 

 untuk .  

Untuk setiap  dengan , maka akan diproses beberapa kasus dengan 

menggunakan pola pelabelan yang didefinisikan oleh  dan dapat dilihat bahwa 

setiap  merupakan subpath yang tereduksi dari  dengan . 

Kasus I :  

Ini adalah kasus trivial. 

Kasus II :  . 

Pola pelabelan  menunjukkan bahwa  karena tidak ada 

penyelesaian yang lebih baik dari pada itu. 

Kasus III :  

Akan ditunjukan bahwa pola pelabelan dari  untuk  

adalah  Andaikan  Terdapat titik  sedemikian 

sehingga  Jika  memiliki derajat , maka titik  dan  ada 

sedemikian sehingga  dan  sehingga kontradiksi. Jika  

memiliki derajat  , misalkan , maka kemungkinan untuk  adalah  

dan . Dalam salah satu kasus, diketahui  maka kontradiksi dengan 

yang diasumsikan bahwa . 
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Kasus IV :  

Akan ditunjukkan bahwa pola pelabelan dari  untuk  

adalah . Andakain . Terdapat titik  sedemikian 

sehingga  dan titik  dan  ada atau   dan  ada. Tanpa 

menghilangkan sifat umum, andaikan  dan  ada. Kemungkinan untuk 

 adalah  dan  Jika , maka , sehingga 

kontradiksi dengan yang diasumsikan bahwa . Jika  maka 

 Selanjutnya, jika  memiliki derajat , maka  ada dan 

 Jika  memiliki derajat  maka titik  dan  ada. Satu-

satunya kemungkinan untuk  adalah . Tetapi dengan memasukkan 

 maka kontradiksi dengan yang diasumsikan bahwa . 

Pada gambar berikut ini akan diberikan contoh pelabelan  pada 

graf path yang berdasarkan pada Lemma 4.2.1.1 dan Teorema 4.2.1.2. 

Contoh : 

Misalkan, suatu graf path dengan titik  yang dinotasikan dengan 

maka . 

 

Gambar 4.3 Pelabelan  pada Graf Path dengan  

Contoh : 

Misalkan, suatu graf path dengan titik  yang dinotasikan dengan , 

maka  
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Gambar 4.4 Pelabelan  pada Graf Path dengan  

Contoh : 

Misalkan, suatu graf path dengan titik  atau  yang dinotasikan 

dengan  dan , maka  dan  

 

 

Gambar 4.5 Pelabelan  pada Graf Path dengan  

 

 

 

 

Gambar 4.6 Pelabelan  pada Graf Path dengan  

Contoh : 

Misalkan, suatu graf path dengan titik  atau  yang dinotasikan 

dengan dan , maka  dan  

 

 

 

Gambar 4.7 Pelabelan  pada Graf Path dengan  

 

 

 6  

7   6  

     

4    
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Gambar 4.8 Pelabelan  pad Graf Path dengan  

 

 

 

 

Gambar 4.9 Pelabelan  pada Graf Path dengan  

 Contoh : 

Misalkan terdapat graf path dengan titik , yang dinotasikan dengan 

 maka  Selanjutnya pada Gambar 4.10 dijelaskan tentang pelabelan 

 pada graf path  Pertama, beri label 1 pada suatu titik misalkan titik 

. Karena titik  dan  berjarak satu maka harus diberikan label dengan selisih 

minimal tiga, misalkan titik  diberi label . Karena titik  dan  berjarak satu 

maka titik diberi label . Sedangkan pada titik  dan  berjarak dua maka 

harus diberikan label dengan selisih minimal dua, misalkan titik  diberi label . 

Karena titik  dan  berjarak satu maka titik diberi label . Karena titik  

dan  berjarak satu maka titik  diberi label . Sedangkan pada titik  dan 

berjarak dua maka titik  diberi label . Kemudian untuk titik  diberi label 

 karena pada titik  dan  berjarak satu. 

. 

 2      
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Gambar 4.10 Pelabelan  pada Graf Path  

 

4.2.2  Pelabelan  pada Graf Sikel  

Lemma 4.2.2.1 

Misalkan  adalah bilangan bulat ganjil, jika  maka . 

Bukti : 

Misalkan  adalah pelabelan  minimal dari  di mana  adalah 

bilangan ganjil dan . Andaikan  Maka hanya pelabelan yang 

mungkin dengan  sebagai bilangan bulat maksimum adalah sebagai berikut: 

dan   

Dapat dilihat bahwa dan  adalah pelabelan untuk sikel genap. 

Dari pelabelan sisa   dan  semua gagal sebagai pelabelan pada 

sikel karena label  yang hilang harus lebih besar daripada yang diasumsikan 

. Oleh karena itu, tidak ada pelabelan  minimal yang berada 

pada  dengan  ganjil dan  sedemikian sehingga  

 

        

  7      



27 

 

 

 

Lemma 4.2.2.2 

Untuk setiap graf sikel dengan  maka . 

Bukti :  

Akan ditunjukkan bahwa pola pelabelan dari  adalah . 

Kemudian, misalkan  adalah pelabelan  minimal dari  dan andaikan 

. Diberikan  sedangkan  dan  adalah dua titik yang 

berdekatan dengan . Maka kemungkinan untuk )} adalah 

. 

Kasus I :   

Jika misalkan maka kontradiksi dengan yang diasumsikan 

bahwa  Jika diambil maka tidak memenuhi definisi 4.1.1 

karena selisih label pada titik dan  hanya 1. 

Kasus II : {  atau  

Jika dimisalkan maka kontradiksi dengan yang diasumsikan 

bahwa  Jika diambil maka tidak memenuhi definisi 4.1.1 

karena selisih label pada titik  dan  hanya 1. Oleh karena itu . 

Contoh :  

 

 

 

 

 

Gambar 4.11 Pelabelan  pada Graf Sikel dengan  
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Lemma 4.2.2.3 

Untuk setiap graf sikel dengan  maka  

Bukti :   

Dari teorema 4.2.1.2 dapat diketahui bahwa  karena  

Misalkan  adalah pelabelan  minimal dari  dan andaikan  

Diberikan  dan misalkan dan  adalah dua titik yang berdekatan 

dengan . Maka kemungkinan untuk  adalah dan 

  

Kasus I :  

Jika dimisalkan  maka kontradiksi dengan yang diasumsikan 

bahwa  

Kasus II :  atau  : 

Jika dimisalkan  maka kontradiksi dengan yang diasumsikan 

bahwa  

 Karena tidak mungkin terjadi, maka didapatkan . 

Menurut Lemma 4.2.2.1 untuk sikel ganjil, dapat dilihat bahwa  Maka 

diperoleh  Sehingga, pola pelabelan  menunjukkan bahwa 

 Oleh karena itu  
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Contoh : 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.12 Pelabelan  pada Graf Sikel dengan  

 

Lemma 4.2.2.4 

Untuk graf sikel dengan  maka  

Bukti :  

Akan ditunjukkan bahwa pola pelabelan dari  adalah 

. Misalkan  adalah pelabelan  minimal dari  dan 

andaikan  Diberikan , dan misalkan  dan  adalah dua 

titik yang berdekatan dengan . Maka kemungkinan untuk  adalah 

, dan . 

Kasus I :  

Jika dimisalkan  dan  Untuk  diketahui , 

maka kontradiksi dengan  

Kasus II :  atau  

Jika dimisalkan maka kontradiksi dengan yang diasumsikan 

bahwa  Oleh karena itu . 
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Contoh : 

 

 

 

 

 

Gambar 4.13 Pelabelan  pada Graf Sikel dengan  

 

Lemma 4.2.2.5 

Untuk graf sikel dengan  maka  

Bukti :  

Misalkan  adalah himpunan titik dari . Andaikan 

 dan misalakan  adalah pelabelan  minimal dari , maka 

kemungkinan nilai pada  berada di dalam  Karena jarak 

terbesar antara dua titik yang berada di dalam  adalah , tidak ada kemungkinan 

nilai untuk  dapat diulangi. Serta, hanya sampai dua label berurutan yang 

mungkin dipergunakan. Jika mempergunakan tiga label berurutan itu tidak 

mungkin karena terdapat pembatas jarak pada pelabelan . Maka paling banyak 

ada  label yang dapat digunakan dari , seharusnya titik yang tak berlabel 

menjadi berlabel dengan nilai yang , sehigga kontradiksi dengan yang 

diasumsikan bahwa  Dengan demikian  Sehingga, pola 

pelabelan menunjukkan bahwa  Oleh karena itu, 
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Contoh : 

  

  

 

 

 

 

Gambar 4.14 Pelabelan  pada Graf Sikel dengan   

Selanjutnya, untuk membuktikan Teorema 4.2.2.9 bahwa setiap graf sikel 

 dengan , jika  genap maka  atau jika  ganjil maka 

, maka diperlukan Lemma 4.2.2.6 dan Lemma 4.2.2.7. 

 

Lemma 4.2.2.6 

 Misalkan  adalah bilangan bulat genap. Jika , maka terdapat 

bilangan bulat non negatif  dan  sedemikian sehingga . 

Bukti :   

Misalkan  dan adalah bilangan bulat 

genap. Maka (mod atau  (mod . Andaikan bahwa   

Kasus I :  (mod ) : 

Jika terdapat bilangan bulat  sedemikian sehingga . Karena 

 Ini meliputi  di mana  dan . Maka, . 

 

 

 

 

1 
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Kasus II :  (mod ) : 

Jika terdapat bilangan bulat  sedemikian sehingga  Ini 

meliputi . Karena  dan  (mod ), didapatkan . 

Maka  Dari ini, terdapat bahwa  di mana  

dan  Maka,  

Oleh karena itu, jika  adalah bilangan bulat genap dan  maka 

terdapat bilangan bulat non negatif  dan  sedemikian sehingga  

Contoh : 

Misalkan  dan  adalah bilangan bulat 

genap. Jika , maka terdapat bilangan bulat non negatif  dan  sedemikian 

sehingga  

  

 

 

 

 

Sehingga diperoleh   

 

Lemma 4.2.2.7 

Misalkan  adalah bilangan bulat ganjil. Jika  dan , maka 

terdapat bilangan bulat non negatif  dan  sedemikian sehingga  
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Bukti :   

 Misalkan  dan  adalah bilangan bulat 

ganjil. Maka  (mod ) atau  (mod ). Andaikan  dan . 

Kasus I :  (mod ) : 

Jika terdapat bilangan bulat  sedemikian sehingga . Ini 

meliputi bahwa . Karena  didapatkan  Ini 

mengimplikasikan bahwa  di mana  dan  Maka, 

.  

Kasus II :  (mod ) : 

Jika terdapat bilangan bulat  sedemikian sehingga  Ini 

mengimplikasikan bahwa  Karena   dan 

 (mod , didapatkan  Maka  Karena  di 

mana  dan  maka  

Oleh karena itu, jika  adalah bilangan bulat ganjil sedemikian sehingga 

 dan  maka  di mana  dan  bilangan bulat non 

negatif. 

Contoh :  

Misalkan  dan  adalah bilangan bulat 

ganjil. Jika  dan  maka terdapat bilangan bulat non negatif  dan  

sedemikian sehingga   
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Sehingga diperoleh   

Sebelum membahas teorema 4.2.2.9 kita akan bahas terlebih dahulu 

teorema yang mendukung teorema 4.2.2.9. 

 

Teorema 4.2.2.8 

Untuk setiap graf lengkap pada  titik, maka . 

Bukti : 

Misalkan  adalah suatu graf lengkap dengan 

 dan  adalah pelabelan  minimal dari  dengan 

 untuk semua . Kemudian, untuk setiap  dan 

, sedemikian sehingga  Dengan demikian, 

 untuk setiap  dan  Karena terdapat  di 

dalam  sedemikian sehingga  maka  Begitu juga, karena  

adalah pelabelan  minimal dari , sedemikian sehingga untuk setiap  

dengan  Secara rekursif, maka akan diperoleh : 
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                                      . 

Oleh karena itu,  

 

Teorema 4.2.2.9 

Untuk setiap graf sikel,  dengan  maka 

 

Bukti :  

Misalkan  dan  adalah titik dari  sedemikian 

sehingga untuk  dan  adalah sisi dalam  Kasus 

berikut ini menggambarkan semua kemungkinan pada  

Kasus I :  

Dapat dilihat bahwa  adalah graf lengkap. Oleh karena itu, berdasarkan 

Teorema 4.2.2.8 untuk graf lengkap, maka  

Kasus II : genap : 

Diketahui  menurut Lemma 4.2.2.2 dan  menurut 

Lemma 4.2.2.4. Berdasarkan Teorema 4.2.1.2 pada graf path menunjukkan bahwa 

 untuk . Maka untuk setiap graf sikel yang genap,  

Mengingat pelabelan yang digunakan untuk  dan  pada Lemma 4.2.2.2 dan 

Lemma 4.2.2.4, secara berturut-turut yaitu: untuk  digunakan 

 dan untuk  digunakan  Dapat dilihat bahwa 
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pelabelan yang digunakan untuk  dapat diulang secara tak terbatas untuk setiap 

 dengan  perkalian dari . Demikian juga, pelabelan yang digunakan untuk  

dapat diulang secara tak terbatas untuk setiap  dengan  perkalian dari . Selain 

itu, pelabelan dari  dan   dapat digabung bersama menjadi label  seperti 

berikut :  Berdasarkan Lemma 4.2.2.6, dapat 

diketahui bahwa setiap bilangan bulat genap yang lebih besar dari atau sama 

dengan  dapat dinyatakan sebagai kombinasi dari perkalian non negatif dari  

dan . Dari hal ini, jelas bahwa pelabelan dari setiap  yang genap tersusun dari 

kombinasi yang berasal dari perkalian non negatif pada pola pelabelan  dan . 

Oleh karena itu,  untuk setiap  genap.  

Kasus III : ganjil dan  atau   

Berdasarkan Lemma 4.2.2.3 diketahui bahwa  kemudian 

bardasarkan Teorema 4.2.1.2 untuk graf path diketahui bahwa  untuk 

 karena  dan bardasarkan Lemma 4.2.2.1 diketahui bahwa 

 untuk graf sikel ganjil. Ini mengimplikasikan bahwa untuk setiap graf 

sikel ganji . Dalam Lemma 4.2.2.3,  dilabeli dengan  

Dapat dilihat bahwa pelabelan dari  dapat diulang secara tak terbatas untuk 

setiap  dengan  perkalian dari . Serta dapat dikombinasikan pelabelan untuk 

 dengan pelabelan untuk  yang digunakan dalam Lemma 4.2.2.2 menjadi 

label  seperti berikut :  Berdasarkan Lemma 4.2.2.7 dapat 

diketahui bahwa setiap bilangan bulat ganjil yang lebih besar dari atau sama 

dengan , dengan pengecualian 11, dapat dinyatakan sebagai suatu kombinasi dari 

perkalian non negatif dari  dan . Ini mengimplikasikan bahwa setiap , dengan 
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 dan  terdiri dari kombinasi yang berasal dari perkalian non negatif 

pada  dan . Oleh sebab itu, karena  diperoleh  untuk 

setiap , dimana  dan . Untuk  dapat diketahui bahwa 

 (berasal dari Lemma 4.2.2.2 dan Lemma 4.2.2.5). Didefinisikan  untuk  

sedemikian sehingga . Karena max 

 

Kasus IV :  

Berdasarkan Lemma 4.2.2.5, maka diperroleh  

Contoh  : 

Untuk setiap graf sikel yang dinotasikan dengan , dengan , jika 

 maka . 

 

 

 

 

 

Gambar 4.15 Pelabelan  pada Graf Sikel dengan , jika  

maka  

Contoh  : 

Untuk setiap graf sikel yang dinotasikan dengan , dengan , jika  

genap maka . Misalkan  maka . 
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Gambar 4.16 Pelabelan  pada Graf Sikel dengan , jika   

maka  

 

Contoh  : 

Untuk setiap graf sikel yang dinotasikan dengan , dengan , jika  

ganjil dan  atau  maka  maka  

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.17 Pelabelan  pada Graf Sikel dengan , jika   

maka  
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Contoh : 

Misalkan untuk setiap graf sikel yang dinotasikan dengan , dengan 

, jika  maka  Selanjutnya pada Gambar 4.18 pelabelan 

 pada graf sikel  Pertama, beri label 1 pada suatu titik misalkan titik 

. Karena titik  dan  berjarak satu maka harus diberi label dengan selisih 

tiga, misalkan titik  diberi label . Karena titik  dan  berjarak satu maka 

titik  diberi label . Karena titik  dan  berjarak satu maka titik  diberi 

label . Sedangkan pada titik  dan  berjarak tiga maka harus diberi label 

dengan selisih minimal satu, misalkan titik  diberi label . Karena titik  dan 

 berjarak tiga maka titik  diberi label 5. Kemudian untuk titik  diberi label 

 karena pada titik  dan  berjarak tiga.  

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.18 Pelabelan  pada Graf Sikel dengan , jika , 

maka  
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4.2.3   Pelabelan  pada Graf Bintang  

Teorema 4.2.3.1 

Untuk setiap graf bipartit lengkap , maka  

Bukti : 

Misalkan  adalah suatu graf bipartit lengkap, yang 

dinotasikan dengan . Graf ini memiliki  titik dan  sisi. Misalkan 

 dan . 

Akan dibuktikan bahwa titik label pada himpunan  dan  memenuhi 

Teorema 4.2.3.1. Misalkan  adalah pelabelan  minimal dari  dengan 

 dan . Jika 

 untuk setiap  dengan maka sama halnya untuk 

pasangan dari titik di dalam  yaitu  untuk setiap  dengan 

. Misalkan maka tiap  dengan  menjadi ganjil karena  

adalah minimal. Dengan demikian, . 

Karena setiap  berdekatan dengan setiap , maka 

. Sehingga diperlukan . Kemudian, karena 

, maka  Oleh karena itu,  adalah 

minimal sehingga diperoleh . Pelabelan pada 

titik  berikut sama dengan pelabelan pada titik  yaitu : karena  

maka diperlukan  untuk menjadi genap. Dengan demikian, 

. Sehingga diperoleh 

. Oleh karena itu .  
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Contoh : 

Pada Gambar 4.19 berikut ini akan diberikan contoh pelabelan  

pada graf bipartit lengkap. Misalkan terdapat graf bipartit lengkap dengan titik 

 dan  yang dinotasikan dengan , maka 

. Selanjutnya akan dijelaskan tentang pelabelan  pada graf bipartit 

lengkap . Pertama, beri label 1 pada suatu titik misalkan titik . Karena titik 

 dan  berjarak dua maka harus diberikan label dengan selisih minimal dua, 

misalkan titik  diberi label . Karena titik  dan  berjarak dua maka titik  

diberi label . Karena titik  dan  berjark dua maka titik diberi label . 

Sedangkan pada titik  dan  berjarak satu maka harus diberikan label dengan 

selisih minimal tiga, misalkan titik  diberi label . Kemudian untuk titik 

diberi label  karena pada titik dan  berjarak dua. 

 

 

 

  

  

 

 

 

Gambar 4.19 Pelabelan  pada Graf Bipartit Lengkap  
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Akibat 4.2.3.2 

Untuk graf bintang atau , maka . 

Bukti :  

Menurut definisi, graf bintang atau  adalah graf bipartit lengkap yang 

berbentuk . Oleh karena itu, . 

Contoh : 

Pada gambar 4.20 berikut ini akan diberikan contoh pelabelan  

pada graf bintang. Misalkan terdapat graf bintang dengan titik  yang 

dinotasikan dengan  atau , maka . Selanjutnya akan 

dijelaskan tentang pelabelan  pada graf bintang . Pertama, beri label  

pada suatu titik misalkan titik . Karena titik  dan  berjarak satu maka harus 

diberikan label dengan selisih minimal tiga, misalkan titik  diberi label . 

Sedangkan pada titik  dan  berjarak dua maka harus diberikan label dengan 

selisih minimal dua, misalkan titik  diberi label . Karena titik  dan  

berjarak dua maka titik  diberi label . Karena titik  dan  berjarak dua maka 

titik  diberi label . Kemudian untuk titik  diberi label  karena pada titik 

 dan  berjarak dua. 
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Gambar 4.20 Graf Bintang  dan pelabelan  pada Graf Bintang  

 

4.3    Graf Middle 

Definisi 4.3.1 

Graf middle pada graf  yang dinotasikan  adalah graf yang 

himpunan titiknya adalah . Dua 

titik adjacent jika dan hanya jika: 

(i)  adjacent dengan  karena sisi 

 dan sisi  incident pada titik yang sama di graf . 

(ii)  adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan titik  (Vaidya & Bantva, 2010:104). 

 

4.4  Pembentukan Graf Middle pada Graf Khusus 

4.4.1 Graf Middle dari Graf Path  

Berikut akan diberikan contoh pembentukan graf middle dari graf path .  
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Contoh : 

Graf path  mempunyai himpunan titik  

dan  himpunan sisi . Graf middle dari graf  adalah 

graf yang mempunyai himpunan titik  jadi himpunan titik  

adalah { . Dua titik adalah 

adjacent di  jika: 

(i)  adjacent dengan  karena sisi 

  dan sisi  incident di titik  

 adjacent dengan  karena sisi 

  dan sisi  incident di titik  

 adjacent dengan  karena sisi 

  dan sisi   incident di titik  

 adjacent dengan  karena sisi 

  dan sisi   incident di titik  

(ii)  adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

  incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan  titik . 
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 adjacent dengan  karena sisi 

  incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

  incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

  incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

  incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

  incident dengan  titik . 

Berikut adalah pembentukan graf middle dari graf path  yang 

ditunjukkan pada Gambar 4.21. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.21 Graf  dan Graf  
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Pada gambar berikut ini akan diberikan contoh pelabelan  pada 

graf middle yang dibentuk dari graf path berdasarkan definisi 4.3.1. 

Contoh : 

Misalkan, suatu graf path dengan titik  yang dinotasikan dengan . 

Berikut adalah pembentukan graf middle dari graf path  yang ditunjukkan pada 

Gambar 4.22. 

 

 

 

 

Gambar 4.22 Graf  dan Graf  

Pada Gambar 4.23 diberikan graf , ditunjukkan pelabelan  pada 

graf  dan diperoleh .    

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.23 Graf  dan Pelabelan  pada Graf  

Contoh : 
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Misalkan, suatu graf path dengan titik  yang dinotasikan dengan . 

Berikut adalah pembentukan graf middle dari graf path  yang ditunjukkan pada 

Gambar 4.24. 

 

 

 

 

 

Gambar 4.24 Graf  dan Graf  

Pada Gambar 4.25 diberikan graf , ditunjukkan pelabelan  pada 

graf dan diperoleh . 

 

 

 

 

 

Gambar 4.25 Graf  dan Pelabelan  pada Graf  

Contoh : 

Misalkan, suatu graf path dengan titik  yang dinotasikan dengan . 

Berikut adalah pembentukan graf middle dari graf path  yang ditunjukkan pada 

Gambar 4.26. 
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Gambar 4.26 Graf  dan Graf  

Pada Gambar 4.27 diberikan graf , ditunjukkan pelabelan  pada 

graf dan diperoleh . 

 

 

 

 

 

Gambar 4.27 Graf  dan Pelabelan  pada Graf  

Contoh : 

Misalkan, suatu graf path dengan titik  yang dinotasikan dengan . 

Berikut adalah pembentukan graf middle dari graf path  yang ditunjukkan pada 

Gambar 4.28. 

 

 

 

 

Gambar 4.28 Graf  dan Graf  

    

   

  12  

  7 
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Pada Gambar 4.29 diberikan graf , ditunjukkan pelabelan  pada 

graf dan diperoleh . 

 

 

 

 

 

Gambar 4.29 Graf  dan Pelabelan  pada Graf  

Contoh : 

Misalkan, suatu graf path dengan titik  yang dinotasikan dengan . 

Berikut adalah pembentukan graf middle dari graf path  yang ditunjukkan pada 

Gambar 4.30. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.30 Graf  dan Graf  

Selanjutnya pada Gambar 4.31 dijelaskan tentang pelabelan  pada 

graf middle dari graf  dan diperoleh . Pertama, beri label  pada 

suatu titik misalkan titik . Karena titik  dan  berjarak satu maka harus 
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diberikan label dengan selisih minimal tiga, misalkan titik  diberi label . 

Sedangkan titik  dan  berjarak dua maka harus diberikan label dengan selisih 

minimal dua, misalkan titik  diberi label . Karena titik  dan  berjarak dua 

maka titik  diberi label . Karena titik  dan  berjarak dua maka titik  

diberi label . Karena titik  dan  berjarak satu maka titik  diberi label . 

Sedangkan titik  dan  berjarak tiga maka harus diberikan label dengan selisih 

minimal satu, misalkan titik  diberi label . Karena titik  dan  berjarak satu 

maka titik  diberi label . Karena titik  dan  berjarak dua maka titik  

diberi label . Karena titik  dan  berjarak dua maka titik  diberi label . 

Kemudian untuk titik  diberi label  karena pada titik  dan  berjarak dua. 

 

   

 

 

 

Gambar 4.31 Pelabelan  pada Graf  

Contoh : 

Misalkan, suatu graf path dengan titik  yang dinotasikan dengan . 

Berikut adalah pembentukan graf middle dari graf path  yang ditunjukkan pada 

Gambar 4.32. 
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Gambar 4.32 Graf  dan Graf  

Pada Gambar 4.33 ditunjukkan pelabelan  pada graf  dan 

diperoleh . 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.33 Pelabelan  pada Graf  

Pada pelabelan Gambar 4.33 di atas, label  digunakan dua kali dalam 

melabeli suatu titik sehingga pelabelan di atas bukan suatu fungsi (pemetaan) 

melainkan suatu fungsi surjektif. Sehingga pembentukan graf middle dari graf 

path hanya sampai . 
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4.4.2 Graf Middle dari Graf Sikel  

Berikut akan diberikan contoh pembentukan graf middle dari graf sikel .  

Contoh: 

Graf sikel  mempunyai himpunan titik  dan  

himpunan sisi . Graf middle dari graf  adalah graf yang 

mempunyai himpunan titik  jadi himpunan titik  adalah 

{ . Dua titik adalah adjacent di  jika: 

(i)  adjacent dengan  karena sisi 

 dan sisi di titik  

 adjacent dengan  karena sisi 

 dan sisi  incident di titik   

 adjacent dengan  karena sisi 

 dan sisi  incident di titik  

(ii)  adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan  titik . 
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 adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan  titik .  

Berikut adalah pembentukan graf middle dari graf sikel  yang ditunjukkan pada 

Gambar 4.34. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.34 Graf  dan Graf  

 Pada gambar berikut ini akan diberikan contoh pelabelan  pada 

graf middle yang dibentuk dari graf sikel berdasarkan definisi 4.3.1. 

Contoh : 

Misalkan, suatu graf sikel dengan titik  yang dinotasikan dengan . 

Pada Gambar 4.35 diberikan graf , pelabelan  pada graf dan 

diperoleh . 
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Gambar 4.35 Graf  dan Pelabelan  pada Graf  

Contoh : 

Misalkan, suatu graf sikel dengan titik  yang dinotasikan dengan . 

Berikut adalah pembentukan graf middle dari graf path  yang ditunjukkan pada 

Gambar 4.36. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.36 Graf  dan Graf  

 

  

 

 

 

1 
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 Pada Gambar 4.37 ditunjukkan pelabelan  pada  dan 

diperoleh .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.37 Pelabelan  pada Graf  

Contoh : 

Misalkan, suatu graf sikel dengan titik  yang dinotasikan dengan . 

Berikut adalah pembentukan graf middle dari graf sikel  yang ditunjukkan pada 

Gambar 4.38. 
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Gambar 4.38 Graf  dan Graf   

Selanjutnya pada gambar 4.39 dijelaskan tentang pelabelan  pada 

graf middle dari graf  dan diperoleh . Pertama, beri label  pada 

suatu titik misalkan titik . Karena titik  dan  berjarak tiga maka harus 

diberikan label dengan selisih minimal satu, misalkan titik  diberi label . 

Karena titik  dan  berjarak tiga maka titik  diberi label . Karena titik  

dan  berjarak tiga maka titik  diberi label . Karena titik  dan  berjarak 

tiga maka titik  diberi label . Sedangkan titik  dan  berjarak satu maka 

harus diberikan label dengan selisih minimal tiga, misalkan titik  diberi label . 

Karena titik  dan  berjarak satu maka titik  diberi label . Sedangkan titik 

 dan  berjarak dua maka harus diberikan label dengan selisih minimal dua, 

misalkan titik  diberi label . Karena titik  dan  berjarak dua maka titik  
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diberi label . Kemudian untuk titik  diberi label  karena pada titik  dan  

berjarak dua. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.39 Pelabelan  pada Graf  

Contoh: 

Misalkan, suatu graf sikel dengan titik  yang dinotasikan dengan . Berikut 

adalah pembentukan graf middle dari graf sikel  yang ditunjukkan pada Gambar 

4.40. 
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Gambar 4.40 Graf  dan Graf   

Pada Gambar 4.41 ditunjukkan pelabelan  pada graf  dan 

diperoleh  

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.41 Pelabelan  pada Graf  

Pada pelabelan Gambar 4.41 di atas, label dan  digunakan dua kali 

dalam melabeli suatu titik sehingga pelabelan di atas bukan suatu fungsi 
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(pemetaan) melainkan suatu fungsi surjektif. Sehingga pembentukan graf middle 

dari graf sikel hanya sampai . 

 

4.4.3  Graf Middle dari Graf Bintang  

Berikut akan diberikan contoh pembentukan graf middle dari graf bintang. 

Karena graf bintang  dan graf bintang  sudah dijelaskan pada 

pembentukan graf path  dan graf path , maka contoh pembentukan graf 

middle dari graf bintang dimulai dari . 

Contoh : 

Graf bintang  mempunyai himpunan titik  

dan  himpunan sisi . Graf middle dari graf  adalah graf 

yang mempunyai himpunan titik  jadi himpunan titik  

adalah { . Dua titik adalah adjacent di 

 jika: 

(i)  adjacent dengan  karena sisi 

 dan sisi  incident di titik 

 

 adjacent dengan  karena sisi 

 dan sisi  incident di titik 
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 adjacent dengan  karena sisi 

 dan sisi  incident  di titik 

 

(ii)  adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan  titik . 

 adjacent dengan  karena sisi 

 incident dengan  titik . 

Berikut adalah pembentukan graf middle dari graf bintang  yang 

ditunjukkan pada Gambar 4.42. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.42 Graf  dan Graf  

Pada gambar berikut ini akan diberikan contoh pelabelan  pada 

graf middle yang dibentuk dari graf bintang berdasarkan definisi 4.3.1. 
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Contoh : 

Misalkan, suatu graf bintang dengan titik  yang dinotasikan dengan 

 dan diperoleh . Selanjutnya akan dijelaskan tentang pelabelan 

 pada graf bintang . Pertama, beri label  pada suatu titik misalkan 

titik . Karena titik  dan  berjarak satu maka harus diberikan label dengan 

selisih minimal tiga, misalkan titik  diberi label . Sedangkan titik  dan  

berjarak dua maka harus diberikan label dengan selisih minimal dua, misalkan 

titik  diberi label . Karena titik  dan  berjarak satu maka titik  diberi 

label . Karena titik  dan  berjarak satu maka titik  diberi label . 

Sedangkan titik  dan  berjarak tiga maka harus diberikan label dengan selisih 

minimal satu, misalkan titik  diberi label . Kemudian titik  diberi label  

karena titik  dan  berjarak tiga. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.43 Graf  dan Pelabelan  pada Graf  

 

 

 

 

  

 

  

 

 

  

 

  



62 

 

 

 

Contoh:  

Misalkan, suatu graf bintang dengan titik  yang dinotasikan dengan 

. Berikut adalah pembentukan graf middle dari graf bintang  yang 

ditunjukkan pada 4.44. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.44 Graf  dan Graf  

Pada Gambar 4.45 ditunjukkan pelabelan  pada  dan 

diperoleh . 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.45 Pelabelan  pada Graf  

Pada pelabelan Gambar 4.45 di atas, label  dan  digunakan dua kali 

dalam melabeli suatu titik sehingga pelabelan di atas bukan suatu fungsi 
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(pemetaan) melainkan suatu fungsi surjektif. Sehingga pembentukan graf middle 

dari graf bintang hanya sampai . 
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BAB V 

PENUTUP 

  

5.1 Simpulan 

Berdasarkan pembahasan dari bab sebelumnya mengenai pelabelan 

 dan pembentukan graf middle pada beberapa graf khusus, dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut. 

5.1.1 Hasil pelabelan  pada graf path , graf sikel , dan graf bintang 

 adalah sebagai berikut. 

1.  Pelabelan  pada graf path  untuk  mempunyai , 

 mempunyai ,  mempunyai ,  

mempunyai ,  mempunyai ,  mempunyai 

 dan  mempunyai . 

2. Pelabelan  pada graf sikel  untuk  mempunyai , 

 mempunyai ,  mempunyai ,  

mempunyai ,  mempunyai ,  mempunyai 

. 

3. Pelabelan  pada graf bintang  untuk  mempunyai 

. 

 

5.1.2 Hasil pelabelan  pada graf middle dari graf path , graf sikel ,  

graf bintang  adalah sebagai berikut. 
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1. Pelabelan  pada graf middle dari graf path  untuk  

mempunyai ,  mempunyai ,  

mempunyai ,  mempunyai  dan  

mempunyai . 

2. Pelabelan  pada graf middle dari graf sikel  untuk  

mempunyai ,  mempunyai  dan  

mempunyai . 

3. Pelabelan  pada graf middle dari graf bintang  untuk  

mempunyai . 

 

5.2 Saran 

1. Dalam penelitian ini pembahasan mengenai pelabelan  dan 

pembentukan graf middle hanya meliputi graf path , graf sikel , dan graf 

bintang . Penulis berharap penulis lain dapat menemukan pelabelan  

dan pembentukan graf middle dari graf khusus lainnya. 

2. Disarankan penulis lain dapat mengaplikasikan pelabelan  pada 

kehidupan nyata. 
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