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ABSTRAK

Setyaningrum, Ririn. 2011. Sifat Kompak Pada Ruang Hausdorff (Ruang
Topologi Terpisah). Skripsi, Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu
Pengetahuan Alam, Universitas Negeri Semarang. Drs. M. Chotim, MS, Dr.
Masrukan, M.Si.

Kata Kunci: Ruang Topologi;Kompak; Ruang Hausdorff.

Ruang topologi X disebut ruang Hausdorff atau ruang topologi terpisah
jika setiap pasangan titik yang berbeda a dan b di X masing-masing termasuk
kedalam himpunan-himpunan terbuka yang disjoint.

Tujuan dari penelitian adalah (1) Mengetahui apakah setiap himpunan
kompak pada ruang Hausdorff adalah tertutup. (2) Mengetahui sifat kompak dan
aplikasi pada ruang Hausdorff dari definisi dan teorema yang terkait.

Metode penulisan skripsi ini yaitu kajian pustaka dengan langkah-langkah
(&) Menentukan Masalah, (b) Perumusan Masalah, (c) Studi Pustaka, (d) Analisis
dan Pemecahan Masalah, (e) Penarikan Kesimpulan.

Diperoleh hasil (1) Setiap himpunan kompak pada ruang Hausdorff adalah
tertutup. (2) Sifat Kompak: Misal X ruang Hausdorff kompak lokal yang tidak
kompak, dan ¥ adalah sebuah titik pengkompak X. Maka ¥ adalah ruang
Hausdorff kompak ; X adalah subruang ¥ ; Himpunan ¥ — X terdiri atas sebuah
titik dan § =, Dalam aplikasi {[a,&],7) dengan & = P([a,&]} merupakan
suatu himpunan kompak dalam ruang Hausdorff.

Disarankan (1) Perlu diadakan pengkajian lebih lanjut apakah ada teorema
lain yang dapat digunakan untuk menentukan apakah Setiap himpunan kompak
pada ruang Hausdorff adalah tertutup. (2) Perlu diadakan pengkajian lebih lanjut
apakah ada soal lain yang dapat memenuhi teorema dan definisi dari sifat kompak
pada ruang Hausdorff yang tidak di bahas oleh penulis.

Vi
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Kata topologi berasal daribahasa yunani yaitu topos yang artinya
“tempat”dan logos yang artinya “ilmu” merupakan cabang matematika yang
bersangkutan dengan tata ruang. Kata topologi digunakan baik untuk cabang
matematika dan untuk keluarga himpunan dengan beberapa sifat yang digunakan
untuk menentukan ruang topologi yang merupakan objek dasar dari topologi.

Inspirasi munculnya definisi “kompak” berawal dari sistem bilangan real.
Himpunan tertutup dan terbatas dari garis real menjadi acuan model yang baik
untuk mengembangkan sifat kompak pada ruang topologi. Karena sifat terbatas
adalah konsep yang sangat sulit dipahami di dalam ruang topologi umum, maka
dikajilah sifat kompak untuk melihat banyak sifat dari himpunan tanpa
memperhatikan sifat terbatas. (Luh Putu Ida Harini)

Beberapa sifat dari ruang topologi X bergantung kepada distribusi dari
himpunan-himpunan terbuka dalam ruang topologi tersebut. Ruang topologi X
disebut ruang Hausdorff atau ruang topologi terpisah jika setiap pasangan titik
yang berbeda a dan b di X masing-masing termasuk kedalam himpunan-himpunan
terbuka yang disjoint.

Dalam penelitian ini akan diberikan sifat yang harus dipenuhi pada suatu

himpunan pada ruang Hausdorff agar himpunan tersebut dikatakan kompak.



1.2 Rumusan Masalah
Dari latar belakang di atas maka muncul permasalahan, yaitu:
1. Apakah setiap himpunan kompak pada ruang Hausdorff adalah

tertutup?

2. Bagaimana sifat kompak dan aplikasi dari ruang Hausdorff?

1.3 Pembatasan Masalah

Dari permasalahan yang dihadapi tersebut akan dikaji
bagaimana sifat himpunan kompak dan aplikasi pada ruang Hausdorff
yang meliputi definisi, teorema, serta bukti yang terkait dengan

materi tersebut.

1.4 Tujuan
Tujuan dari penelitian ini antara lain:
1. Mengetahui apakah setiap himpunan kompak pada ruang Hausdorff
adalah tertutup.
2. Mengetahui sifat kompak dan aplikasinya pada ruang Hausdorff

dari definisi dan teorema yang terkait.

1.5 Manfaat
Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah:

1. Bagi peneliti



Peneliti dapat mengetahui sifat kompak dan aplikasinya pada ruang
Hausdorff.

2. Bagi pihak lain
Dengan penelitian ini diharapkan dapat menjelaskan sifat kompak

yang lain pada ruang Hausdorff yang tidak dibahas penulis.

1.6 Sistematika Penulisan Skripsi

Penyusunan sistematika penulisan skripsi terdiri dari tiga
bagian, yaitu bagian awal, bagian isi dan bagian akhir skripsi. Rincian
tiap-tiap bagian sebagai berikut.

1) Bagian awal
Bagian awal skripsi berisi halaman judul, lembar pengesahan,
pernyataan, motto dan persembahan, abstrak, kata pengantar,
daftar isi, dan daftar simbol.

2) Bagian isi
Bagian isi terdiri dari lima bab, yaitu Bab | Pendahuluan berisi
latar belakang, rumusan ‘masalah, pembatasan masalah, tujuan,
manfaat dan sistematika penulisan skripsi. Bab Il Landasan
Teori berisi definisi, teorema, serta contoh soal. Bab I11 Metode
Penelitian berisi menentukan masalah, perumusan masalah,
studi pustaka, analisis dan pemecahan masalah, dan penarikan

simpulan. Bab IV Hasil Penelitian dan Pembahasan berisi hasil-



hasil penelitian dan pembahasan. Bab V Penutup berisi

simpulan dan saran.

3) Bagian akhir skripsi berisi daftar pustaka.

FPERPUSTAKAAN

UNNES
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LANDASAN TEORI

Dalam matematika, konsep himpunan termasuk konsep yang tidak
didefinisikan (konsep dasar). Himpunan adalah kumpulan dari objek-objek yang
didefinisikan dengan baik. Himpunan ditulis. dengan huruf besar: A, B, C,
...Objek-objek yang termasuk dalam suatu himpunan dinamakan anggota atau
elemen, yang ditulis dengan huruf kecil: a, b, X, y, ... Menjadi anggota suatu
himpunan diberi notasi € dan bukan menjadi anggota suatu himpunan diberi
notasi €. Elemen yang satu dengan yang lainnya dari suatu himpunan dipisahkan
dengan tanda koma dan dikurung dalam tanda{ }.(Kartono, 1995:1)

2.1 Ruang Topologi
Definisi 2.1.1 (Chotim, 1992:1)
Dipunyai X suatu himpunan dan 7 < P(X). T disebut suatu topologi
pada X jika:
(c)@EeTdanX €T,
(c;) jlka AdanBdi T, maka A NE €T,
fcg) jika €4;),4; suatu puak unsur- unsur dari 7, maka U,a;4; € 7.

Contoh 2.1.1

Misalkan a, b, dan c adalah tiga benda yang berbeda, dan misalkan
x ={a,b,c} dan T = {@,{a, b, c}. {5} {a. b}, {c. B}}.

Tunjukkan T suatu topologi di X .



Bukti:
(cq) Jelas @, X €T
Jadi (c;) dipenuhi.
(c7) Ambil sembarang 4,8 € 7.
Kasus B € A s b € B:
Jelas 5 € A NE.
JadiANB €T,
Kasus B & A v b & B:
Kasus & & A:
Jelas 4 = @.
JadiAnNB=@&T.
Kasus & & EB:
Jelas & = @.
JadiA NEBE=Q&T.
Kasus G & A &b &€ B!
Jelas A=@, 8= @.
JadiANB=Q&T,
Jdi¥ABET.ANBET,.
Jadi (¢,) dipenuhi.
(c3) Ambil sembarang puak {4, J;a; di T.
Kasus 4, = @ ¥ie L.
Jelas yg; 4, =B €T,

Kasus 4;_ = @ untuk suatu i, =1.



Jelas Uyapdy = Ay U(Wsapie, Agk
Jadi B € U g;4;.
Jadi Wyg; 4; €T
Jadi (c3) dipenuhi.
Jadi T merupakan topologi di X.
Teorema 2.1.1(Chotim, 1992:4)
Dipunyai X suatu himpunan dan B = P{X). B' adalah himpunan semua
himpunan bagian X yang merupakan irisan puak- puak hingga unsur-
unsur di B. B adalah himpunan semua himpunan bagian X yang
merupakan gabungan puak-puak unsur-unsur di ‘B'. Maka B" merupakan
suatu topologi pada X.

Bukti:

Dipunyai & = P(x),

ﬁ={4c}f

B = {B*:X

ﬁlﬂﬁl;,f hingga,A; € 55:]
L

B= Uﬁl;,ﬁl; £ 55!}

iRf

(c1) Bangun Puak {4, }.5 di &.
Tunjukkan [MNasd; = X.
Bukti:

Jelas Myagd; = X.
Ambil sembarang @ € X.

Andaikan ¢ & [Myap 4,



Jelas @ # 4, untuk suatu 5 € 9.
Ini suatu kontradiksi.
Jadi @ € Myag4;-
Jadi X = Myam 4y
Jadi Myapd; = X.
Jadi X € B
Jadi (¢) dipenuhi.
(e,) Ambil sembarang 4,5 € B .
Tulis 4 = U,o; 4, dan U, B, 4, € B dan B, € B.
Jelas A N E = (Uyg; A N0y By )
=Ua(A N E)
=1J,. (( RS A:;) 0 (Mg sz))1 J, K hingga dan 4, ,
B, € B
=Upe(6nD) € 0, €8
=\,ar E,, E, €5
JadiwA.BeB ANBEB .
Jadi (¢5) dipenuhi.
(c5) Ambil sembarang puak 4} di B
Jelas Wigpdy = Uig [U_;E_;ﬁl,f}, A, €
= UyaxCy, G B

Jadi Uyep 4, € 8.



Jadi (¢g) dipenuhi.
Jadi B suatu topologi pada X.
Definisi 2.1.2(Chotim, 1992:7)
Pasangan (X, T}, dengan X suatu himpunan dan T suatu topologi pada X
disebut ruang topologi.
Definisi 2.1.3(Kartono,1995:43)
Dipunyai A = X pada ruang topologi X dikatakan tertutup jika himpunan
X — Aterbuka.
Contoh 2.1.2
Dipunyai (X, T} suatu ruang topologi.
Buktikan x, @ merupakan himpunan tertutup.
Bukti:
Jelas x, @ € T.
Jadi x, @ terbuka.
Jelasx"=@ €T,
Jadi x° terbuka.
Jadi x tertutup.
Jelas @ =x&T,
Jadi @° terbuka.
Jadi @ tertutup.
Definisi 2.1.4(Kartono,1995:43)
Diberikan (X,} adalah ruang topologi pada X. Suatu himpunan ¥ < ¥

adalah persekitaran (Neighbourhoods) dari = (dalam ruang topologi
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(¥.7) jika terdapat suatu himpunan U £ 7 sedemikian
sehinggax € U = ¥,
Teorema 2.1.2(Kartono,1995:45)
Diberikan (X, ¥}adalah ruang topologi pada X dan « € X maka berlaku:
1. Jika ¥ € N(x) maka x € V.
2. Jika ¥y € N(x}dan V; = V; maka V; & N{x).
3. Jika 1} dan V; dalam N {x) maka ¥; N 1; € N{x).
4, Jika ¥ € N(x) maka terdapat W £ N(x)  sedemikian
sehinggay¥y € W=V € N(¥.
Bukti:
1. Ambil sembarang ¥ £ N{x).
Jelas V¥ = X,
Dipilin & € 7 Sehinggax € U = V.
Jadi ¥ € N(x] maka x € V.
2. Dipunyai ¥, € M{x).
Di pilih & € =,
Sehinggax € U = 1.
Dipunyai ¥, < 1.
Jelas x € ¥, = V.
Jelas terdapat & = 7.
Sehingga &« € U = 1.
Jadi ¥; € N(x).

3. Dipunyai V; dan V, € N{x).
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Karena ¥, € M(x maka terdapat &, € =, sehingga & € U, = ¥ ...(i)
Karena ¥; € N(x) maka terdapat Us € 7, sehingga & € U, = ¥, ...(i)
Dari (i) dan (ii) maka & € (U, N Uy) = (V3 N V).
Karena ¥, € rdan U; €T maka U, n U, 7.
Jadi ¥y ¥y € N(x]).
4. Ambil sembarang ¥ £ N{x).
Di pilih ¥ € 7, sehingga & € U = V.
Tulis Uy = W,
Jelas W € =.
Di pilih B7 = &,
Jelas « € F = W,
Jadi terdapat & € ¥, sehingga &« € J = W.
Jadi B € N(x).
Ambil sembarang ¥ € W.
Jelas terdapat & = =, sehingga ¥ € W < V.
Jadi ¥ € N(¥).
Jadi terdapat W € N(x}, sehingga (¥ € W = V € N(¥]).
Definisi 2.1.4(Chotim,1992:23)
Misalkan A = X. & & Xdisebut titik dalam A jika A merupakan suatu
lingkungan untuk .
Bukti:
Dipunyai x titik dalam A.

Jelas 4 € N(x).
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Dipilih & € T, sehingga x € ' = A.
Tulis & =¥,
Jadi terdapat ¥, € N(x]}, sehingga x € ¥, = 4.
Jadi & € X merupakan titik dalam A.
Teorema 2.1.3(Chotim,1992:23)
Untuk setiap 4 = &, himpunan 4° terbuka.
Bukti:
Ambil sembarang 4 = X.
Ambil sembarang ¢ € A°,
Jelas A € N(c]).
Di pilih &, € T Sehingga ¢ € U, = 4.
Bangun U).. = U terbuka.
Ambil sembarang @ € Y, ag? U,.
Jelas @ € &, = A untuk suatu ¢y € A* .
JadiA e N(a) = a € A".
Jadi ¥ a € W, a0 U, ,a € A% .
Jadi W a0 U, = A"
Ambil sembarang & € A°.
Jelas 4 € N(E].
Pilih &, € T Sehingga b€ U, = 4.
Jelas & € Uy qqe Uy
JadiW b € A% b € Upaq U

Jadi A= UEIEHf HEI'



Jadi W a0 U, = A%
Jadi A° terbuka.

Akibat Teorema 2.1.3(Chotim,1992:24)
Suatu himpunan 4 = X terbuka jika dan hanya jika 4 = &*,
Bukti:

(<) Dipunyai A = A,

Jelas A" terbuka.
Jadi A terbuka.

(=) Dipunyai A terbuka.
Ambil sembarang ¥ € 4.
Jelas 4 € W (¥].

Jelas ¥ € A%,

Jadi ¥ ¥ € 4,7 € A%

Jadi A = A%

Ambil sembarang & € 4°.

Jelas & € (k).

Di pilih & € T sehingga & € U < A
Jadi & € A.

Jadi¥ B E A b E A.

Jadi A® = 4.

Jadi 4 = A°.

13
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Contoh 2.1.3
Dipunyai (X,T"} suatu ruang topologi, 4 = X, dan <4 = {F < A|B €T},
Buktikan WJga 5 4%
Bukti:
Ambil sembarang x € Uga.z B.
Jelas x € By untuk suatu & € 4.
Jelas Byp= Adan By €T .
Jelas By € I¢(x) dan A € N(x).
Jadi = € A°,
Jadi W € Upas B, x € &
= UgaaF e A
Ambil sembarang x € A%,
Jelas 4 € M(x]).
Di pilih 8, € T, sehingga x € 8, = 4.
Jelas B, € <4, maka & € Ugaq &,
Jadi ¥x € A%, x € Upa o F
=Ac Uz F.
Jadi Uga s B = A",
Definisi 2.1.5(Chotim,1992:24)
Dipunyai A =€ X. x€ X dikatakan titik batas untuk A jika setiap
lingkungan = mempunyai irisan tak kosong dengan A.
Himpunan semua setiaan untuk A disebut setiaan A (atau tutupan A) dan

dinyatakan dengan A. Jelas X = X dan @ = @.
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Jelas juga 4 = A untuk setiap himpunan 4 < X,
Bukti:
Ambil sembarang 4 = X.
Ambil sembarang = € A.

Ambil sembarang ¥ € #(x).

Dipilin & € F sehinggax € 4 = V.

Jadi & € FNA,

Jadi ¥ v 4 = @,

Jadi" V¥V e NM(x)Vnd = @.

Jadiz € 4.
Jadi wax € 4.a € 4.
Jadi 4 = 4.

Definisi 2.1.6(Kartono,1995:56)
Pandang G, adalah himpunan terbuka pada ruang topologi {X,9) yang
memuat x dan A adalah sebarang himpunan bagian dari X. Titik =
dinamakan titik limit (atau titik akumulasi) dari himpunan 4 =X jika
dan hanya jika setiap himpunan terbuka G, memuat suatu titik dari A
yang berlainan dengan zx.
Yang berarti bahwa : jika G, terbuka, & € G, maka
g nA—{ax} =@
Dengan simbol:

x titik limit dari A bhb ¥(G.), €, N A — {x} = @.
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Himpunan dari semua titik limit A dinamakan derived set, yang diberi

notasi 4% .

Contoh 2.1.4

Diberikan = = {@, ¥, {a},{c.d}. {a, c,d}{b,c & &}}, suatu topologi pada

X

= {a. b, c d,a}.

Misalnya diambil 4 = {a, &.c}.

Tentukan 4%,

Bukti:

Untuk titik a
&, = X {afia:c dF.
Maka ¥ i {a, b, ¢} — fa} = {b,c} % ©
fafn{a b c—fa} = @
Karena terdapat G, sehingga &, A — {a} = @ maka a bukan titik

limit dari A.

il. Untuk titik b

G, = X.{b.c.d, e} .
Maka X n{a, b, c; — (B} ={a,c} = @
{b,c.d e} nfa. b, c}—{b}={c} =@
Karena ¥(&, ), €, md = {b} & @ maka b merupakan titik limit
dari A.
Untuk titik c
6, = X {c.d}{a,c, d} {b.c, d, a} .

Maka ¥ ni{a, &, ¢} —{cj ={a, b} = @
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fe.d} nf{a bc}—{c} = @.
Karena terdapat (G,) sehingga G,MA4—{c}=@ maka c bukan
merupakan titik limit dari A.
iv. Untuk titik d
Gs = X {c.d}{a,c.d}{b.c.d e} .
Maka X N {a, b, ¢} — {d} = {a.b.c} = @
{e,d}in{a bc}={d) = {c}= 0O
{a.c,d} nia, b.c}— {d} = {a,c} =@
o d efn{ab.c}— {d}={bc}= O
Karena ¥(&,.), €, nd —{d} = @ maka d merupakan titik limit
dari A.
Jadi 4% = {b,d, a}.
Definisi 2.1.7(Kartono,1995:66)
Exterior suatu himpunan A dalam ruang topologi (X,7) , yang diberi
notasi “ext (A)” adalah interior dari komplemen himpunan A.
Jadi ext (A) = int (4°).
Selanjutnya pandang G, ‘adalah himpunan terbuka pada ruang topologi
(&, T} yang memuat x dan 4 < X. x adalah titik exterior dari A bhb 3 G,
sedemikian sehingga G, = 4°.
Contoh 2.1.5
Diberikan t = {@, X, {a}.{c.d}, {a, c,d}.{B, c.d, 8]}, suatu topologi pada
X ={abcdea}

Tentukan ext (B).
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Bukti:
i. Ambil sembarang &4 = {b,¢,d} sehingga A° = {a,s].
int (A7) = int ({=, £})
= {aj.
Jadi ext (A) = {a}.
ii. Ambil sembarang B = {a} sehingga B* = {&,¢,d, &}.
int (B} = int ({b,c,d,€))
= {e, dfU{b,c,d a}
={b,c.d, e}
Jadi ext (B) = {b, c. d, e}.
2.2 Keterhubungan dan Kekompakan
Definisi 2.2.1(Wahyudin, 1987:148)
Dua subset A dan B dari ruang topologi X disebut terpisah, bila:
(1) A dan B saling lepas (disjoint), dan
(i) Titik kumpul dari A tidak termasuk anggota set B, dan sebaliknya.
Dengan kata lain, A dan B terpisah bila dan hanya bila A n& =9
dan AnB =g@.
Contoh 2.2.1
Perhatikan interval-interval pada garis real R berikut:
A=(0,1), B=1(1,2), dan C=[2,3)
A dan B adalah terpisah, karena 4 =[@,1] dan & =[1,2], dan
AnE =adan Anpg =@. Tetapi B dan C tidak terpisah karena 2 € €

adalah titik kumpul dari B, jadi: Bn€ = [1,2] n[23]) = {2} = @.
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Definisi 2.4.2(Wahyudin, 1987:134)

Subset A dari ruang topologi X disebut kompak, bila setiap sampul
(cover) buka dari A tereduksi ke sampul terhingga. Dengan kata lain, bila
A kompak dan 4 =u &t dengan Gi set- set buka, misalkan iy, v, Gi,,
sehingga 4 cwiGL, U ..U 6L,

Contoh 2.2.2
Misal A subset terhingga dari ruang topologi X, & = {@y, @y, @y, J.
Maka A adalah kompak. Hal tersebut kita tunjukkan sebagai berikut:
Bila ¢ ={&,} sampul buka dari A, maka tiap-tiap titik dalam A termasuk
ke salah satu anggota dari ¢, sebutlah @, € G, =+, a,, € G, .
Jadi A c U@, UG, U--UaGt,.

2.3 Ruang Hausdorff (Ruang Topologi Terpisah)

Definisi 2.3.1(Chotim,1992:18)
Suatu ruang topologi (X, 7) dikatakan Hausdorff (atau terpisah) jika
untuk setiap =,y € &, x = yterdapat V, € N, dan V,, N, L, N ¥, = @.

Contoh 2.3.1
Dipunyai (IE,£}suatu ruang topologi.
Akan dibuktikan IR terpisah.
Bukti:

Ambil sembarang x, ¥ € R.x = ¥.

T _ la=z
Dipilih g = TR

Bangun ¥, = [x— a,x + 8] dan V. = [y —a, 7 + a].

Dipilih &, = [x—a.x +s]l €U dan U, = [y— s, + 8] €U
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Jadi U, U, € U sehinggax € U, =V, dan ¥ €U, = V.
Jadi ¥, € XM{x) dan V. € ().
Jelas VW, NV, =[x—ax+ s8] nN[r—ar+al

Jelas maks V, —min ¥, =x+a—y+a.

=x —¥+ 2z
+2m—m

=x—F

o 100
=g — e F
=x=ry+7g
=?&—ﬁ
=0

Jadi maks ¥, « mii V. .
Jadi V.1 V.= @,
Jadi ¥x, 3 € R x = 33V, € N(x) dan V. € W(¥), ,.N ¥, = 0.
Jadi R suatu ruang Hausdorff.
Definisi 2.3.2(Munkres, 1983:182)
Sebuah ruang X dikatakan kompak lokal di x jika terdapat himpunan
bagian kompak € = X yang memuat sebuah lingkungan dari x. Jika X
kompak lokal untuk setiap titik-titiknya, X dikatakan kompak lokal.
Definisi 2.3.3(Munkres, 1983:183)
Misal X ruang Hausdorff yang kompak lokal. Terdapat titik diluar X,
disimbolkan e dan gabungannya dari X, dirumuskan ¥ = Xy {=a}.
Topologi Y didefinisikan koleksi dari himpunan buka Y untuk semua

himpunan dari tipe:
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(1) U, dimana U adalah himpunan buka dari X.
(2) ¥ — €, dimana C adalah himpunan bagian kompak dari X.
Contoh 2.3.2

a. Himpunan bilangan real R adalah kompak lokal.
Titik x yang terletak di interval (&, &), termuat dalam interval [&, &].
Karena (&, &)} = [a, ] maka ¥x € (a, &), maka x € [a, &].
Jadi [ &] lingkungan (=, &).
Jadi Himpunan bilangan Real E kompak lokal.

b. Himpunan bilangan rasional tidak kompak lokal.
Bukti:
Himpunan bilangan rasional tidak kompak lokal.
Karena jika diambil & € @ dan dibangun V. € & (x)
dengan ¥, = (x—a,x +a).
Menurut hukum kepadatan bilangan real ¥x,» € @ maka 3z £ 33,
sehingga z € ¥, dan z € ©@.
Jadi ¥x, ¥ € @, AV, e N (213 ¥, € @
Jadi himpunan bilangan rasional tidak mempunyai titik interior.

Jadi bilangan rasional bukan kompak lokal.



BAB 111

METODE PENELITIAN

Pada penelitian ini metode yang penulis gunakan adalah studi pustaka.

Langkah-langkah yang dilakukan adalah sebagai berikut.

3.1 Menentukan Masalah

Dalam tahap ini dilakukan pencarian sumber pustaka dan memilih

bagian dalam sumber pustaka tersebut yang dapat dijadikan sebagai

permasalahan yang akan dikaji.

3.2 Perumusan Masalah
Masalah yang ditemukan kemudian dirumuskan kedalam pertanyaan
yang harus diselesaikan yaitu:
3. Apakah setiap himpunan kompak pada ruang Hausdorff adalah tertutup?
2. Bagaimana sifat kompak dan aplikasi dari ruang Hausdorff?
Perumusan masalah di atas mengacu pada beberapa pustaka yang ada.
Selanjutnya dengan menggunakan pendekatan teoritik maka dapat ditemukan

jawaban permasalahan sehingga tercapai tujuan penulisan skripsi.

3.3 Studi Pustaka

Dalam langkah ini dilakukan kajian sumber-sumber pustaka dengan
cara mengumpulkan data atau informasi yang berkaitan dengan masalah,

mengumpulkan konsep pendukung yang diperlukan dalam menyelesaikan
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masalah, sehingga didapatkan suatu ide mengenai bahan dasar pengembangan

upaya pemecahan masalah.

3.4 Analisis dan Pemecahan Masalah

Dari berbagai sumber pustaka yang sudah menjadi bahan kajian,
diperoleh suatu pemecahan masalah di atas. Selanjutnya dilakukan langkah-
langkah pemecahan masalah sebagai berikut.

1. Mencari teorema bahwa setiap himpunan kompak pada ruang Hausdorff
adalah tertutup.
2. Menuliskan sifat kompak pada ruang Hausdorff, beserta bukti dan

penerapannya dalam aplikasi soal.

3.5 Penarikan Simpulan

Langkah terakhir dalam metode penelitian adalah penarikan

kesimpulan yang diperoleh dari hasil langkah pemecahan masalah.



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Ruang Hausdorff

1.Ruang Hausdorff adalah suatu ruang topologi {X.7) jika untuk setiap
% ¥ € X, x = yiterdapat V, € N, dan V,, €N, V, "V, = Q.

2. Himpunan A kompak apabila setiap sampul (cover) buka dari A tereduksi
ke sampul terhingga. Dengan kata lain, bila A kompak maka terdapat
himpunan buka Gi dengan 4 = Uk, 6¢. Misalkan Gi, .., Gi,,, sehingga
ASUiGl U ..U EL,.

Teorema 4.1 (Munkres, 1983:166)

Setiap himpunan bagian kompak dari ruang hausdorff adalah tertutup.
Bukti:

Dipunyai A himpunan kompak dari ruang hausdorff X.

Andaikan 4 = @.

Jelas ¥ € 47,

Jelas = U

Jadi ¥ = U, € 47

Jadi di tulis A7 = U, gz U,

Jelas 4. @ € ruang topologi.

Jadi 4, @ terbuka.

Jadi 4° = @.
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Jadi A° terbuka.
Jadi A tertutup.
4.2 Sifat Kompak Ruang Hausdorff dan Aplikasinya.
Teorema 4.2 (Munkres, 1983:184)
Misal X ruang Hausdorff kompak lokal yang tidak kompak, dan ¥ adalah
sebuah titik pengkompak X. Maka ¥ adalah ruang Hausdorff kompak ; X
adalah subruang ¥ ; Himpunan ¥ — X terdiri atas sebuah titik dan ¥ = ¥
Bukti:
(1) Akan ditunjukkan X subruang ¥ dan X = ¥.
Diberikan himpunan terbuka ¥ yang irisannya dengan X
terbuka di X.
Karena ¥ X = dan (Y- €InX =X- ¢,
keduanya terbuka di X.
Sebaliknya, setiap himpunan terbuka X adalah sebuah himpunan
buka U dan terbuka di ¥.
Karena X tak kompak, tiap himpunan terbuka ¥ — €
memuat titik oo irisan X
Dengan co titik limit ¥.
Jadi ¥ = 1.
(2) Akan ditunjukkan ¥ kompak.
Misalkan a adalah lingkungan terbuka ¥ .
Kumpulan @ harus memuat himpunan terbuka ¥ — €.

Karena sebuah himpunan buka U tidak memuat co.
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Ambil semua anggota a yang bukan anggota ¥ — €
dan beririsan dengan X.
Akan membentuk sebuah koleksi dari himpunan terbuka
dari¥ = €.
Karena € kompak, secara terbatas memuat di C.
Semua anggota berhingga dari adan ¥ — € memuat semua Y.
(3) Akan ditunjukkan ¥ Hausdorff.
Misalkan x,» € ¥
Jika =, ¥ € X', maka himpunan terbuka i dan V di X disjoint.
Ambil x € X dan 7 £ .
Dapat dipilih- himpunan kompak € di X yang memuat
lingkungan U dari x.
Jadi I dan ¥ — € disjoint dengan lingkungan x dan = di ¥'.
Contoh 4.2 (Aplikasi Soal)
Dalam pembahasan akan di buktikan bahwa ([a,&],7) dengan
T = P([a,&]) suatu himpunan kompak dalam ruang Hausdorff.
1. Akan di buktikan {[a,&],77) suatu Ruang Topologi, yang
meliputi:
(cp)@eT dan X €T,
(cs) jika AdanBdi T, maka AN g €7,

feg) jika {A0,a; suatu puak unsur- unsur dari T , maka

a) Pembahasan untuk (¢;)
Dipunyai selang tutup [a, &] dan T = P([a, &] ).
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Jelas P ([a, b))} = {Al4 = [a, &]}.

Jelas @ € [a, 5] dan [a, 5] < [a,B].

Jelas @ € P([a,b]) dan [a, b] € P([a,b]).
Jadi @€ T dan [a, &] ET.

Jadi (e, dipenuhi.

b) Pembahasan untuk (..

Ambil sembarang A dan B di T.
Jelas 4 = [a, &] dan B < [a,&].
Ambil sembarang x € {415).
Jelasx € Adan x € B.

Jadi x € [a, b].

Jadi ¥x € (AMNB), x € [a.b] .
Jadi (ANE) = [a. &].

Jadi (ANB) € T

Jadi (¢, ) dipenuhi.

¢) Pembahasan untuk {¢s ).

Ambil sembarang puak {4,)a; di [, &].
Jelas 4, ET¥LEL
Jadi 4, © [a,B]¥ L€ F.
Kasus Whapd; =@ :
Jelas@ € T,
Jadi Wia;4; ET.

Kasus LJ?EEAE =@



28

Ambil sembarang x € U,a; 4.
Jelasx € 4, untuk suatu 2, €1.
Jadi x € [a. b].
Jadi ¥x Ua; 4,, & € [a, B].
Jadi Wyg; 4, = [a, B].
Jadi U, o; 4, €T,
Jadi (e} dipenuhi.
Jadi T merupakan suatu Ruang Topologi pada [a, &].
2. Akan dibuktikan ([e,&], T} suatu Ruang Hausdorff.
Ambil sembarang x dan v di [a, &] dengan x = ¥.
a) Kasus x =2 ¥ :
Di pilih 5 = £
Bangun ¥, = (x —a,x + &) dan V. = (¥ — &, + ).
Jelas (x — a.x + alel(x) dan (¥ — a,. ¥+ aleW(x].
Akan dibuktikan (x — a.x + a)n(y— a,v+ al = @.
Andaikan (x —a.x ¥ aln(y— a.v+ a) = @.
Ambil sembarang @ € (x— a,x+ a) N (¥ — 8,7 +a).
Jelasa € (x—a,x+ aldana € (¥ —a, ¥+ al.
Jdix—a=ag=wxt+adany—a=a=yr+ta
Jelasy¥—a = a=x+a.
Jelas ¥ —a <= x+a.

=B B2
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Sr=-xrtx B Ry—a
o
£ £

=

=3rtara It ¥
¢=9"}F°: x.
Ini suatu kontradiksi, Jadi pengandaian salah.
Jadi (x—ax+aln(y—ayr+a)=40.
Jadi Wi, ¥ € [ad] 3xe N(x) dan
(p—ar+ale(y¥z (x—agx+ain(y—ayr+
ayp=
Jadi ([a,&].T) suatu Ruang Hausdorff.
b) Kasus ¥ = x :
Di pilih g = =X
Bangun V. = (x —g,x + &) dan V,, = (¥ — &, +5).
Jelas (x — g.x + afeX(x) dan (¥ — a. ¥+ a) e (x).
Akan dibuktikan (¥ — &,y + al N(x —ax+ s} = @.
Andaikan (¥ — e, ¥+ e} Ai{x —ax+a) = @
Ambil sembarang @ € (¥ — s, + 8} N (x —a,x + a).
Jlasa€ (y—ar+ajdanac (x—a.x +a).
JadiF—a=a=y+asdanx—s=<a <x t+s=
Jelasx—a= a= y+a.
Jelasx—a = ¥+ a.
=N

— =y
= p < ¥+ p

H'“-:;*F - t‘r"l'f'}f'
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=ixty<ivitx
=X ey,
Ini suatu kontradiksi.
Jadi pengandaian salah.
Jadi (¥ — g, ¥+ alni{x—ax+a) =@a.
Jadi ¥x, ¥ € [a ] T (x— a.x + a) € W(x) dan
(—a.ytal € Wiy
sfy—artalnlx—ax+al =@
Jadi ([a,&]. T} suatu Ruang Hausdorff.
3. Akan dibuktikan [a, ] kompak.
Ambil sembarang selimut buka {4, }.4; di [&, &].
Bangun ¥ = {y|y € (&, &]} sehingga [a, ¥] = (I,),4; untuk suatu
himpunan hingga £ < 1.
Jelas a = &,
Tulis 5= @+ ¢ untuk ¢ € R,

Jelas @ = a + = % @.
Karena g +=€ ¥ maka ¥ = .

Tulis Sup =Y + £.

Jelas ¥ = [a, b].

Ambil sembarang x € [a, &].

Ambil sembarang V¥, € N'(x)/

Pilin & = (c.d}sehingga x € (e, d) = V..

Jadi ¢ == x = d.
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wid

e
-

Di pilih =

Jelas ¥ € (x, ).
Jadi ¥ € (x,d} = V.
Jadi ¥ € 1,
Di pilih ¥ € [a. ¥] sehingga ¥ € V.
(a) Kasus x =@ :
Dipunyai ¥ = (a,#&].
Ambil sembarang ¥, € & (a).
Pilih U, = (p,q) sehingga @ € (.q) =V,
Jelas @ == a = g.
Di pilih 3 = 225,

I
o

Jelas ¥ € (a, 4.
Jadi ¥ € {=,q) = V, dan ¥ € {(a,&].
Karena ¥ € ¥, dan ¥ € (&, &] maka ¥ € (¥, n {a, &]).
Jadi ¥, n (a, &] = 2.
Jadi @ € (a, b].
Jadi @ £ F.
Jadi a € [a, 8],a e F.
Jadi [a, b&] = F.
(b) Kasus x = &:
Dipunyai ¥ = (a, &].
Ambil sembarang ¥, € & (&)

Di pilih U, = (r,5) sehingga & € (r,5) = V.
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Jelas == & = =,

b
—2 w

Di pilih z =

Jelas =z € (r,#).

Jadi z € (v, b) = ¥, dan z € (@, &].

Karena = € ¥, dan = € {a, &] maka z € (V3 n (a, &]).

Jadi ¥, 1 (&, &] = 2.

Jadi & € (@, b).

Jadi & £ F.

Jadi & € [a, ], b £ F.
Jadi [a, &] = F.
(c) Kasus @ = x = b :

Dipunyai ¥ = (a, &].

Ambil sembarang V. € ().

Jadi x € ¥, dan x € (a, &].

Karena x € (V, n(a,5]) maka ¥, N (a,&] = @.

Jadi x & (a, b1.

Jadi x £ F.

Karena x € [a,&],x € F maka [a,&] = F.
Jadi [a, b] = F.
Ambil sembarang ¥ € 7.
Ambil sembarang ¥, € # ().

Jelas ¥ N¥ = @.

JadiF eV dan¥ € 7.
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Karena ¥ = (a.k] = [a.&] maka ¥ € [a. &]

Karena ¥ € ¥, ¥ € [a.&] maka F = [a, &].

Jadi ¥ = [a, &].
(d) Akan ditunjukkan Sup ¥ € ¥.
TulisSup ¥ = §.

Jadix = fwx Y.
Ambil sembarang ¥ € MCE.
Di pilih & = (. 7t) sehingga & € (m,m) < Vz.

Jadi m = £ = 1.

mef

]
-

Di pilih X, =

Jadi X € (1) € Vi dan X € (@, 5],
Karena Xp € V 1 {a,5].

Jadi Vp M (g, b] =0V Vp € W({).

Karena g € (&, &] maka g € [, b]

Karena f € U,_ untuk suatu 1, €I maka U, buka.
Jadi.U,  suatu lingkungan .

Di pilih Up = {c.d) sehingga § € (c.d) € U, .
Dipunyai & = supY".

Jadi ¢ = 7 == §.

Di pilih himpunan hingga # < I sehingga
[a:¥] = (V) ian-

Bangun E = H U {i].



Jelas [a, 8] = [a, 5] Vi, = (U )z
Jadi Sup Y €Y,
Akan dibuktikan Sup ¥ = g = &.
(1) Andaikan # = b.
Dipunyai & = Sup ¥, [a,¥] = [a.b] dan b = .
Jelas @ = [a, b].
Ini suatu kontradiksi.
Jadi # = b.
(2) Andaikan ## = &.
Di pilih himpunan hingga & = I
sehingga [, &] = U, .p U,
Jadi # € U, untuk suatu 1; = X.
Di pilih {.q) sehingga f# € (p.q) €U, .
Di pilih =z € [a, &) sehingga f =z = g.
Jadi (U} ;ax masih merupakan selimut hingga [&,z].
Jadiz £ ¥,
Jelas § = Sup ¥ dan z = &
Ini suatu kontradiksi.
Jadi pengandaian salah.
Jadi f# = &.
Di pilih himpunan hingga L = 1

sehingga [a, ] = (U)ay.

34



35

Jadi terdapat himpunan hingga L <1 sehingga (& ).ag
masih merupakan selimut dari [a, &].

Jadi ¥ selimut buka {U,);a; 2 himpunan hingga L =1 sehingga

(£F,),a; Masih merupakan selimut dari [a, &].
Dari (a), (b), (c), dan (d) diperoleh [a, k] merupakan himpunan
kompak.

Jadi terbukti bahwa ([a,%],7) dengan & = P([a, &]) merupakan suatu

himpunan kompak dalam Ruang Hausdorff.



BAB V

PENUTUP

5.1 Simpulan
Dari hasil penelitian dan pembahasan dapat diambil kesimpulan sebagai
berikut.
1. Setiap himpunan kompak pada ruang Hausdorff adalah tertutup.
2. Sifat Kompak dan Aplikasinya Ruang Hausdorff adalah sebagai berikut.
a. Sifat Kompak
Misal X ruang Hausdorff kompak lokal yang tidak kompak, dan ¥
adalah sebuah titik pengkompak X. Maka ¥ adalah ruang Hausdorff
kompak ; X adalah subruang ¥ ; Himpunan ¥ — X terdiri atas sebuah
titik dan ¥ = ¥~
b. Aplikasi
Dalam aplikasi soal terbukti bahwa {[a,&],77) dengan F = P([a,&])

merupakan suatu himpunan kompak dalam ruang Hausdorff.
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5.2 Saran

1.

Perlu diadakan pengkajian lebih lanjut apakah ada teorema lain yang
dapat digunakan untuk menentukan apakah Setiap himpunan kompak pada
ruang Hausdorff adalah tertutup.

Perlu diadakan pengkajian lebih lanjut apakah ada soal lain yang dapat
memenuhi teorema dan definisi dari sifat kompak pada ruang Hausdorff

yang tidak di bahas oleh penulis.
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